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บทที่ 4 
 

ดัชนีบิตแมปแบบคูกัน 
 

ในงานวิจัยเกี่ยวกับเรื่องดัชนีบติแมปที่ผานมา  เราจะเห็นวามีการพฒันาข้ันตอน
การสรางดัชนบีิตแมปตอ ๆ กันมาเพื่อใหสอดคลองกับความตองการ      และใหมีประสิทธิภาพ
มากกวาเดิมทัง้ในเรื่องของพ้ืนที่ที่ใชในการจัดเก็บดัชนแีละเวลาที่ใชในการสอบถาม  ดัชนีบติแมป
แบบพืน้ฐานใชเวลาในการสอบถามแบบคาเทากันนอยที่สุด  แตใชพ้ืนที่ในการจดัเก็บดัชนีมาก
ที่สุด  ในทางกลับกัน  ดัชนีบติแมปแบบเขารหัสใชพ้ืนที่ในการจัดเก็บดัชนนีอยทีสุ่ด  แตใชเวลา
ในการสอบถามแบบคาเทากันมากที่สุด  ตอมาจึงมีผูคดิคนดัชนบีิตแมปแบบชวงขึ้น  ซึ่งใชพ้ืนที่
เพียงครึ่งหนึ่งของดัชนีบิตแมปแบบพื้นฐาน และใชเวลาในการสอบถามแบบคาเทากันนอยกวา
ดัชนีบติแมปแบบเขารหัส  กลาวคือ ในการสอบถามแบบคาเทากันบนดัชนีบติแมปแบบชวงมีการ
อาน 1 ถึง 2 บติแมปเวกเตอรและใชการดําเนนิการตรรกะ 0 ถึง 2 ครั้ง  แตดชันีบิตแมปแบบ
เขารหัสตองอานทุกบติแมปเวกเตอร  และดําเนินการตรรกะหลายครั้ง    อยางไรก็ตาม  ดัชนี
บิตแมปแบบชวงยังใชพ้ืนที่มากเกินไป ตอมาจึงไดมีผูคดิคนดัชนบีิตแมปแบบกระจายขึ้นมา  ซึ่ง
สามารถลดพืน้ที่ลงจากดัชนีบติแมปแบบชวงไดอีก  โดยที่ในการสอบถามแบบคาเทากันบนดัชนี
บิตแมปแบบกระจายมีการอาน 2 บติแมปเวกเตอร และดําเนินการตรรกะครั้งเดียวเสมอ     

ในงานวิจัยนี้ ผูวิจัยนําเสนอเทคนิคในการทําดัชนบีิตแมปแบบใหม  ซึ่งใชพ้ืนที่
ในการจดัเก็บดัชนีนอยกวาดัชนีบติแมปแบบกระจาย  โดยที่การสอบถามแบบคาเทากันยังคงอาน 
2 บิตแมปเวกเตอร  และดาํเนินการตรรกะเพียงครั้งเดียวเชนเดิม  ดชันีบิตแมปแบบใหมที่คดิคน
ข้ึนนี้มีช่ือเรียกวา  ดัชนบีติแมปแบบคูกัน(Dual Bitmap Index)  แนวคดิในการหาสูตรทั่วไป
สําหรับลงรหัสและสอบถามแบบคาเทากัน[21,22,23,26]  สามารถพิจารณาไดดังหลักการที่จะ
กลาวตอไป 

 
 

4.1 นิยามคําศัพทและสัญลักษณที่เกี่ยวของ 
     1) สําหรับจํานวนเต็ม 0n ≥   n  แฟกทอเรียล ( n  factorial)  เขียนแทนดวย 

!n  ถูกกําหนดใหดังนี ้[7] 
  0!  1=  
 

  )!1(! −= nnn        
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2)  กําหนดให  ( ),C n r  แทน จํานวนวิธีในการเลือกของ r  ส่ิงจากของทั้งหมด 
n  ส่ิง[7]  จะไดวา สําหรับ 0 r n≤ ≤     

 ( ) !,
( )! !

nC n r
n r r

=
−

 

บางครั้งเราอาจเขียนแทนสัญลักษณ ( ),C n r  ดวย n
rC  หรือ n

r
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ซึ่ง

สัญลักษณ n
r
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 เปนที่นิยมใชกันมาก  

   
     3)   x⎡ ⎤⎢ ⎥    คือ    จํานวนเต็มทีน่อยที่สุดที่มากกวาหรือเทากับ x  
 

     4)  บิตแมปเวกเตอร  คือ แถวของขอมูลที่แตละสมาชิกแตละตัวมีคาเปน ‘0’ 
หรือ ‘1’  ซึ่งบนตารางดัชนีบิตแมปจะประกอบดวยหลายบิตแมปเวกเตอร  แตละบิตแมป
เวกเตอรจะมีความยาวเทากับจํานวนแถวทั้งหมดของขอมูล เชน ขอมูลมีทั้งหมด 1,000,000 
แถว  เมื่อนําแอทริบิวตมาสรางเปนดัชนีบิตแมป แลวแตละบิตแมปเวกเตอรจะมีความยาวเทากับ 
1,000,000 บิต 
 

     5)  คารดินอลิตี้ คือ จํานวนคาที่เปนไปไดของแอทริบิวต   เชน  แอทริบิวตเพศ  
มีคาที่เปนไปได  คือ ชายและหญิง  จึงไดวา  แอทรบิิวตเพศมีคารดินอลิตี้เทากับ 2  
 
4.2 การคิดคนดัชนีบิตแมปแบบคูกัน  
 จากการศึกษางานวิจัยที่ผานมาเราจะเห็นวา  ดัชนบีิตแมปแบบชวงและดัชนี
บิตแมปแบบกระจายเปนเทคนิคที่คดิคนขึ้น เพ่ือลดพื้นการจดัเก็บดัชนีลงจากพ้ืนที่ที่ใชในการ
จัดเก็บดัชนีบติแมปแบบพืน้ฐาน  และเพ่ิมประสิทธิภาพในการสอบถามใหมากกวาดัชนบีิตแมป
แบบเขารหัส  ซึ่งการพัฒนาจากดัชนีบติแมปแบบชวงมาเปนดัชนีบติแมปแบบกระจาย มีการลด
จํานวนบติแมปที่ใชแทนแตละคาของแอทริบิวต  โดยแตละคาจะถูกแทนดวย 2 บติแมปเวกเตอร  
ทําใหการสอบถามมีการอาน 2 บิตแมปเวกเตอร   แตรูปแบบการลงรหัสดัชนีบติแมปแบบ
กระจายยังมีขอดอย  ในสวนของบางบติแมปเวกเตอรที่ใชประโยชนไมคุมคา  โดยเฉพาะ 0Z     
ดังนั้น  ในการคิดคนเทคนคิการลงรหัสดัชนีบิตแมปแบบคูกัน  จึงใชหลักการที่วา  แตละคาของ
แอทริบิวตถูกแทนดวย 2  บิตแมปเวกเตอร  และทําใหทุกบิตแมปเวกเตอรถูกใชอยางคุมคามาก
ที่สุด    

จากหลักการทีก่ลาวไวขางตน ทําใหเราไดสูตรทั่วไปในการหาจํานวนบติแมป
เวกเตอรที่ใชในการสรางดัชนีบติแมปแบบคูกัน  ดังทฤษฎีบท 4.1  
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พิสูจน     ภายใตเง่ือนไขที่วา  ตองการใหมีการอาน 2 บิตแมปเวกเตอรและดําเนินการ
ตรรกะเพียงครั้งเดียวในการสอบถามแบบคาเทากันแตละครั้ง แตละคาของแอทริบิวตจึงถูกแทน
ดวย 2 บิตแมปเวกเตอร จากทั้งหมด n  บิตแมปเวกเตอร   ดังนั้นจึงตองมีวิธีในการเลือก 2 
บิตแมปเวกเตอร จาก n  บติแมปเวกเตอร   มากกวาหรือเทากับ C  วิธี  ดงัอสมการ 

2
n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

        ≥     C  

             
( )

!
2 !2!
n

n −
    ≥      C  

             ( )1
2

n n −
       ≥      C  

                        ( )1n n −         ≥       2C  
 

            2n n−            ≥       2C  

                                  
2

2 1 12
2 2

n n ⎛ ⎞− ⋅ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

      ≥      12
4

C +  

                                                
21

2
n⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

      ≥      12
4

C +  

               1
2

n −       ≤       12
4

C− +    หรือ     1
2

n −     ≥    12
4

C +     

                   n     ≤     1 12
4 2

C− + +    หรือ     n     ≥     1 12
4 2

C + +    

 
เนื่องจาก   เราตองการจาํนวนบิตแมปเวกเตอรที่เปนจาํนวนเต็มบวกที่นอยที่สุด 
จึงไดวา    

                                n       =      1 12
4 2

C
⎡ ⎤

+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥

                                                         □ 

 
   

ทฤษฎีบท 4.1    ให  C  แทนคารดินอลิตี้ของแอทริบิวตที่เลือกมาทําดัชนี    และ  n   แทน
จํานวนบิตแมปเวกเตอรที่นอยที่สุดที่ใชในการสรางดัชนีบิตแมปแบบคูกัน(Dual Bitmap 
Index)   ซึ่งแตละคาของแอทริบิวตถูกแทนดวย  2 บิตแมปเวกเตอร  แลว  

                      1 12
4 2

n C
⎡ ⎤

= + +⎢ ⎥
⎢ ⎥

                    ...............(4.1) 
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ตัวอยางที่ 1        สมมตใิห  แอทริบิวตทีเ่ลือกมาทําดัชนีบติแมปมีคารดินอลิตี ้C  = 15       
จากสมการ (1)    แทนคา  C  = 15       

จะได            n       =     1 1(2 15)
4 2

⎡ ⎤
× + +⎢ ⎥

⎢ ⎥
 

  n       =     30.25 0.5⎡ ⎤+⎢ ⎥  
  n       =     5.5 0.5+⎡ ⎤⎢ ⎥     =     6⎡ ⎤⎢ ⎥     =      6  

นั่นคือ  ในการทําดัชนีบติแมปแบบคูกันบนแอทริบิวตที่มีคารดินอลติี้ 15    ใช  
6 บติแมปเวกเตอร  ซึ่งสามารถเขียนความสัมพันธระหวางบิตแมปเวกเตอรกับคาขอมูลของแอทริ
บิวตไดดังภาพประกอบ 4-1  
 

 
 

ภาพประกอบ 4-1  แผนภาพแสดงความสัมพันธระหวางบิตแมปเวกเตอรกับคาขอมูลของ 
                          แอทริบิวตที่มีคารดนิอลิตี้ 15  ใช 6 บิตแมปเวกเตอร 
 
 จากภาพประกอบ 4-1  แอทริบิวตที่นาํมาสรางดัชนีมคีารดนิอลิตี ้ 15 คา คือ 
, , ,...,0 1 2 14   จะเห็นวา แตละคาของแอทริบิวตถูกแทนดวย 2 บิตแมปเวกเตอร เชน คาของ 

14 ถูกแทนดวย 5D และ 4D , คาของ 0 ถูกแทนดวย 1D และ 0D  เปนตน  จากความสัมพันธ
ดังกลาวนี้  นําไปสูรูปแบบการลงรหัสขอมูลของดัชนีบิตแมปแบบคูกัน  พิจารณาไดดัง
ภาพประกอบ 4-2            
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ภาพประกอบ 4-2   แผนภาพแสดงการลงรหัสดัชนีบิตแมปแบบคูกัน  
           เมื่อ 15C =   ใช 6 บิตแมปเวกเตอร 

  
 
จากภาพประกอบ 4-2   แสดงใหเห็นวา  แตละคาขอมูลถูกแทนคาดวย 2 

บิตแมปเวกเตอรเสมอ เชน คาขอมูล 14 ถูกแทนดวยบิตแมปเวกเตอร 5D  และ 4D  เปนตน 
และแตละบติแมปเวกเตอรถูกใชแทนคาขอมูล 5 คา  เชน บิตแมปเวกเตอร 5D  ถูกใชแทนคา
ขอมูล 10, 11, 12, 13 และ 14  เปนตน  กําหนดใหจุดสีดาํหมายถึงการลงรหัสขอมูลดวย 1  
และไมมีจดุใด ๆ หมายถึงการลงรหัสขอมูลดวย 0  ซึ่งการลงรหัสขอมูลสําหรับแตละคาของแอทริ
บิวตสามารถพิจารณาไดดังภาพประกอบ 4-3 
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ภาพประกอบ 4-3  แสดงการลงรหัสขอมูลของแอทริบิวตในการสรางดัชนีบิตแมปแบบคูกนั 
                         เมื่อ 15C =   ใช 6 บิตแมปเวกเตอร 
 
 

ตอไปเราจะหาหลักการทั่วไปในการสรางดัชนีบติแมปแบบคูกัน  กําหนดรูปแบบ
การลงรหัสดังนี้  

                     
1 2 1 0... nD D D D−   

 

เมื่อ n  เปนจาํนวนบิตแมปเวกเตอรที่ใช  
 

ตัวอยางเชน  การลงรหัสขอมูลของแอทริบิวตที่มีคารดินอลติี้เทากับ 15 ใช 6 
บิตแมปเวกเตอร    มีรูปแบบการลงรหัสดัชนีเปน  5 4 3 2 1 0D D D D D D   จากภาพประกอบ 4-2 
จะเห็นวาคาขอมูล 14 ถูกแทนดวยบติแมปเวกเตอร 5D และ 4D  จึงไดวาคาขอมูล 14 มีการลง
รหัสเปน 110000  ดังภาพประกอบ 4-3 

จากทฤษฎีบท 4.1  เราหาจํานวนบติแมปเวกเตอร (คาของ n ) ที่ใชในการทํา
ดัชนีบติแมปแบบคูกัน  โดยใชหลักการที่วา  แตละคาของแอทริบิวตถูกแทนดวย 2  บติแมป
เวกเตอร  และทําใหทุกบิตแมปเวกเตอรถูกใชอยางคุมคามากที่สุด   ข้ันตอนตอไป  เราตองการ
ทราบวา  แตและคาของแอทริบิวตจะมีการลงรหัสอยางไร  และจะให 2 บิตแมปเวกเตอรใด  จาก
ทั้งหมด n  บติแมปเวกเตอร เปนตัวแทนแตละคาของแอทริบิวต  หรือกลาววา จะให 2 บิตแมป
เวกเตอรใดถกูลงรหัส ‘1’ นั่นเอง  
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กําหนดให   rD   หมายถึง  บติแมปเวกเตอรแรก (ที่ถูกลงรหัสเปน ‘1’) 
sD   หมายถึง  บติแมปเวกเตอรที่สอง (ที่ถูกลงรหัสเปน ‘1’) 

v     หมายถึง   คาของแอทริบิวตที่เลือกมาทําดัชน ี( {0,1,2,..., 1}v C∈ − ) 
C    หมายถึง   คารดนิอลิตี้ของแอทริบิวตที่เลือกมาทําดชันี 
เง่ือนไขสําหรับบติแมปเวกเตอร  rD  และ sD   คอื  0 ≤ <s r   

 
 ทฤษฎีบทและหลักการที่จะกลาวตอไปนี้  จะนําไปสูวธิีการลงรหัสดชันีบิตแมป
แบบคูกัน   
 

 
พิสูจน      สมมติให n   คือ จํานวนบิตแมปเวกเตอรที่ใชในการทําดัชนบีิตแมปแบบคูกัน, 

( ){ },  0r s
rS D D s r= ≤ <    และ   1 2 1... nS S S S −= ∪ ∪ ∪    

จากที่กําหนดให  ( ){ },  0r s
rS D D s r= ≤ <   จะไดวา  rS r=  

พิจารณา     ( ){ }1
1 ,  0 1= ≤ <sS D D s       จะได  1 1=S  

               ( ){ }2
2 ,  0 2= ≤ <sS D D s     จะได  2 2=S  

               ( ){ }3
3 ,  0 3= ≤ <sS D D s      จะได  3 3=S  

     #                    #  
                ( ){ }1

1 ,  0 1−
− = ≤ < −n s

nS D D s n      จะได  1 1− = −nS n  
 

จะเห็นไดวา  สมาชิกใน 1 2 1, ,..., nS S S −  ไมซ้ํากันเลย 
ดังนั้น       1 2 1    ... nS S S S −= + + +   

  1 2 ... ( 1)n= + + + −  
                    ( 1)

2
n n −

=        

                    
2
n⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                            □ 

 
ทฤษฎีบท 4.2 เปนการแสดงใหเห็นวา เซตของคูลําดับ ( , )r sD D  มีจํานวน

สมาชิก 
2
n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ตัว  นัน่หมายความวา  การลงรหัสขอมูลดวยการกําหนดให rD  เปนบติแมป

ทฤษฎีบท 4.2   ถาให n  คือ จํานวนบติแมปเวกเตอรที่ใชในการทําดัชนีบติแมปแบบคูกัน, 

( ){ },  0r s
rS D D s r= ≤ <  และ 1 2 1... nS S S S −= ∪ ∪ ∪   แลว    

2
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

n
S   
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เวกเตอรแรก และ sD  เปนบติแมปเวกเตอรที่สอง  โดยที่ 0 ,  1 1s r r n≤ < ≤ ≤ −   เปนวธิีที่
สามารถใชลงรหัสดัชนีบิตแมปแบบคูกันบนแอทริบิวตที่มีคารดินอลติี้ C ซึ่งใช n  บิตแมป

เวกเตอรไดครบถวน  
2

⎛ ⎞⎛ ⎞
≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
    ∵

n
C    ตัวอยางเชน จากภาพประกอบ 4-3 เปนการลงรหสั

ขอมูลของแอทริบิวตในการสรางดัชนีบติแมปแบบคูกัน โดยที่แอทริบิวตที่เลือกมาทําดัชนีมคีาร
ดินอลติี้เทากับ 15 ใช 6 บิตแมปเวกเตอร  สามารถพิจารณาบติแมปเวกเตอร rD (บิตแมป
เวกเตอรแรกที่ถูกลงรหัส ‘1’ , 1 5r≤ ≤ ) และ sD (บิตแมปเวกเตอรที่สองที่ถูกลงรหัส ‘1’ , 
0 s r≤ < ) สําหรับแตละคาของแอทริบิวตไดดังภาพประกอบ 4-4  

 

 

 
 

ภาพประกอบ 4-4  แสดงบิตแมปเวกเตอรแรกและบิตแมปเวกเตอรที่สองที่ถกูลงรหัส ‘1’     
                           บนดัชนีบิตแมปแบบคูกัน  เมื่อ C 15=  
 

ตอไปเราตองการทราบวาสําหรับแตละคาของแอทริบิวต  จะมีบิตแมปเวกเตอร
ใดเปนบิตแมปเวกเตอรแรก ( rD ) และบิตแมปเวกเตอรที่สอง ( sD )    กําหนดความสัมพันธ
ดังตอไปนี้  
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ความสัมพันธ T  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งที่มีการสงจากโดเมนที่เปนเซตของ

คูลําดบัของบติแมปเวกเตอรแรกและบิตแมปเวกเตอรที่สอง ( , )r sD D   ไปยังเรนจที่เปนเซตของ
คาขอมูล v    ตัวอยางเชน  จากภาพประกอบ 4-4   คาขอมูล 14 มีบิตแมปเวกเตอรแรก คือ 

5D  และบติแมปเวกเตอรที่สอง คือ 4D   จะไดวา  5 4( , ) 14Τ =D D    เปนตน 
ความหมายของเงื่อนไขของความสัมพันธ T คือ  เราแบงกลุมคาขอมูลโดย

พิจารณาจากโดเมนที่เปนบิตแมปเวกเตอรแรก  โดยที่กลุมที่ r  มี rD  เปนบิตแมปเวกเตอรแรก  
กลาวคือ การแบงกลุมความสัมพันธเร่ิมจากกลุมที่ 1 มี 1D  เปนบิตแมปเวกเตอรแรก  เรียง
ตอไปจนถึงกลุมที่ 1−n  มี  1−nD   เปนบิตแมปเวกเตอรแรก   สวนคาขอมูล ( v ) จะถูกนับเรียง
ตอกันไป และถูกกําหนดคาตอจากกลุมที่อยูกอนหนา โดยกลุมแรกเริ่มจากคา 0  ซึ่งคาขอมูลใน
แตละกลุมแปรผันตามบิตแมปเวกเตอรที่สอง ( sD )   จากภาพประกอบ  4-4 สามารถพิจารณา
กลุมของความสัมพันธไดดังนี้ 

- กลุมที่ 1   1 0( , ) 0Τ =D D  
 

- กลุมที่ 2   2 0( , ) 1Τ =D D  
2 1( , ) 2Τ =D D  

   

- กลุมที่ 3   3 0( , ) 3Τ =D D  
  3 1( , ) 4Τ =D D  
  3 2( , ) 5Τ =D D  
  

- กลุมที่ 4   4 0( , ) 6Τ =D D  
 4 1( , ) 7Τ =D D  

             
 
 
 

                    { } { }
1 1

: ( , )r sD D v
−

Τ →           
                             ( , )    Τ =r sD D v              
                 
     โดยที่         0 ≤ <v C   และ 0 1s r n< < ≤ −  ,     

1( , )  <  ( , )−Τ Τr s r sD D D D  , 
 1( , )  <  ( , )−Τ Τr s r sD D D D   และ  

1 0( , )  =  0Τ D D                                            ..................(4.2)      
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  4 2( , ) 8Τ =D D  
  4 3( , ) 9Τ =D D   
 

- กลุมที่ 5   5 0( , ) 10Τ =D D   
5 1( , ) 11Τ =D D  

  5 2( , ) 12Τ =D D  
  5 3( , ) 13Τ =D D  
  5 4( , ) 14Τ =D D  
 
 ตอไปเราจะพจิารณาความสมัพันธระหวางโดเมนและเรนจในแตละกลุม  ดังนี ้
 

กําหนดให    rS    เปนเซตของคูอันดบับติแมปเวกเตอรแรกและบติแมปเวกเตอรที่สอง  โดยมี
บิตแมปเวกเตอรแรกเปน rD   และบิตแมปเวกเตอรที่สองเปน sD  เมื่อ 
1 1≤ ≤ −r n  และ 0 ≤ <s r  

                  rV    เปนเซตของคาขอมูล ( )v  บนความสัมพันธ T ซึ่งสงจากโดเมน rS     
เมื่อ1 1≤ ≤ −r n    

 
จากเง่ือนไขของ rS  และ rV  ที่กลาวมา  สามารถเขียนแทนดวยสัญลักษณไดดังนี ้
 

( ){ }     ,  0= ≤ <r s
rS D D s r       โดยที่  1 1≤ ≤ −r n  

 

  { }        ( , ) ,   ( , )= Τ = ∈r s r s
r rV v D D v D D S  

 

จะไดวา              =rS r  
 

และ                  =rV r  
 

เนื่องจากคาขอมูลในแตละกลุม ( rV ) มกีารนับเรียงตอๆ กันไป  โดยกลุม
แรกเริ่มจากคาขอมูล 0    ซึ่งคาขอมูลของกลุมใด ๆ จะมีการนบัตอจากขอมูลที่อยูในกลุมกอน
หนา  และจาํนวนสมาชิกของคาขอมูลในแตละกลุม ( rV ) มีคาเทากับ r   จึงไดวา 

 

){ }1 2 1 1 2 1        ... ,  ...r r rV v v V V V V V V r− −= ∈ ⎡ + + + + + + +⎣  
เนื่องจาก คาขอมูล v  เปนจาํนวนเต็ม  จึงไดวา 

{ }1 2 1 1 2 1        ... ,  ... 1r r rV v v V V V V V V r− −= ∈ ⎡ + + + + + + + − ⎤⎣ ⎦   
 

      [ ]{ }     1 2 ... ( 1),  1 2 ... ( 1) 1v v r r r= ∈ + + + − + + + − + −     
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1

1 1

     ,  1
r r

i i

v v i i
−

= =

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪= ∈ −⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑  

 

      
1

1 1
     1

−

= =

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= ≤ ≤ −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑
r r

i i
v i v i  

 

พิจารณาเงื่อนไข  
1

0 0

               1
r r

i i

i v i
−

= =

⎛ ⎞≤ ≤ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑                .............(4.3)      
 

พิจารณาอสมการทางซาย :         
1

0
       

r

i
i v

−

=

≤∑  
 

                ( 1)        
2

r r v−
≤  

 

จะได                  ( 1)        2r r v− ≤  
 

                  2        2r r v− ≤  
 

     
2 2

2 1 12         2
2 2 2
rr v⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⋅ + ≤ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

         
2 2

2 1 12         2
2 2 2
rr v⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⋅ + ≤ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

                                  
21 1        2

2 4
r v⎛ ⎞− ≤ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

            

                      

             1 1 12                   2
4 2 4

v r v− + ≤ − ≤ +  
 

             1 1 1 12                   2
4 2 4 2

v r v− + + ≤ ≤ + +                  .............(4.4) 
 

พิจารณาอสมการขางขวา :             
1

       1
r

i
v i

=

⎛ ⎞≤ −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

 

                          ( 1)       1
2

r rv +
≤ −  

 

                       2         ( 1) 2v r r≤ + −  
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 22 2        v r r+ ≤ +  
 

           
2 2

21 12 2         2
2 2 2

rv r⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + ≤ + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
 

                    
29 12         

4 2
v r⎛ ⎞+ ≤ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

                1 9        2
2 4

r v+ ≤ − +      หรือ     1 9        2
2 4

r v+ ≥ +  
 

                9 1        2
4 2

r v≤ − + −      หรือ     9 1        2
4 2

r v≥ + −     .............(4.5) 

 

ตอไปเราตองการแสดงใหเห็นวา 9 1 1 12   2
4 2 4 2

v v+ − ≤ + +   เพ่ือยืนยันวา

มีคาของ r  ที่สอดคลองกับเง่ือนไข (4.3) 
 

เนื่องจาก     0          v≤  
 

   0 2         v≤  
 

  1 12
4 4

          v≤ +  
 

  1 12
2 4

          v≤ +  
 

   11 2 2
4

          v≤ +  
 

                 
2 2

1 1 12 1 1 2 2 2 1
4 4 4

           v v v
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + + ≤ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
 

              
2

9 12 2 1
4 4

          v v
⎛ ⎞

+ ≤ + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

                 9 12 2 1
4 4

         v v+ ≤ + +  
 

     9 1 1 12 2
4 2 4 2

          v v+ − ≤ + +                  
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ดังนั้น จาก (4.4) และ (4.5)  เราสามารถเขียนคาของ r  ซึ่งเปนคาํตอบของ
อสมการไดภาพประกอบ 4-5    

 

 
 

ภาพประกอบ 4-5  แสดงคาของ r  ซึ่งเปนคําตอบของอสมการ 
1

0 0
1

r r

i i
i v i

−

= =

⎛ ⎞
≤ ≤ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

 

จากภาพประกอบ 4-5 จะไดวาคาของ r  ที่เปนคําตอบของอสมการ คือ คาที่อยู

ในชวงปด 9 12
4 2

v + −  ถึง 1 12
4 2

v + +   
 

เนื่องจาก      1 1 9 1 1 1 1 12 2 2 2 1
4 2 4 2 4 2 4 2

        v v v v
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + − + − < + + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
 

ดังนั้น        9 12
4 2

v + −    และ   1 12
4 2

v + +    มีคาตางกันไมถึง 1   
 

นั่นคือ  มีจาํนวนเต็มเพียงจํานวนเดียวเทานั้นที่อยูในชวงปด 9 12
4 2

v + −   ถึง  1 12
4 2

v + +   
                                             

เนื่องจากเราตองการ r  ที่เปนจํานวนเต็ม  
 

จึงไดวามีคาของ r  ที่เปนไปไดมีเพียงคาเดยีว คือ 9 1   =  2
4 2

r v
⎡ ⎤

+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥

 = 1 12
4 2

v
⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥
⎣ ⎦
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ซึ่งในที่นี้เราเลอืกใชรูปแบบ   9 1   =  2
4 2

r v
⎡ ⎤

+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥

                 □ 

 
ดังนั้น  rV  ซึ่งเปนเซตของคาขอมูลที่ถูกสงมาจากโดเมนที่มี rD  เปนบติแมป

เวกเตอรแรก  สามารถเขียนแทนดวย 
9 1     2
4 2

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= = + −⎨ ⎬⎢ ⎥
⎢ ⎥⎪ ⎪⎩ ⎭

rV v r v                          

  
นั่นหมายความวา  สําหรับการลงรหัสใหกับคาขอมูล ( )v ใด ๆ    แลว rD  เปน

บิตแมปเวกเตอรแรก  ก็ตอเมื่อ  9 1   =  2
4 2

r v
⎡ ⎤

+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥

 

 
ตอไปเราจะพจิารณาวาบติแมปเวกเตอรที่สอง ( )sD  คือ บติแมปเวกเตอรใด   

จาก (4.2) เง่ือนไขบนความสัมพันธ T  กําหนดไววา  0 s r≤ <  
ดังนั้น  คาของ s   ที่เปนไปได  คือ 0,1,2,..., 1r −   
 

เนื่องจาก  
1 1

1 1
     ,  1

r r

r
i i

V v v i i r
− −

= =

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪= ∈ + −⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑  

 

                        
1 1 1 1

1 1 1 1
   0, 1, 2,..., 1

− − − −

= = = =

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + + −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
∑ ∑ ∑ ∑
r r r r

i i i i
i i i i r  

 

                        { }
1

1
    0,1, 2,..., 1

−

=

⎧ ⎫⎛ ⎞= + ∈ −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭
∑
r

i
i s s r  

 
จาก (4.2) เง่ือนไขบนความสัมพันธ T  กําหนดไววา 1( , ) < ( , )r s r sD D D D−Τ Τ  หมายความวา 
คาขอมูล v ในกลุมที่มี rD  เปนบติแมปเวกเตอรแรก  แปรผนัตาม sD  จึงไดวา      
 

  
1

0

          
r

i

v i s
−

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

 

( 1)          
2
−

= +
r rv s  

 

( 1)s          
2
−

= −
r rv  
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นั่นหมายความวา  สําหรับการลงรหัสใหกับคาขอมูล ( )v ใด ๆ  ที่มี rD  เปน

บิตแมปเวกเตอรแรก แลว sD  เปนบิตแมปเวกเตอรที่สอง ก็ตอเมื่อ ( 1)
2
−

= −
r rs v           □

                                          
 จากที่กลาวมาทั้งหมดทําใหเราไดทฤษฎีบทในการลงรหัสขอมูลดังตอไปนี ้

 
 
4.3  ขั้นตอนวิธีการสรางดัชนีบิตแมปแบบคูกัน 

จากที่กลาวมาขางตน  สรุปเปนขั้นตอนวิธกีารทําดัชนบีติแมปแบบคูกัน ไดดังนี้  
สัญลักษณที่ใช 
  C   แทน  คารดินอลติี้(จํานวนคาที่เปนไปได)ของแอทริบิวตที่นาํมาสรางดัชนีบติแมปแบบคูกัน   
  n    แทน  จาํนวนบติแมปเวกเตอรที่ใชในการทําดัชนบีิตแมปแบบคูกัน 
 jD   แทน   บติแมปเวกเตอรที่ j  ของดัชนีบติแมปแบบคูกัน  โดยที่ 0,1,2,..., 1j n= −  
  v    แทน   คาของแอทริบิวตที่เลือกมาทําดัชนีบติแมปแบบคูกัน { }( )0,1, 2,..., 1v C= −  
 
ข้ันตอนวิธีการสรางดัชนีบติแมปแบบคูกัน 
1.  หาจํานวนบิตแมปเวกเตอรที่ใชในการสรางดัชนี (คาของ n )  
                              n       =      2 0.25 0.5C⎡ ⎤+ +⎢ ⎥                                 
      
2.  ลงรหัสคาของแอทริบิวต ( )v เรคอรดที่ i  บนแตละบิตแมปเวกเตอร  โดยใหบิตที่ i  ของ
บิตแมปเวกเตอร jD   เมื่อ 0 1j n≤ ≤ −     มีรูปแบบการลงรหัสดังนี้  
 
 
 
 
 
           
   
 

ทฤษฎีบท  4.3   สําหรับคาขอมูล  v  ใด ๆ แลว   rD  เปนบิตแมปเวกเตอรแรก  และ sD  

เปนบติแมปเวกเตอรที่สอง   ก็ตอเมื่อ  9 1= 2
4 2

⎡ ⎤
+ −⎢ ⎥

⎢ ⎥
r v    และ  ( 1)

2
−

= −
r rs v  

                

  1
0

j j r j s
D

= =⎧
= ⎨
⎩

                                            
                                                         

 

 

 โดยที ่        =    2 2.25 0.5r v⎡ ⎤+ −⎢ ⎥     และ     ( 1)s      
2

r rv −
= −      ............(4.6) 

 

ถา หรือ
กรณีอ่ืน ๆ 
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 ตัวอยางเชน  ตองการสรางดัชนีบติแมปแบบคูกันบนแอทริบิวตที่มคีารดนิอลิตี้
เทากับ 15  มีข้ันตอนดังตอไปนี ้

1. หาจํานวนบติแมปเวกเตอรที่ใชในการสรางดัชนี (คาของ n )  
 

                              n  = (2 15) 0.25 0.5⎡ ⎤× + +⎢ ⎥   =  6            
              

2.  ลงรหัสคาของแอทริบิวต ( )v เรคอรดที่ i  บนแตละบิตแมปเวกเตอร  โดยให
บิตที่ i  ของบิตแมปเวกเตอร jD   เมื่อ 0 5j≤ ≤  มีการลงรหัสตามรูปแบบ (4.6)  พิจารณา
ตัวอยางดัชนบีิตแมปแบบคูกันบนแอทรบิิวต A ซึ่งมีคารดินอลติี้เทากับ 15 ดังภาพประกอบ 4-6  

 

 
 

ภาพประกอบ 4-6   แสดงดัชนีบิตแมปแบบคูกันบนแอทริบิวต A   
                                           เมื่อ 15C =   ใช 6 บิตแมปเวกเตอร 
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4.4  ขั้นตอนวิธีการสอบถามแบบคาเทากันบนดัชนีบิตแมปแบบคูกัน 
 การสอบถามแบบคาเทากันมีรูปแบบ คือ " "A v=   หมายถึง การสอบถามวา 
บนแอทริบิวต A  มีเรคอรดใดบางที่มีคาเทากับ v   สําหรับการสอบถามแบบคาเทากันบนดัชนี
บิตแมปแบบคูกัน  ประกอบดวย  การอาน 2 บิตแมปเวกเตอร (เขียนแทนดวย rD  และ sD ) 
และการดาํเนนิการตรรกะ AND ระหวางบิตแมปเวกเตอร 1 ครั้ง  ดังนัน้การสอบถามแบบคา
เทากันบนดัชนีบติแมปแบบคูกันมีรูปแบบทั่วไปคือ         
  

" " r sA v D D= = ∧   
 

โดยที่        =    2 2.25 0.5r v⎡ ⎤+ −⎢ ⎥   และ  ( 1)s      
2

r rv −
= −  

 
   ตัวอยางเชน  จากภาพประกอบ 4-6  ตองการทราบวาบนแอทริบวิต A   มี     
เรคอรดใดบางที่มีคาเทากับ 3  สามารถทําไดตามขั้นตอนดังนี ้
 1. ในที่นี ้  v   มีคาเทากับ 3  
 2. คํานวณหาคาของ r  ซึ่งเปนตัวกําหนดบติแมปเวกเตอรแรกที่จะตองอาน  
     จากสตูร                  =  2 2.25 0.5r v⎡ ⎤+ −⎢ ⎥  
     แทนคา 3v =   จะได       =  (2 3) 2.25 0.5r ⎡ ⎤× + −⎢ ⎥     3=  
 3. คํานวณหาคาของ s  ซึ่งเปนตัวกําหนดบติแมปเวกเตอรที่สองที่จะตองอาน  

     จากสตูร                             ( 1)s  
2

r rv −
= −  

     แทนคา 3v =  และ 3r =  จะได     3(3 1)s   3
2
−

= −    0=  

 4. อานบติแมปเวกเตอร 3D  และ 0D  
 5. ดําเนนิการตรรกะ AND บิตตอบติระหวางบิตแมปเวกเตอร 3D  และ 0D  
 6. ผลลัพธที่ได พบวา บิตที่ 1 ของบิตแมปเวกเตอรที่ไดจากขอ 5  มีคาเทากับ 
1  สวนบิตอืน่ ๆ มีคาเทากับ 0  จึงไววา เรคอรดที่มีคาของแอทริบิวตเปน 3 คือเรคอรดที่ 1  ดัง
ภาพประกอบ 4-7   
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ภาพประกอบ 4-7   แสดงการสอบถามแบบคาเทากันบนดัชนีบิตแมปแบบคูกัน  
                                  กรณีการสอบถาม  " 3"A =                          
 
 
4.5  ขอดีของดัชนีบิตแมปแบบคูกัน 
 ดัชนีบิตแมปแบบคูกันใชพ้ืนที่ในการจัดเก็บดัชนีนอยกวาดัชนีบิตแมปแบบ
พ้ืนฐาน  แบบชวง  และแบบกระจาย  เหมาะสําหรับการสอบถามแบบคาเทากัน  เพราะมีการอาน 
2 บิตแมปเวกเตอร  และดําเนินการตรรกะ AND ระหวางบิตแมปเวกเตอรเพียงครั้งเดียวเทานั้น
จึงทําใหดัชนีบิตแมปแบบคาเทากันใชเวลาในการสอบถามนอยกวาดัชนีบิตแมปแบบเขารหัสซึ่ง
จะตองมีการอานทุกบิตแมปเวกเตอรและดําเนินการตรรกะระหวางบิตแมปเวกเตอรหลายครั้ง 
 
4.6  ขอจํากัดของดัชนีบิตแมปแบบคูกัน 
 ดัชนีบิตแมปแบบคูกันใชพ้ืนที่ในการจัดเก็บดัชนีมากกวาดัชนีบิตแมปแบบ
เขารหัส  ดัชนีบิตแมปแบบคูกันจึงมีความสามารถในการสรางดัชนีบิตแมปบนแอทริบิวตที่มีคาร
ดินอลิตี้สูง ๆ และมีจํานวนเรคอรดมาก ๆ  ไดนอยกวาดัชนีบิตแมปแบบเขารหัส 
 
 


