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2.1  การหมุนของปริภูมิเวกเตอร

เวกเตอรตําแหนงในปริภูมิสามมิติ = + +x y zˆ ˆ ˆr xe ye zev
 สามารถเขียนแทนในรูป

แบบเมทริกซไดดังนี้

                                        x y z

x
ˆ ˆ ˆr xe ye ze y

z

 
 = + + =  
  

v
                                       (2-1)

การหมุนของเวกเตอรในปริภูมิสามารถทําไดโดยใชเมทริกซขนาด 3 3×  ในกรณีท่ีหมุนเวกเตอรรอบ

แกน z  เปนมุม zξ  ดังภาพประกอบ 2.1   

ภาพประกอบ 2.1 แสดงการหมุนเวกเตอรในระนาบ xy  ดวยมุม zξ

เมทริกซของการหมุนคือ

                                 
z z

z z z z

cos( ) sin( ) 0
R ( ) sin( ) cos( ) 0

0 0 1

ξ ξ
ξ ξ ξ

− 
 =  
  

                                    (2-2)

ถา zξ  มีคาเขาใกลศูนย สมการ (2-2) ประมาณไดตามน้ี

zξ

zξ
zξ

′xx

y

′y

′=z z
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z

z z z z z

z z

1 0
R ( ) 1 0 I i T

0 0 1

exp( i T )

ξ
ξ ξ ξ

ξ

− 
 ≈ = − 
  

= −
                                   (2-3)

โดย I  เปนเมทริกซเอกลักษณ และ zT  เปนเมทริกซดังนี้

                                            

− 
 =  
  

z

0 i 0
T i 0 0

0 0 0
                                            (2-4)

ในทํานองเดียวกัน การหมุนเวกเตอรรอบแกน x   และ y  ดังภาพประกอบ 2.2   

ภาพประกอบ 2.2 แสดงการหมุนเวกเตอรในระนาบ yz  และ xz  เปนมุม

xξ  และ yξ  ตามลําดับ

เมทริกซของการหมุน x xR ( )ξ  และ y yR ( )ξ  คือ

                                  x x x x

x x

1 0 0
R ( ) 0 cos( ) sin( )

0 sin( ) cos( )
ξ ξ ξ

ξ ξ

 
 = − 
  

                               

xξ

xξ

xξ

y′

y

z

z′

x x′= yξ

yξ

yξ

z′

z

x
x′

y y′=
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y y

y y

y y

cos( ) 0 sin( )
R ( ) 0 1 0

sin( ) 0 cos( )

ξ ξ
ξ

ξ ξ

 
 

=  
 − 

                               (2-5)

ถามุม xξ  และ yξ  มีคาเขาใกลศูนยจะไดวา

                                

x x x x x

x

x x

1 0 0
R ( ) 0 1 I i T

0 1

exp( i T )

ξ ξ ξ
ξ

ξ

 
 ≈ − = − 
  

= −

                                 

y

y y y y

y

x x

1 0
R ( ) 0 1 0 I i T

0 1

exp( i T )

ξ
ξ ξ

ξ

ξ

 
 ≈ = − 
 − 

= −
                

โดย xT  และ yT  เปนตามนี้

                             

 
 = − 
  

x

0 0 0
T 0 0 i

0 i 0
   และ   

 
 =  
 − 

y

0 0 i
T 0 0 0

i 0 0
                           (2-6)

การหมุนรอบแกน z , y  และ x  ดวยมุม zξ , yξ  และ xξ  ตามลําดับ เปนผลคูณของ x xR ( )ξ

y yR ( )ξ z zR ( )ξ  ดังนี้

                           

x y z x x y y z z

x x y y z z

R( , , ) R ( )R ( )R ( )

exp( i T ).exp( i T ).exp( i T )

exp( i .T)

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ

=

= − − −

= −

           (2-7)

โดย x x y y z z.T T T Tξ ξ ξ ξ= + +
เอกโพเนนเชียลของเมทริกซสองเทอมคูณกันจะไดรูปทั่วๆไปดังนี้
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                                  exp( i .T).exp( i .T) exp( i .T)ξ ς ζ− − = −                                (2-8)

คา ζ  ในเทอมของ ξ  และ ς  หาไดโดยใชเอกลักษณของเอกโพเนนเชียลในรูปอนุกรมอนันตตาม
นี้

                                    
2( .T)exp( i .T) 1 i .T ...

2!
ξξ ξ− = − − +                               (2-9)

โดยอาศัยความสัมพันธตามสมการ (2-9) ดานซายมือของสมการ (2-8) เปน

                   

[ ] [ ]

[ ] [ ]

2 2

2

2

exp( i .T) exp( i .T).exp( i .T)

( .T) ( .T)1 i .T ... 1 i .T ...
2! 2!

( ).T .T, .T1 i( ).T ...
2! 2

( ).T .T, .Texp i( ).T ...
2! 2

ζ ξ ς

ξ ςξ ς

ξ ς ξ ς
ξ ς

ξ ς ξ ς
ξ ς

− = − −

  
= − − + − − +  
  

 +
= − + − − +  
 

 +
= − + − − +  

 

                  (2-10)

                                    
คา ζ  หาไดเมื่อทราบคาของคอมมิวเตเตอร ซ่ึงความสัมพันธของคอมมิวเตเตอรระหวางตัวดําเนิน
การ T  เปนตามนี้

                             = x y zT ,T iT      = y z xT ,T iT  และ  =  z x yT ,T iT                    (2-11)

ซ่ึงเปนไปตามคุณสมบัติพีชคณิตของลี so(3) [2,10,11,12]

พีชคณิตของลีท่ีไดกลาวมานั้นมาจากกรุปของการหมุนเวกเตอรในปริภูมิ 3 มิติซ่ึง
จะมีบท บาทที่มีความสําคัญตอการนิยามพีชคณิตของลีในแบบทั่วๆไป พีชคณิตของลีบนปริภูมิเวก

เตอร V มีคุณสมบัติภายใตการกระทําแบบเชิงเสนคู (bilinear) ดังตอไปนี้

1. + = +          1 2 1 2x x ,y x ,y x ,y   โดยที ่ 1x , 2x  และ y  เ ปนสมาชกิ ใ นปรภิมูเิ ว กเ ตอร

V

2. =      ax,y a x,y  โดยที ่ a เ ปนสมาชกิ ใ นสนามของจํานวนจรงิ  ก  และจํานวนเ ชงิ ซอ น

ฃ
x และ y เ ปนสมาชกิ ใ นปรภิมูเิ ว กเ ตอร V
3. [ ] [ ]= −x,y y,x   สําหรับทุก x  และ y  เปนสมาชิกในปริภูมิเวกเตอร V  และ

4. [ ] [ ] [ ]x, y,z y, z,x z, x,y 0   + + =       โดยที่ x , y  และ z  เปนสมาชิกในปริภูมิเวกเตอร V
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คุณสมบัติขอท่ี 1 เปนคุณสมบัติในการกระจายผลรวมของสมาชิกในคอมมิวเตเตอร คุณสมบัติขอท่ี 2
เปนการจัดกลุมการคูณของสมาชิกในคอมมิวเตเตอรดวยสนามของจํานวนจริง ก  หรือจํานวน
เชิงซอน ฃ  คุณสมบัติขอท่ี 3 เปนคุณสมบัติในการสลับลําดับการคูณของสมาชิกในคอมมิวเตเตอร 
และคุณสมบัติขอท่ี 4 เปนเงื่อนไขบังคับเรียกวาเอกลักษณแบบยาโคบิ
        พีชคณิตของลีแบงเปน 2 กลุม [13,14,15] ไดแก พีชคณิตของลีแบบฉบับมี 4 กลุม
ยอยคือ su(n+1) sp(2n) so(2n+1) และ so(2n) สวนพีชคณิตอีกแบบหนึ่งคือ พีชคณิตของลีแบบ
เฉพาะมี 5 กลุมยอยคือ 2G  4F  6E  7E  และ 8E  พีชคณิตของลีนิยามไดในเทอมของเมทริกซโดย
การกําหนดให a be ,{ }  โดยที่ ≤ < ≤1 a b n  เปนเซตของฐานหลักมาตรฐานบนปริภูมิเวกเตอร V

a,be  เปนเมทริกซขนาด ×n n  ท่ีมีองคประกอบในแถวที่ a  และหลักท่ี b  เปน 1 สวนองคประกอบที่

เหลือมีคาเปนศูนย

                                        =a,be       

กฎการคูณสําหรับ ,a be  คือ

                                                ,a be e

ตัวอยาง เชน ในปริภูมิเวกเตอร 2 มิติ ก

                                          2,1

0
e

1


= 


จะไดวา

                                     2,1 1,2

0
e e

1


= 


เมทริกซมีความสัมพันธของคอมมิวเตเ

                                             

 a ,be ,e

กําหนดฐานหลักตามสมการ (2-14) คว

                

2,1 1,2

0 0
e ,e ,

1 0

0 0
0 1

  
  =    

  

  
= −  
  

ี่
1 ในแถวที ่ a  และหลกั ท

                                                                  (2-12)

= δ, , ,c d a d b ce                                               (2-13)

ําหนดใหฐานหลัก

0
0




 และ 1,2

0 1
e

0 0
 

=  
 

                              (2-14)

2,2

0 0 1 0 0
e

0 0 0 0 1
   

= =   
   

                          (2-15)

ตอร [14] ดังนี้

δ δ

 = −

= −

c ,d a ,b c ,d c ,d a ,b

a ,d b,c c ,b a ,d

e e e e

e e
                                 (2-16)

ามสัมพันธตามสมการ (2-16) จะได

2,2 1,1

0 1 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0

1 0
e e

0 0

      
= −      

      


= −



          (2-17)

b
0 นอกแถวที่ a และหลักท่ี b
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สําหรับเมทริกซเอกลักษณ = ∑ i ,i
i

I e ซ่ึงมีองคประกอบในแนวทแยงเปน 1 ท้ังหมดจะมีคอมมิวเต

เตอร (commutator) เปนศูนยกับทุกๆเมทริกซฐานหลัก

2.2  พีชคณิตของลีแบบฉบับ (Classical Lie algebras)

       2.2.1  พีชคณิตของลีแบบยูนิแทรีพิเศษ su(n+1) หรือ nA
su(n+1) ประกอบดวยเมทริกซฐานหลัก a ,be โดย ≠a b และพีชคณิตคารตังยอย 

i i,ih eλ=∑  ภายใตเง่ือนไขบังคับ i 0λ =∑  จํานวนเมทริกซของตัวกําเนิดของ su(n+1) มีท้ังหมด n
(n+2) ตัว ความสัมพันธของคอมมิวเตเตอรระหวาง h และ a ,be เปนดังนี้ [11,14,15]

                                  

a ,b i i ,i a ,b
i

i i ,i a ,b
i

i i ,b i ,a i a ,i b ,i
i

a b a ,b

a b a ,b

a b a ,b

h,e e ,e

e ,e

( e e )

( )e

( )e ; a b
( )e ; a b

λ

λ

λ δ λ δ

λ λ

λ λ
λ λ

   =    

 =  

= −

= −

+ − <
= − − >

∑

∑

∑                               (2-18)

a ,be  เปนเวกเตอรรากและ λ λ−a b  เปนรากฐานหลักของปริภูมิรากของ nA

ถา α i  ไมเปนผลรวมเชิงเสนของ α j แลว α i  เปนรากพื้นฐานอยางงายกําหนด ให
เปนตามนี้

                                               1 1 2(h)α λ λ= −
                                                α λ λ= −2 2 3(h)

                                                         M
                                                   α λ λ− − −= −n 2 n 2 n 1(h)

                                                  α λ λ− −= −n 1 n 1 n(h)               (2-19)

สมการ (2-19) เขียนกลับในรูปเมทริกซของตัวดําเนินการไดตามนี้

                                                      
1 1,1 2,2h e eα = −
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2 2,2 3,3h e eα = −

                                                       M
                                               

n 2 n 2,n 2 n 1,n 1h e eα − − − − −= −

                                               
n 1 n 1,n 1 n,nh e eα − − −= −               (2-20)

จากตัวดําเนินการคารตัง

                                                     
i i ,i i 1,i 1h e eα + += −

 
            (2-21)

จะใหรูปแบบคิลลิง (Killing form) ระหวาง 
i

hα และ i
hα ตามนี้

          
i j i j i , j i , j 1 i 1, j i 1, j 1(h ,h ) , ( )α α α α δ δ δ δ+ + + +≡ = − − +                 (2-22)

สมการ (2-22) เมื่อพิจารณาคา i  และ j  จะไดวา

i j, 2 ; i jα α = =

                                            
i j, 1 ; j i 1α α = − = ±                (2-23)

i j, 0 ; j i 1α α = ≠ ±

รูปแบบคิลลิงของผลคูณภายในระหวางราก iα  และ jα  i j,α α  นําไปสูการสรางเมทริกซคารตัง 

A  ซ่ึงเปนเมทริกซขนาด n n×  โดย n  เปนแรงค (rank) ของพีชคณิตของลี สมาชิกในแถว i
หลัก j  ของ A  คํานวณไดจาก

                                           
α α

α α
=

i j
i , j

j j

,
A 2

,
                  (2-24)

โดยที่ =i, j 1,2,...,n

ตัวอยางเมทริกซคารตัง (Cartan matrix) สําหรับ su(3)≡ 2A
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1 1 1 2

1 1 2 21,1 1,2
2

2,1 2,2 2 1 2 2

1 1 2 2

, ,
2 2

, ,A A
A

A A , ,
2 2

, ,

2 1
1 2

α α α α
α α α α

α α α α
α α α α

 
 

   = =      
 
 

− 
=  − 

เมทริกซคารตังและแผนภาพดินกิน (Dynkin diagram) สําหรับ su(n+1) หรือ nA  ใดๆเปนดังนี้

      เมทริกซคารตัง                         

2 1 0 . . .
1 2 1 . . .

0 1 2 . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .

. . . 2 1 0

. . . 1 2 1

. . . 0 1 2

− 
 − − 
 −
 
 
 
 
 
 −
 

− − 
  − 

            แผนภาพดินกิน

           2.2.2  พีชคณิตของลีแบบซิมเพลคติก sp(2n) หรือ nC

พีชคณิตแบบซิมเพลคติกประกอบไปดวยเมทริกซ A  ขนาด 2n×2n จํานวนเมทริกซ

ของตัวกําเนิดของ sp(2n) มีท้ังหมด n(2n 1)+  ตัว มีเง่ือนไขบังคับวา tA JAJ=  โดย J  เปนเมท

ริกซขนาด 2n×2n เปนดังนี้

                                                    

0 I
J

I 0
 

=  − 
          (2-25)

สมมุติใหเมทริกซ A  เปนดังนี้

                                                             (2-26)

จะไดวา

αnα −n 1α2α1

=A 1 2

3 4

A A
A A

 
 
 

j

k

j n+

k n+
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                                                     4 3

2 1

A A
JAJ

A A
− 

=  − 
           (2-27)

ภายใตเง่ือนไขบังคับ tA JAJ=  จะใหผลวา

                                       
1 2

t t
4 2A A , A A= − =  และ 

3

t
3A A=          (2-28)

จากเงื่อนไข (2-28) เมทริกซฐานหลักท่ีสอดคลองกับพีชคณิตแบบซิมเพลคติก คือ

                                         
t

1 4

1
j ,k j ,k k n,j n

A A

e e e ; j,k n+ +

= −

= − ≤
1 44 2 4 3

                                    
t

2 2

2
j ,k j ,k n k n,j

A A

e e e ; j k ; j,k n+ +

=

= + ≤ ≤
1 44 2 4 3

                                         
t

3 3

3
j ,k j n,k k ,j n

A A

e e e ; j k ; j,k n+ +

=

= + ≤ ≤
1 44 2 4 3

                    (2-29)

พีชคณิตคารตังยอยของพีชคณิตแบบซิมเพลคติกคือ i i i i ,i
i i

h h eλ λ= =∑ ∑ คอมมิวเตเตอรระหวาง h

และ j ,kel  โดย 1,2,3=l  จะใหผลตามนี้

                                       λ λ  = + − ≠ 
1 1
j ,k j k j ,kh,e ( )e ; j k

                                       λ λ  = + + ≤ 
2 2
j ,k j k j ,kh,e ( )e ; j k

                                       λ λ  = − + ≤ 
3 3
j ,k j k j ,kh,e ( )e ; j k                   (2-30)

รากพื้นฐาน (simple roots) ของพีชคณิตนี้คือ

                                                       α λ λ= −1 1 2(h)
                                                 α λ λ= −2 2 3(h)
                                                           M

                                                    n 1 n 1 n(h)α λ λ− −= −

                                                      n n(h) 2α λ=                   (2-31)

ในเทอมของเมทริกซจะเปน

                                                 
i i ,i i 1,i 1h e e ; i nα + += − <             (2-32)

                                                          
n n,nh eα =                                             (2-33)
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ผลคูณสเกลารของรากพื้นฐานเปนตามนี้

                                   i j i , j i , j 1 i 1,j i 1, j 1, ( ) ; i , j nα α δ δ δ δ+ + + += − − + ≠

                                            i n i ,n i 1,n, ( ) ; i nα α δ δ += − ≠                                (2-34)

สมการ (2-34) เมื่อพิจารณาคา i j  และn  จะไดวา

i j, 2 ; i jα α = =

i j, 1 ; j i 1 , i 1,...,n 1 , n 2α α = − = ± = − ≥

i j, 0 ; j i 1 , i 1,...,nα α = ≠ ± =

                                       
i n, 2 ; i n 1 , n 2α α = − = − ≥         (2-35)

จะใหเมทริกซคารตังและแผนภาพดินกินของ nC  เปนตามนี้

       เมทริกซคารตัง                            

2 1 0 . . .
1 2 1 . . .

0 1 2 . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .

. . . 2 1 0

. . . 1 2 1

. . . 0 2 2

− 
 − − 
 −
 
 
 
 
 
 −
 

− − 
  − 

        แผนภาพดินกิน

           2.2.3  พีชคณิตของลีแบบออรธอกอนอลพิเศษ
พีชคณิตของลีแบบออรธอกอนอลมีคุณสมบัติ tA A I=  และ + =tA A 0  จะให

ผลวาเมทริกซมีองคประกอบเฉพาะนอกแถวทแยง การหาซับพีชคณิตของคารตัง h  จึงไมเหมือนกับ

αnα −n 1α2α1
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กรณีของ su(n+1) และ sp(2n) ท่ีเปนเมทริกซแนวทแยง การหลีกเลี่ยงปญหาดังกลาวสามารถทํา
ไดโดยแปลงเมทริกซ A  ใหเปนเมทริกซในแนวทแยงดวยเมทริกซยูนิแทรี U  ดังนี้

                                                       †B U AU=           (2-36)

ให tK U U=  จากเงื่อนไขบังคับ + =tA A 0  จะใหผลวา

                                                 tKB B K 0+ =                     (2-37)

หรืออีกนัยหนึ่ง

                                                  t 1B KBK−= −                                          (2-38)

พีชคณิตของลีแบบออรธอกอนอลแบงออกไดเปน 2 กรณีตามมิติของเมทริกซ A

2.2.3.1  ในกรณีท่ีมิติเปน 2n พีชคณิตแบบออรธอกอนอล so(2n) หรือ nD  มีจํานวนเมท

ริกซของตัวกําเนิดของ so(2n)  ท้ังหมด n(2n-1) ตัว

                  กรณีนี้กําหนดใหเมทริกซ U  เปนดังนี้  

                                               n n

n n

i i1U
I I2

− 
=  − − 

          (2-39)

ซ่ึงใหเมทริกซ K  ตามนี้

                                                    n n

n n

0 I
K

I 0
 

=  
 

                     (2-40)

สมมุติใหเมทริกซ B  เปน

                                                            
             (2-41)

จะไดวา

                                                     
                                                                      (2-
42)

จากเงื่อนไขบังคับ t 1B KBK KBK−= − = −  จะไดวา

j n+
=B 1 2

3 4

B B
B B
 
 
 

j

k k n+

=tB
t t
1 3
t t
2 4

B B
B B

 
  
 

k

j

k n+

j n+
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                  4 3t

2 1

B B
B

B B
− − 

=  − − 
                                       (2-

43)

เมื่อเปรียบเทียบสมการ (2-42) กับสมการ (2-43) จะไดเง่ือนไขวา

                                      t t
1 4 2 2B B , B B= − = −  และ t

3 3B B= −           (2-44)

เมทริกซฐานหลักท่ีเปนไปตามเงื่อนไข (2-44) คือ

                                              
t

1 4

1
j ,k j ,k k n,j n

B B

e e e + +

= −

= −
1 44 2 4 3

                                          
t

2 2

2
j ,k j ,k n k n,j

B B

e e e ; j k+ +

= −

= − <
1 44 2 4 3

      

                                          
t

3 3

3
j ,k j n,k k , j n

B B

e e e ; j k+ +

=

= − <
1 44 2 4 3

                                   (2-45)

พีชคณิตคารตังยอย i i i i ,i
i i

h h eλ λ= =∑ ∑ จะใหคอมมิวเตเตอรระหวาง h และ j ,kel  โดยที่ 

1,2,3=l  เปนตามนี้

                                        λ λ  = + − ≠ 
1 1
j ,k j k j ,kh,e ( )e ; j k

                                        λ λ  = + + < 
2 2
j ,k j k j ,kh,e ( )e ; j k                (2-46)

                                        λ λ  = − + < 
3 3
j ,k j k j ,kh,e ( )e ; j k

กําหนดรากพื้นฐานเปน

                                                      α λ λ= −1 1 2(h)

                                                     α λ λ= −2 2 3(h)
                                                         M

                                                   n 1 n 1 n(h)α λ λ− −= −

                                                n n 1 n(h)α λ λ−= +                                 (2-47)

สมการ (2-47) เขียนกลับไปในรูปเมทริกซไดตามนี้

                                        
i i ,i i 1,i 1h e e ; i 1,..,n 1α + += − = −    

                                                                              (2-48)
                                             

n n 1,n 1 n,nh e eα − −= +    
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ผลคูณสเกลารของรากพื้นฐานเปนดังนี้

                                i j i , j i , j 1 i 1,j i 1, j 1, ( ) ; i , j nα α δ δ δ δ+ + + += − − + <

        (2-49)
    i n i ,n 1 i ,n i 1,n 1 i 1,n, ( ) ; i nα α δ δ δ δ− + − += + − − <

สมการ (2-49) เมื่อพิจารณาคา i j  และ n  จะไดวา

i j, 2 ; i jα α = =

i j i j, 1 , , 0 ; j i 1α α α α= − = ≠ ±

                                                          i n, 0 ; i n-1 , n 3α α = = ≥

i n, 1 ; i n 2 , n 3α α = − = − ≥

                                         i n 1, 1 ; i n 2 , n 3α α − = − = − ≥          (2-
50)

พีชคณิตแบบออรธอกอนอล so(2n)≡ nD  จะมีเมทริกซคารตังและแผนภาพดินกินสําหรับจํานวน n
ใดๆตามนี้

       เมทริกซคารตัง         

2 1 0 . . .
1 2 1 . . .

0 1 . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . 2 1 0 0

. . 1 2 1 1

. . 0 1 2 0

. . 0 1 0 2

− 
 − − 
 −
 
 
 
 

− 
 − − −
 

− 
  − 

   แผนภาพดินกิน

           2.2.3.2  ในกรณีท่ีมิติเปน 2n+1 พีชคณิตแบบออรธอกอนอล so(2n+1) หรือ nB  มีจํานวน

เมทริกซของตัวกําเนิดของ so(2n+1) ท้ังหมด n(2n+1) ตัว
                    กรณีนี้กําหนดใหเมทริกซ U  เปนดังนี้

α −n 1

α −n 2 αn
α2α1
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                                        n n

n n

2 0 0
1U 0 i i
2

0 1 1

 
 

= − 
 − − 

                    (2-51)

ซ่ึงใหเมทริกซ K  ตามนี้

                                                  n n

n n

1 0 0
K 0 0 I

0 I 0

 
 =  
 
 

           (2-52)

กําหนดใหเมทริกซ B  มีรูปแบบตามนี้

                                             
1 1 2

1 1 2

2 3 4

b c c
B d B B

d B B

 
 =  
 
 

           (2-53)

จากเงื่อนไข −= − 1B KBK  จะไดวา

                                       = = − t
1 1 2b 0 , c d  และ = − t

2 1c d            (2-54)

และ

                                     = − = −t t
4 1 2 2B B , B B  และ = − t

3 3B B            (2-55)

สมการ (2-54) เปนเงื่อนไขเพิ่มเติมจากมิติท่ีเปนคูซ่ึงใหเมทริกซดังนี้

                       
t

1 2

4
j 0 ,k 0 ,j n

c d

e e e +

=−

= −
1 4 2 4 3

  และ  
t

1 2

5
j 0 ,k n 0 ,j

c d

e e e+

=−

= −
1 4 2 4 3

 โดยที่ 1 j n≤ ≤                 (2-56)

คอมมิวเตเตอรระหวาง h และ jel  โดยที่ 4,5=l  เปนตามนี้

                                            λ λ   = − = +   
4 4 5 5
j j j j j jh,e e , h,e e                    (2-57)

กําหนดรากพื้นฐานเปน

                                                α λ λ= −1 1 2(h)

                                                    α λ λ= −2 2 3(h)
                                                         M

                                                  n 1 n 1 n(h)α λ λ− −= −

                                                    n n(h)α λ=                         (2-
55)
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เขียนกลับในรูปแบบของเมทริกซจะไดวา

                                        
i i ,i i 1,i 1h e e , i 1,...,n 1α + += − = −                              (2-56)

                                                   
n n,nh eα =                                                (2-57)

รูปแบบคิลลิงใหผลคูณสเกลารระหวางรากพื้นฐานตามนี้

                            i j i , j i , j 1 i 1,j i 1, j 1, ( ) ; i , j nα α δ δ δ δ+ + + += − − + <

                                      i n i ,j i 1,n, ( ) ; i nα α δ δ += − <

สมการ (2-57) เมื่อพิจารณาคา i j  และ n  จะไดวา

i j, 2 ; i j 1,...,nα α = = =

i j, 1 ; j i 1 , i 1,...,n 2,nα α = − = ± = −

i j, 0 ; j i 1α α = ≠ ±

                                            i n 1, 2 ; i n , n 2α α − = − = ≥                        (2-
58)

พีชคณิตแบบออรธอกอนอล so(2n+1) ≡ nB  มีเมทริกซคารตังและแผนภาพดิลกินสําหรับจํานวน n
ใดๆเปนตามนี้

     เมทริกซคารตัง         

− 
 − − 
 −
 
 
 
 
 
 −
 

− − 
  − 

2 1 0 . . .
1 2 1 . . .

0 1 . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .

. . . 2 1 0

. . . 1 2 2

. . . 0 1 2

    แผนภาพดินกิน

αnα −n 1α2α1
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สังเกตวาพีชคณิต nB  และ nC  มีความคลายคลึงกัน ในเมทริกซคารตังสมาชิกของเมทริกซแตก 
ตางกันเฉพาะในสวนนอกแถวทแยงตัวสุดทาย ในสวนของแผนภาพดินกินจากวงกลมโปรงเปนวง
กลมทึบ

การคํานวณเมทริกซคารตังของพีชคณิตตามที่ไดกลาวมาแลวนั้น สรุปไดวาเมท
ริกซคารตังเปนเมทริกซจัตุรัสที่มีสมาชิก i , jA  ตามนี้ [13,15]

     1) i , jA  เปนจํานวนเต็ม ไดแก 3, 1,0− −  และ 2

     2) i , jA  เทากับ 2  ในทุกๆตําแหนงของแนวทแยงในเมทริกซ

     3) i , jA  มีคานอยกวา 0  เฉพาะนอกแถวทแยง

     4) i , jA  มีคาเทากับ 0  เมื่อ j ,iA  มีคาเทากับ 0

แผนภาพดินเปนแผนภาพแสดงความสัมพันธระหวางรากพื้นฐานซึ่งมีหลักในการเขียนดังนี้

- ถามุมระหวางคูของรากพื้นฐานใดๆเทากับ 90 องศา ใหเขียนแผนภาพโดยไมใชเสนเชื่อม
ระหวางรากพื้นฐานคูนั้น

- ถามุมระหวางคูของรากพื้นฐานใดๆเทากับ 120 องศา ใหเขียนแผนภาพโดยใชเสนตรงเชื่อม
ระหวางรากพื้นฐานคูนั้น

- ถามุมระหวางคูของรากพื้นฐานใดๆเทากับ 135 องศา ใหเขียนแผนภาพโดยใชเสนตรงสองเสน
เชื่อมระหวางรากพื้นฐานคูนั้น

- ถามุมระหวางคูของรากพื้นฐานใดๆเทากับ 150 องศา ใหเขียนแผนภาพโดยใชเสนตรงสามเสน
เชื่อมระหวางรากพื้นฐานคูนั้น

- ถารากพื้นฐานมีขนาดสั้นจะแทนดวยวงกลมทึบ สําหรับรากพื้นฐานที่มีขนาดยาวกวาจะแทน
ดวยวงกลมโปรง

α1 α2

α1 α2

α1 α2

α1 α2

α1 α2


