
 15

บทที่ 3 

 ตัวดําเนินการโคสแตนทสําหรับโคเชียนของพีชคณิต su(5)/(su(4)×u(1)) 
 

 
กอนท่ีจะทําการวิเคราะหสรางตัวดําเนินการโคสแตนทสําหรับปริภูมิโคเชียนของพีชคณิต 

su(5)/(su(4)×u(1)) จําเปนท่ีจะตองทราบตัวดําเนินการและตัวแทนปริภูมิเวกเตอรสถานะของ su(5)  

พีชคณิต su(5) ประกอบดวยตัวดําเนินการหมุนระนาบที่จะมีไดท้ังหมดที่ทําใหขนาดของ
เวกเตอรตําแหนงในปริภูมิของจํานวนเชิงซอน 5 มิติไมเปลี่ยนแปลง 

 
2 2 2 2 2
1 2 3 4 5z z z z z const.+ + + + =  

 
 จากเมทริกซของคารตังของพีชคณิต su(5)  
 
 

                                             

2 1 0 0
1 2 1 0

A
0 1 2 1
0 0 1 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜=
⎜

⎟
⎟− −

⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

                                             (3-1) 

 
 
รากมูลฐานในฐานหลักโอเมกาอานไดจากแตละแถวของเมทริกซ 
 
 
                                            1 1 2 1ˆ ˆ ˆ ˆ2 e 2eα ω ω= − = −

G          
 
                                            2 1 2 3 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 e 3eα ω ω ω= − + − = −

G                                           (3-2)                         
     
                                            3 2 3 4 3ˆ ˆ ˆ ˆ2 e 4êα ω ω ω= − + − = −

G           
 
                                            4 3 4 4ˆ ˆ ˆ ˆ2 e e5α ω ω= − + = −

G                  
        
 
คอลัมนสุดทายแสดงรากมูลฐานในฐานหลักของออรธอนอรมอล ความสัมพันธระหวางรากมูลฐานเปนตาม
แผนภาพดินกินดังน้ี 
 

3 3ˆ ˆe e4α = − 
 
                                                                                                              
 

4 4 5ˆ ˆe eα = −  2 2ˆ ˆ 3e eα = −

1 1ˆ ˆe e2α = −
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นอกจากรากมูลฐานทั้งสี่แลว ยังมีรากที่ไดจากการรวมกันของรากมูลฐานดังน้ี 
 
 
                                            5 1 2 1ˆ ˆe e3α α α= + = −

G G G  
 

                                            6 2 3 2ˆ ˆe e4α α α= + = −
G G G                                               

 
                                            7 1 2 3 1ˆ ˆe e4α α α α= + + = −

G G G G    
 
                                            8 3 4 3ˆ ˆe e5α α α= + = −

G G G  
 
                                            9 2 3 4 2ˆ ˆe e5α α α α= + + = −

G G G G  
 
                                            10 1 2 3 3 1 5ˆ ˆe eα α α α α= + + + = −

G G G G G                                     (3-3) 
 
 
ความสัมพันธระหวางฐานหลักโอเมกาและฐานหลักของออรธอนอรมอลเปน ดังน้ี 
 
 

                                             (1 1 2 3 4 5
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ )ˆ4e e e e e
5

ω = − − − −                                         (3-4) 

 

                                             (2 1 2 3 4
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3e 3e 2e 2e 2e
5

ω = + − − − )5                                 (3-5) 

 

                                             (3 1 2 3 4
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2e 2e 2e 3e 3e
5

ω = + + − − )5ˆ                                (3-6) 

 

                                             ( )4 1 2 3 4 5
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆe e e e 4e
5

ω = + + + −                                       (3-7) 

 
 

สมมุติให  เปนตัวแทนปริภูมิเวกเตอรสถานะของ su(5) เม่ือตัวดําเนินการคารตัง Λ

1 1 2 2 3 3 4 4ˆ ˆ ˆH H H H H ˆω ω ω= + + + ω
G  กระทําตอ Λ  จะใหผลดังน้ี 

 
                                             1 2 3 4H (a ,a ,a ,a )Λ Λ=

G
 

 
เรียก  วาเลขกําหนดของดินกินซึ่งเปนจํานวนเต็มท่ีมากกวาหรือเทากับศูนย  1,2,3,4a

นํา  คูณกับสมการ (3-4) จะได 1a
 

                                              (11 1 1 2 3 4 5
aˆ ˆ ˆ ˆ ˆa 4e e e e
5

ω = − − − − )ê                                    (3-8) 
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นํา  คูณกับสมการ (3-5) จะได 2a
 

                                              ( )2
2 2 1 2 3 4 5

aˆ ˆ ˆ ˆ ˆa 3e 3e 2e 2e 2e
5

ω = + − − − ˆ                            (3-9) 

 
นํา  คูณกับสมการ (3-6) จะได 3a
 

                                              ( )3
3 3 1 2 3 4 5

aˆ ˆ ˆ ˆ ˆa 2e 2e 2e 3e
5

ω = + + − − ˆ3e                          (3-10) 

 
นํา 4a  คูณกับสมการ (3-6) จะได 
 

                                               (4 )4 4 1 2 3 4
aˆ ˆ ˆ ˆ ˆa e e e e
5

ω = + + + − 5ˆ4e                               (3-11) 

 
จากผลรวมของสมการ (3-8) (3-9) (3-10) และ (3-11) จะไดความสัมพันธของตัวแทนปริภูมิเวกเตอรสถานะ
ในฐานหลักของโอเมกากับฐานหลักของออรธอนอรมัล ดังน้ี 
 

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

basis
orthonormal basis

1 2 3 4 1 2 3 4

orthonormal basis

1 1 1(a ,a ,a ,a ) ( (4a 3a 2a a ), ( a 3a 2a a ), ( a 2a 2a a ),
5 5 5

1 1( ( a 2a 3a a ),( ( a 2a 3a 4a )))
5 5

ω−

≡ + + + − + + + − − + +

− − − + − − − −

���	��
 ���������������	��������������


�������� 	��� ����������


(3-12)                       

 
เทอมดานขวาของสมการ (3-10) ในฐานหลักของออรธอนอรมอลจะได  
 

                                  1 1 2 3
1b (4a 3a 2a a
5

= + + + 4 )  

 

                                  2 1 2 3
1b ( a 3a 2a a
5

= − + + + 4 )        
                                        
                                                 3 1 2 3

1b ( a 2a 2a a
5

= − − + + 4 )                                       (3-13) 
 

                                                 4 1 2 3 4
1b ( a 2a 3a a
5

= − − − + )  

 

                                                 5 1 2 3
1b ( a 2a 3a 4a
5

= − − − − 4 )  

 
เงื่อนไขบังคับสําหรับ  คือ 1,2,3,4,5b 1 2 3 4 5b b b b b 0+ + + + =  
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สมการ (3-13) ใหตัวดําเนินการคารตังในฐานหลักออรธอนอรมอล h 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5ˆ ˆ ˆ ˆ ˆh e h e h e h e h e= + + + +  ใน
เทอมของตัวดําเนินการคารตังในฐานหลักโอเมกา HG  ดังน้ี 
 

                                1 1 2 3
1h (4H 3H 2H H )
5

= + + + 4                                                   (3-14) 

                                2 1 2 3
1

4( H 3H 2H H )
5

= − + + +h                                                 (3-

15)                                             

                                3 1 2 3
1

4( H 2H 2H H )
5

= − − + +h                                                  (3-

16)                               

                                4 1 2 3
1

4H 2H 3H H )
5

= − − − +h (                                                 (3-

17) 

                                5 1 2 3
1

4H 2H 3H 4H )
5

= − − − −

2

h (                                               (3-18) 
 
ในทางกลับกัน 
 
                                               1 1H h h= −                                                              (3-19) 
 
                                               2 2H h h3= −                                                              (3-20) 
 
                                               3 3H h h4= −                                                              (3-21) 

 
                                               4 4H h h5= −                                                              (3-22) 
 

เพ่ือสรางตัวดําเนินการหมุนของ su(5) กําหนดใหตัวออสซิลเลเตอร † †
i ir ,r  และ † †

j js , s  
โดยท่ี  และ i 1,2,3,4,5= j 1,2,...,10=  กระทําตอสถานะสุญญากาศสอดคลองกับเวกเตอรในตัวแทน
ปริภูมิ  และ ดังแผนภาพ 3.1 และ 3.2 สวนตัวแทนปริภูมิ  และ 

 ไดจากการคูณ -1 และกลับทิศของลูกศรในแผนภาพของตัวแทนปริภูมิ (0 และ 
 ตามลําดับ 

(1,0,0,0) (0,1,0,0) (0,0,1,0)

(0,0,0,1) ,1,0,0)

(1,0,0,0)
 

 
 
 
 
 
 
 
 †

5(0,0,0, 1) r 0− ∼

†
4(0,0, 1,1) r 0− ∼

†
3(0, 1,1,0) r 0− ∼

†
2( 1,1,0,0) r 0− ∼

†
1(1,0,0,0) r 0∼
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ภาพประกอบ 3.1 แสดงเวกเตอรตัวแทนปริภูมิเวกเตอร  (1,0,0,0)
 †

1(0,1,0,0) s 0∼

†
9(0, 1,1, 1) s 0− − ∼

†
7(0, 1,0,1) s 0− ∼

†
10(0,0, 1,0) s 0− ∼

†
8( 1,1,0, 1) s 0− − ∼  

†
5( 1,1, 1,1) s 0− − ∼

†
3( 1,0,1,0) s 0− ∼

†
6(1,0,0, 1) s 0− ∼  

†
4(1,0, 1,1) s 0− ∼  

†
2(1, 1,1,0) s 0− ∼

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 3.2 แสดงเวกเตอรตัวแทนปริภูมิเวกเตอร  (0,1,0,0)
 
3.1  ตัวดําเนินการของพีชคณิต su(5) 
 

พีชคณิต su(5) ประกอบไปดวยตัวดําเนินการหมุนท้ังหมด 24 ตัว ตัวดําเนินการลดระดับ
สถานะและเพิ่มระดับสถานะสําหรับรากทั้งหมดอานจากแผนภาพ 3.1, 3.2 และรวมเทอมที่เปนคอนจูเกดของ
ตัวแทนปริภูมิดังกลาว เปนดังน้ี 

 
   1. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = + + + + + + +1 1 2 2 3 4 5 6 8 2 1 3 2 5 4 8 6  
 
  2. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = + + + + + + +1 2 1 3 2 5 4 8 6 1 2 2 3 4 5 6 8  
 
   3. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = + + + + + + +2 2 3 1 2 5 7 8 9 3 2 2 1 7 5 9 8  
 
   4. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = + + + + + + +2 3 2 2 1 7 5 9 8 2 3 1 2 5 7 8 9  
 
   5. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = − + + − + − −3 1 3 1 3 4 7 6 9 3 1 3 1 7 4 9 6  
 
   6. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = − + + − + − −3 3 1 3 1 7 4 9 6 1 3 1 3 4 7 6 9  
 
   7. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = + + + + + + +4 3 4 2 4 3 5 9 10 4 3 4 2 5 3 10 9  
 
   8. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = + + + + + + +4 4 3 4 2 5 3 10 9 3 4 2 4 3 5 9 10  
 
   9. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = + − + − − + −5 2 4 1 4 3 7 8 10 4 2 4 1 7 3 10 8  
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                10. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = + − + − − + −5 4 2 4 1 7 3 10 8 2 4 1 4 3 7 8 10  

 
                   11. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = − − + − + + −6 1 4 1 5 2 7 6 10 4 1 5 1 7 2 10 6  

 
                   12. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = − − + − + + −6 4 1 5 1 7 2 10 6 1 4 1 5 2 7 6 10  
 
                   13. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = + + + + + + +7 4 5 4 6 5 8 7 9 5 4 6 4 8 5 9 7  

 
                   14. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = + + + + + + +7 5 4 6 4 8 5 9 7 4 5 4 6 5 8 7 9  

 
                   15. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = + + − − − − +8 3 5 2 6 3 8 7 10 5 3 6 2 8 3 10 7  

 
                   16. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = + + − − − − +8 5 3 6 2 8 3 10 7 3 5 2 6 3 8 7 10  

 
                   17. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = + − − − − − +9 2 5 1 6 3 9 5 10 5 2 6 1 9 3 10 5  

 
                   18. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = + − − − − − +9 5 2 6 1 9 3 10 5 2 5 1 6 3 9 5 10  

 
                   19. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = − − − − + + +10 1 5 1 8 2 9 4 10 5 1 8 1 9 2 10 4  

 
                   20. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = − − − − + + +10 5 1 8 1 9 2 10 4 1 5 1 8 2 9 4 10             (3-23) 

 
 
สําหรับตัวดําเนินการคารตังพีชคณิตยอยนิยามจากคอมมิวเตเตอร ดังน้ี 

 
 

† † † † † † † †

† † † † † † † †

H T ,T r r r r s s s s s s s s s s s s

r r r r s s s s s s s s s s s s

+ −≡ ⎡ ⎤ = − + − + − + −⎣ ⎦
− + − + − + − +

1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 8 8

1 1 2 2 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 8 8

 

 
 

† † † † † † † †

† † † † † † † †

H T ,T r r r r s s s s s s s s s s s s

r r r r s s s s s s s s s s s s

+ −≡ ⎡ ⎤ = − + − + − + −⎣ ⎦
− + − + − + − +

2 2 2 2 2 3 3 1 1 2 2 5 5 7 7 8 8 9 9

2 2 3 3 1 1 2 2 5 5 7 7 8 8 9 9

 

 
 

† † † † † † † †

† † † † † † † †

H T ,T r r r r s s s s s s s s s s s s

r r r r s s s s s s s s s s s s

+ −≡ ⎡ ⎤ = − + − + − + −⎣ ⎦
− + − + − + − +

3 4 4 3 3 4 4 2 2 4 4 3 3 5 5 9 9 10 10

3 3 4 4 2 2 4 4 3 3 5 5 9 9 10 10
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† † † † † † † †

† † † † † † † †

H T ,T r r r r s s s s s s s s s s s s

r r r r s s s s s s s s s s s s

+ −≡ ⎡ ⎤ = − + − + − + −⎣ ⎦
− + − + − + − +

4 7 7 4 4 5 5 4 4 6 6 5 5 8 8 7 7 9 9

4 4 5 5 4 4 6 6 5 5 8 8 7 7 9 9

        (3-

24) 
 
 
คอมมิวเตเตอรระหวาง 1 1 2 2 3 3 4ˆ ˆ ˆH H H H H 4ˆω ω ω= + + + ω

G
 กับตัวดําเนินการเพิ่มและลดสถานะใหผล

เปน ดังน้ี 
 
                                 1) 1 1 2 1ˆ ˆH,T (2 )T Tω ω α1 1

± ±⎡ ⎤ = ± − = ±⎣ ⎦
±

G G                     

           
 
                                 2) 2 1 2 3 2ˆ ˆ ˆH,T ( 2 )T Tω ω ω α2 2

± ± ±⎡ ⎤ = ± − + − = ±⎣ ⎦
G G         

                
 
                        3) 3 1 2 3 3 1 2 3ˆ ˆ ˆH,T ( )T ( )Tω ω ω α α± ±⎡ ⎤ = ± + − = ± +⎣ ⎦

±
G G G                         

                    
 
                       4) 4 2 3 4 4 3ˆ ˆ ˆH,T ( 2 )T ( )Tω ω ω α 4

± ± ±⎡ ⎤ = ± − + − = ±⎣ ⎦
G G         

 
 
                             5) 5 1 2 3 4 5 2 3ˆ ˆ ˆ ˆH,T ( )T ( )Tω ω ω ω α α 5

± ± ±⎡ ⎤ = ± − + + − = ± +⎣ ⎦
G G G          

                               
 
                                 6) 6 1 3 4 6 1 2 3 6ˆ ˆ ˆH,T ( )T ( )Tω ω ω α α α± ± ±⎡ ⎤ = ± + − = ± + +⎣ ⎦

G G G G         

 
 
                                 7) 7 3 4 7 4 7ˆ ˆH,T ( 2 )T ( )Tω ω α± ± ±⎡ ⎤ = ± − + = ±⎣ ⎦

G G    

      
 
                                 8) 8 2 3 4 8 3 4ˆ ˆ ˆH,T ( )T ( )Tω ω ω α α 8

± ± ±⎡ ⎤ = ± − + + = ± +⎣ ⎦
G G G    

      
 

                                 9) 9 1 2 4 9 2 3 4 9ˆ ˆ ˆH,T ( )T ( )Tω ω ω α α α± ± ±⎡ ⎤ = ± − + + = ± + +⎣ ⎦
G G G G      

    
 
                               10) 10 1 4 10 1 2 3 4 10ˆ ˆH,T ( )T ( )Tω ω α α α α± ± ±⎡ ⎤ = ± + = ± + + +⎣ ⎦

G G G G G         
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คอมมิวเตเตอรของตัวดําเนินการที่ไมเทากับศูนยท่ีเหลือท้ังหมดมี ดังน้ี 
 

3 3 1 2 1 3T ,T H H h h+ −⎡ ⎤ = + = −⎣ ⎦                            5 5 2 3 2 4T ,T H H h h+ −⎡ ⎤ = + = −⎣ ⎦  
 
6 6 1 2 3 1 4T ,T H H H h h+ −⎡ ⎤ = + + = −⎣ ⎦                                 8 8 3 4 3 5T ,T H H h h+ −⎡ ⎤ = + = −⎣ ⎦                                        

9 9 2 3 4 2 5T ,T H H H h h+ −⎡ ⎤ = + + = −⎣ ⎦                                 10 10 1 2 3 4 1 5T ,T H H H H h h+ −⎡ ⎤ = + + + = −⎣ ⎦                         
 

1 2 3T ,T T± ± ±⎡ ⎤ = ±⎣ ⎦                                                         1 5 6T ,T T± ±⎡ ⎤ ±= ±⎣ ⎦             
              

1 9 10T ,T T± ± ±⎡ ⎤ = ±⎣ ⎦                                                        2 3 1T ,T T±⎡ ⎤ = ±⎣ ⎦
∓ ∓       

 
2 4 5T ,T T± ± ±⎡ ⎤ = ±⎣ ⎦                                                                            2 5 4T ,T T±⎡ ⎤ =⎣ ⎦

∓ ∓ ∓

∓
 

2 9 8T ,T T±⎡ ⎤ =⎣ ⎦
∓ ∓                                                        3 8 9T ,T T± ± ±⎡ ⎤ = ±⎣ ⎦  

 
4 7T ,T T± ± ±⎡ ⎤ = ±⎣ ⎦ 8                                                                                                        (3-25) 

 
 
3.2 แกมมาเมทริกซของปริภูมิโคเชียนของพีชคณิต su(5)/(su(4)×u(1)) 
 

ในการสรางตัวดําเนินการโคสแตนทบนปริภูมิโคเชียน 8 มิติ ใชแกมมาเมทริกซ 8 ตัว ซึ่ง
สรางขึ้นจากเมทริกซของเพาลีและเมทริกซเอกลักษณขนาด 2 2×  ดังน้ี 
 
                     1 1 1 1 1γ σ σ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗               2 1 1 1 2γ σ σ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗  
 
                     3 1 1 1 3γ σ σ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗               4 1 1 2 1γ σ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗

�
 

 
                     5 1 1 3 1γ σ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗

�
               6 1 2 1 1γ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗

� �
 

 
                     7 1 3 1 1γ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗

� �
                 8 2 1 1 1γ σ= ⊗ ⊗ ⊗

� � �
 

 
เพื่อใชกับตัวดําเนินการเพิ่มและลดระดับสถานะ แกมมาเมทริกซนิยามใหมเปน ดังน้ี 
 
       7 1 2 1 1 1( i )γ γ γ σ σ σ σ± ±= ± = ⊗ ⊗ ⊗  
 

       8 3 4 1 1 3 1 1 3
1 1( i ) ( 1) ( 1)
2 2

γ γ γ σ σ σ σ σ σ σ σ± + −⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡= ± = ⊗ ⊗ ⊗ ± + ⊗ ⊗ ⊗⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣⎩ ⎭
∓

� �
⎤
⎥⎦
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       9 5 6 1 3 1 3
1 1( i ) ( 1) 1 ( 1) 1
2 2

γ γ γ σ σ σ σ σ σ± + −⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡= ± = ⊗ ⊗ ± ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣⎩ ⎭
∓

� � � �
⎤
⎥⎦

 

 

       10 7 8 3 3
1 1( i ) ( 1) 1 1 ( 1) 1 1
2 2

γ γ γ σ σ σ σ± + −⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡= ± = ⊗ ± ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣⎩ ⎭
∓

� � � � � �
⎤
⎥⎦

           (3-26) 

 
คอมมิวเตเตอรระหวางคูของแกมมาเมทริกซมีผลเปน 
 
           1) 7 7 3, 1 1 1γ γ+ −⎡ ⎤ = ⊗ ⊗ ⊗⎣ ⎦ � � �

σ                      2) 8 8 3 3, 1 1γ γ σ+ −⎡ ⎤ = ⊗ ⊗ ⊗⎣ ⎦ � �
σ  

 
           3) 9 9 3 3, 1γ γ σ σ+ −⎡ ⎤ = ⊗ ⊗ ⊗⎣ ⎦ � �

1                   4) 10 10 3 3, 1 1γ γ σ σ+ −⎡ ⎤ = ⊗ ⊗ ⊗⎣ ⎦ � �
        (3-27) 

 
3.3  ตัวดําเนินการโคสแตนทสําหรับพีชคณิต su(5)/(su(4)×u(1)) 
 
  ตัวดําเนินการหมุนของพีชคณิต su(5) 24 ตัว ตามที่แสดงไวในสมการ (3-23) และ
สมการ (3-24) ประกอบดวยสวนตางๆ ดังน้ี 

        1.  ตัวดําเนินการหมุนของพีชคณิต  su(4) ประกอบดวยตัวดําเนินการ  15 ตัว ไดแก 
 

1. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = + + + + + + +1 1 2 2 3 4 5 6 8 2 1 3 2 5 4 8 6  
 

2. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = + + + + + + +1 2 1 3 2 5 4 8 6 1 2 2 3 4 5 6 8  
 

3. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = + + + + + + +2 2 3 1 2 5 7 8 9 3 2 2 1 7 5 9 8  
 

4. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = + + + + + + +2 3 2 2 1 7 5 9 8 2 3 1 2 5 7 8 9  
 

5. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = − + + − + − −3 1 3 1 3 4 7 6 9 3 1 3 1 7 4 9 6  
 

6. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = − + + − + − −3 3 1 3 1 7 4 9 6 1 3 1 3 4 7 6 9  
 

  7. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = + + + + + + +4 3 4 2 4 3 5 9 10 4 3 4 2 5 3 10 9  
 

   8. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = + + + + + + +4 4 3 4 2 5 3 10 9 3 4 2 4 3 5 9 10  
 

 9. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = + − + − − + −5 2 4 1 4 3 7 8 10 4 2 4 1 7 3 10 8  
 

10. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = + − + − − + −5 4 2 4 1 7 3 10 8 2 4 1 4 3 7 8 10  
 

11. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = − − + − + + −6 1 4 1 5 2 7 6 10 4 1 5 1 7 2 10 6  
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12. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = − − + − + + −6 4 1 5 1 7 2 10 6 1 4 1 5 2 7 6 10  
 

H † † † † † † † †

† † † † † † † †

T ,T r r r r s s s s s s s s s s s s

r r r r s s s s s s s s s s s s

+ −≡ ⎡ ⎤ = − + − + − + −⎣ ⎦
− + − + − + − +

1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 8 8

1 1 2 2 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 8 8

                          13. 
 
  
 
 
                       14.  † † † † † † † †

† † † † † † † †

H T ,T r r r r s s s s s s s s s s s s

r r r r s s s s s s s s s s s s

+ −≡ ⎡ ⎤ = − + − + − + −⎣ ⎦
− + − + − + − +

2 2 2 2 2 3 3 1 1 2 2 5 5 7 7 8 8 9 9

2 2 3 3 1 1 2 2 5 5 7 7 8 8 9 9
 
 
 
                       15.  † † † † † † † †

† † † † †s s s s−
10

4 10 10
† † †

H T ,T r r r r s s s s s s s s s s s s

r r r r s s s s s s s s

+ −≡ ⎡ ⎤ = − + − + − + −⎣ ⎦
− + − + − + +

3 4 4 3 3 4 4 2 2 4 4 3 3 5 5 9 9 10

3 3 4 4 2 2 4 3 3 5 5 9 9
                                 (3-28) 
 
 
        2.  ตัวดําเนินการหมุนของพีชคณิต u(1) มี  1 ตัว คือ 
 

                                5 1 2 3
1h ( H 2H 3H 4H
5

= − − − − 4 )                                               (3-29) 
 
        3.  ตัวดําเนินการหมุนของโคเชียน su(5)/(su(4)×u(1)) มี  8 ตัวดังน้ี 
 

   1. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = + + + + + + +7 4 5 4 6 5 8 7 9 5 4 6 4 8 5 9 7  
 

            2. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = + + + + + + +7 5 4 6 4 8 5 9 7 4 5 4 6 5 8 7 9  
 

3. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = + + − − − − +8 3 5 2 6 3 8 7 10 5 3 6 2 8 3 10 7  
 

4. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = + + − − − − +8 5 3 6 2 8 3 10 7 3 5 2 6 3 8 7 10  
 

5. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = + − − − − − +9 2 5 1 6 3 9 5 10 5 2 6 1 9 3 10 5  
 

6. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = + − − − − − +9 5 2 6 1 9 3 10 5 2 5 1 6 3 9 5 10  
 

7. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s+ = − − − − + + +10 1 5 1 8 2 9 4 10 5 1 8 1 9 2 10 4  
 

                           8. † † † † † † † †T r r s s s s s s r r s s s s s s− = − − − − + + +10 5 1 8 1 9 2 10 4 1 5 1 8 2 9 4 10                  (3-30) 
 
ตัวดําเนินการโคสแตนทของโคเชียน su(5)/(su(4)×u(1)) เขียนในรูปทั่วๆได ดังน้ี 
 
                             10

i i i i
i 7

K ( T Tγ γ+ − − +

=
= +∑ )        
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                          =          (3-31) 7 7 7 7 8 8 8 8 9 9 9 9 10 10 10 10T T T T T T T Tγ γ γ γ γ γ γ γ+ − − + + − − + + − − + + − − ++ + + + + + +
 

ตัวดําเนินการโคสแตนทท่ีสรางขึ้นกระทําบนปริภูมิเวกเตอรสถานะที่สรางจากผลคูณเทน-

เซอรระหวางตัวแทนปริภูมิเวกเตอรสถานะของสปนเนอรกับตัวแทนปริภูมิเวกเตอรสถานะของ  ซึ่ง
แทนไดดวย 

su(u)

Vλψ = ± ± ± ± ⊗   
           แกมมาเมทริกซ  กระทําตอสปนเนอรของ  ใหผลที่ไมเปนศูนยพรอมกับ
เครื่องหมาย  ดังน้ี 

7 ,8,9,10γ ± so(8)

±

 
       1)  
                       

7 1 1 1( )

, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ+ += ⊗ ⊗ ⊗

+ + + − − + + −
+ + − − − + − −
+ − + − − − + −
+ − − − − − − −

 
 
 
 
 
 
 
 
       2)  
                       

7 1 1 1( )

, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ− −= ⊗ ⊗ ⊗

+ + + + − + + +
+ + − + − + − +
+ − + + − − + +
+ − − + − − − +

 
 
 
 
       
 
 
       
 

8 1 1 3 1 1 3
1 1( 1) ( 1)
2 2

, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ σ σ σ σ+ + −⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⊗ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗ ⊗ −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

+ + − + − + + + −
+ − − + − + − + −
− + − + − − + + −
− − − + − − − + −

� �
   3)  
                       
 
 
 
                 
         
 
 
        
   4)  
                       

8 1 1 3 1 1 3
1 1( 1) ( 1)
2 2

, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ σ σ σ σ− + −⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⊗ ⊗ ⊗ − + ⊗ ⊗ ⊗ +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

− + + − − + + + +
− + − − − + − + +
− − + − − − + + +
− − − − − − − + +

� �
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        5)  
                       

9 1 3 1 3
1 1( 1) 1 ( 1) 1
2 2

, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ σ σ+ + −⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡= ⊗ ⊗ + ⊗ + ⊗ ⊗ − ⊗ ⎤
⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣⎩ ⎭

+ − + + − + + − +
+ − + − − + + − −
− − + + − − + − +
− − + − − − + − −

� � � � ⎥⎦

    
 
 
       
 
 
 
 
 
        6) 
 
                       

9 1 3 1 3
1 1( 1) 1 ( 1) 1
2 2

, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ σ σ− + −⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⊗ ⊗ − ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

− + − − + + + + +
− + − − − + + + −
− − − − + − + + +
− − − − − − + + −

� � � �

 
 
 
 
 
 
 
 

10 3 3
1 1( 1) 1 1 ( 1) 1 1
2 2

, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ+ + −⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗ − ⊗ ⊗⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

− + + + − + − + +
− + + − − + − + −
− + − + − + − − +
− + − − − + − − −

� � � � � �
       7) 
 
 
 
 
 
 
 
      
 
       

10 3 3
1 1( 1) 1 1 ( 1) 1 1
2 2

, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ− + −⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⊗ − ⊗ ⊗ + ⊗ + ⊗ ⊗⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

− − − + + + + + +
− − − + − + + + −
− − − − + + + − +
− − − − − + + − −

� � � � � �
  8) 
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(3-32) 
 
 
 
 
 
ในกรณีท่ี K ψ 0=   จะไดระบบสมการ ดังน้ี 

 
 

1.   
17 8 9 101 (T T T T ) 0λψ+ + + + ++++⊗ + + + =  

 
2.   

27 8 9 101 (T T T T ) 0λψ− − + + +++−⊗ − + + =  
 

3.   
37 8 9 101 (T T T T ) 0λψ+ − − + ++−+⊗ + − + =  

 
4.   

47 8 9 101 (T T T T ) 0λψ− + − + ++−−⊗ − − + =  
 

5.   
57 8 9 101 (T T T T ) 0λψ+ + − − +−++⊗ + − − =  

 
6.   

67 8 9 101 (T T T T ) 0λψ− − − − +−+−⊗ − + − =  
 

7.   
77 8 9 101 (T T T T ) 0λψ+ − + − +−−+⊗ + − − =  

 
8.   

87 8 9 101 (T T T T ) 0λψ− + + − +−−−⊗ − − − =  
 

9.   /
1

7 8 9 101 (T T T T ) λψ+ + + − −+++ 0⊗ + + + =  

 
10.   /

2
7 8 9 101 (T T T T ) 0λψ− − + − −++−⊗ − + + =  

 
       11.   /

3
7 8 9 101 (T T T T ) 0λψ+ − − − −+−+⊗ + − + =  

 
      12.   /

4
7 8 9 101 (T T T T ) 0λψ− + − − −+−−⊗ − − + =  

 
13.   /

57 8 9 101 (T T T T ) 0λψ+ + − + −−++⊗ + + − =  

 
14.   /

6
7 8 9 101 (T T T T ) 0λψ− − − + −−+−⊗ − + − =  
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15.   /
7

7 8 9 101 (T T T T ) 0λψ+ − + + −−−+⊗ + − − =  

 
                                     16.   /

8
7 8 9 101 (T T T T ) 0λψ− + + + −−−−⊗ − − − =                             (3-34) 

          
 
 
 
ซึ่งมีผลเฉลยสําหรับสปนเนอรท่ีเปนบวก ดังน้ี 
 

1.   31 2 4
1

a† a † a † † a
1 1 10 5(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ ++++ = + + + + ⊗  
 

2.   31 2 4
2

a† a † a † † a
1 1 7 4(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ +++− = + + + − ⊗  
 

3.   31 2 4
3

a† a † a † † a
1 4 3 3(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ +−−− = + + − + ⊗  
 

4.   31 2 4
4

a† a † a † † a
1 2 5 4(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ ++−− = + + − − ⊗  
 

5.   31 2 4
5

a† a † a † † a
4 7 1 1(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ +−++ = + − + + ⊗  
 

6.   31 2 4
6

a† a † a † † a
5 6 7 4(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ +−+− = + − + − ⊗  
 

7.   31 2 4
7

a† a † a † † a
2 5 2 1(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ +−−+ = + − − + ⊗  
 

8.   31 2 4
8

a† a † a † † a
3 3 4 4(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ ++−+ = + − − − ⊗  

 
สําหรับสปนเนอรท่ีเปนลบ ดังน้ี 
 

9.   31 2 4
/
1

a† a † a † † a
4 7 6 1(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ −+++ = − + + + ⊗  

 
10.   31 2 4

/
2

a† a † a † † a
2 8 7 4(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ −++− = − + + − ⊗  

 
       11.   31 2 4

/
3

a† a † a † † a
4 10 1 1(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ −+−+ = − + − + ⊗  

 
      12.   31 2 4

/
4

a† a † a † † a
3 9 5 4(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ −+−− = − + − − ⊗  

 
13.   31 2 4

/
5

a† a † a † † a
4 7 8 2(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ −−++ = − − + + ⊗  

 
14.   31 2 4

/
6

a† a † a † † a
1 6 7 4(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ −−+− = − − + − ⊗  
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15.   31 2 4
/
7

a† a † a † † a
4 5 9 3(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ −−−+ = − − − + ⊗  

 
                           16.   31 2 4

/
8

a† a † a † † a
1 1 10 4(r ) (s ) ( s ) (r ) 0λψ −−−− = − − − − ⊗                   (3-35) 

 
เพ่ือหาเวกเตอรสถานะในเทอมของพีชคณิตยอย su(4)×u(1) จําเปนตองใชตัวดําเนินการคารตังของ
พีชคณิตยอยกระทําตอ  ในฐานหลักของโอเมกา ตัวดําเนินการคารตังเปน ดังน้ี 

iλ
ψ ±±±±

10 9
1 1 2 1 10 10 2 9 9

1 3 3 3 3

1D h h ( f , f , )
2

1H ( 1 1 1
2

γ γ γ γ

σ σ σ σ

+ − + −
+− +−⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + ⊗ ⊗ ⊗ − ⊗ ⊗ ⊗
� � � �

1)

 

 
9 8

2 2 3 2 9 9 3 8 8

2 3 3 3

1D h h ( f , f , )
2

1H (1 1 1 1
2

γ γ γ γ

3 )σ σ σ

+ − + −
+− +−⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + ⊗ ⊗ ⊗ − ⊗ ⊗ ⊗
� � � �

σ

 

 
8 7

3 3 4 3 8 8 4 7 7

3 3 3

1D h h ( f , f ,
2

1H (1 1 1 1 1 )
2

γ γ γ γ

3

)

σ σ σ

+ − + −
+− +−⎡ ⎤ ⎡= − + −⎣ ⎦ ⎣

= + ⊗ ⊗ ⊗ − ⊗ ⊗ ⊗
� � � � �

⎤⎦

 

 

( )

( )

7 8 9 105
4 5 7 7 5 8 8 5 9 9 5 10 10

5
3 3 3 3 3 3 3

h 1D f , f , f , f ,
2 4

h 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4

γ γ γ γ γ γ γ γ

σ σ σ σ σ σ σ

+ − + − + − + −
+− +− +− +−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗
� � � � � � � � �

 

                                  (3-36) 
ในกรณีท่ี  น่ันคือ  เม่ือนําตัวดําเนินการคารตังของพีชคณิตยอยกระทําตอ
แกนคําตอบใหผลสําหรับสปนเนอรท่ีเปนบวก ดังน้ี 

VΛ = 1 01 2 3 4a a a a= = = =

 

           1 2 3 4(D ,D ,D ;D ) 1 (0,0,0; 1) 1+ + + + ⊗ = − + + + + ⊗  
 
           1 2 3 4(D ,D ,D ;D ) 1 (0,1,0;0) 1+ + + − ⊗ = + + + − ⊗  
 

                                1 2 3 4(D ,D ,D ;D ) 1 (1,0, 1;0) 1+ + − + ⊗ = − + + − + ⊗  
 

                      1 2 3 4(D ,D ,D ;D ) 1 (1, 1,1;0) 1+ + − − ⊗ = − + + − − ⊗  
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            1 2 3 4(D ,D ,D ;D ) 1 (0, 1,0;0) 1+ − + + ⊗ = − + − + + ⊗  
 
            1 2 3 4(D ,D ,D ;D ) 1 (0,0,0;1) 1+ − + − ⊗ = + − + − ⊗  
   
            1 2 3 4(D ,D ,D ;D ) 1 ( 1,1, 1;0) 1+ − − + ⊗ = − − + − − + ⊗  
 
                           1 2 3 4(D ,D ,D ;D ) 1 ( 1,0,1;0) 1+ − − − ⊗ = − + − − − ⊗                                             

สําหรับสปนเนอรท่ีเปนลบ ดังน้ี 
            

             1 2 3 4
1(D ,D ,D ;D ) 1 ( 1,0,0; ) 1
2

− + + + ⊗ = − − − + + + ⊗  

            1 2 3 4
1(D ,D ,D ;D ) 1 ( 1,1,0; ) 1
2

− + + − ⊗ = − − + + − ⊗  

                       1 2 3 4
1(D ,D ,D ;D ) 1 (0,0, 1; ) 1
2

− + − + ⊗ = − − + − + ⊗  

            1 2 3 4
1(D ,D ,D ;D ) 1 (0, 1,1; ) 1
2

− + − − ⊗ = − − + − − ⊗  

            1 2 3 4
1(D ,D ,D ;D ) 1 (1, 1,0; ) 1
2

− − + + ⊗ = − − − − + + ⊗  

            1 2 3 4
1(D ,D ,D ;D ) 1 (1,0,0; ) 1
2

− − + − ⊗ = − − + − ⊗  

            1 2 3 4
1(D ,D ,D ;D ) 1 (0,1, 1; ) 1
2

− − − + ⊗ = − − − − − + ⊗  

            1 2 3 4
1(D ,D ,D ;D ) 1 (0,0,1; ) 1
2

− − − − ⊗ = − − − − − ⊗            (3-37) 
 
ในกรณีท่ัวไปใหผล ดังน้ี 
 

1 1

5
1 2 3 4 1 2 3

(b 2)(D ,D ,D ;D ) (a ,a ,a ; )
2λ λψ ψ++++ ++++−

=  

2 2

3
1 2 3 4 1 2 3 4

b(D ,D ,D ;D ) (a ,a a 1,a ; )
2λ λψ ψ+++− +++−= + +  

      
3 3

3
1 2 3 4 1 2 3 4 2 3 4

b(D ,D ,D ;D ) (a a a 1,a , a a a 1; )
2λ λψ ψ++−+ +−−−= + + + − − − −  

4 4

3
1 2 3 4 1 2 3 2 3 2 3 4

b(D ,D ,D ;D ) (a a a 1, a a 1,a a a 1; )
2λ λψ ψ++−− ++−−= + + + − − − + + +  

5 5

3
1 2 3 4 4 2 3 1

b(D ,D ,D ;D ) ( a , a a 1, a ; )
2λ λψ ψ+−++ +−++= − − − − −  

6 6

1
1 2 3 4 2 3 4

(b 2)(D ,D ,D ;D ) (a ,a ,a ; )
2λ λψ ψ+−+− +−+−+

=  

7 7

3
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 2 3

b(D ,D ,D ;D ) ( a a a a 1,a a a 1, a a 1; )
2λ λψ ψ+−−+ +−−+= − − − − − + + + − − −  

8 8

3
1 2 3 4 2 3 1 1 2 3 4

b(D ,D ,D ;D ) ( a a 1, a ,a a a a 1; )
2λ λψ ψ+−−− ++−+= − − − − + + + +  
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      / /
1 1

4
1 2 3 4 3 4 2 1

(b 1)(D ,D ,D ;D ) ( a a 1, a , a ; )
2λ λψ ψ−+++ −+++−

= − − − − −  

/ /
2 2

2
1 2 3 4 1 2 1 2 3 4

(b 1)(D ,D ,D ;D ) ( a a 1,a a a 1,a ; )
2λ λψ ψ−++− −++−+

= − − − + + +  

/ /
3 3

2
1 2 3 4 4 3 1 2

(b 1)(D ,D ,D ;D ) ( a , a , 1, a a 1; )
2λ λψ ψ−+−+ −+−++

= − − − − − −  

/ /
4 4

2
1 2 3 4 3 1 2 3 1 2 3 4

(b 1)(D ,D ,D ;D ) (a , a a a 1,a a a a 1; )
2λ λψ ψ−+−− −+−−+

= − − − − + + + +  

/ /
5 5

4
1 2 3 4 3 4 2 3 4 1

(b 1)(D ,D ,D ;D ) (a a 1, a a a 1, a ; )
2λ λψ ψ−−++ −−++−

= + + − − − − −  

/ /
6 6

2
1 2 3 4 1 2 3 4

(b 1)(D ,D ,D ;D ) (a a 1,a ,a ; )
2λ λψ ψ−−+− −−+−+

= + +  

/ /
7 7

4
1 2 3 4 2 2 3 4 1 2 3 4

(b 1)(D ,D ,D ;D ) ( a ,a a a 1, a a a a 1; )
2λ λψ ψ−−−+ −−−+−

= − + + + − − − − −  

/ /
8 8

4
1 2 3 4 1 2 3 4

(b 1)(D ,D ,D ;D ) (a ,a ,a a 1; )
2λ λψ −−−− −−−−ψ−

= + +                                   (3-38) 
 
 

 


