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บทคดัย่อ 

 

 งานวิจยัน้ีน าเสนอแบบจ าลองช้ินส่วนคานท่ีวางอยูบ่นฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 
2 ตวัแปร ภายใตท้ฤษฎีการวิเคราะห์คานของ Euler-Bernoulli และก าหนดให้ดินหรือฐานราก 

มีสมมุติฐานอยู่ในระนาบความเครียด โดยท่ีช้ินส่วนคานของปัญหาไดจ้ากการวิเคราะห์ด้วยวิธี 

การกระจัด ผลตอบสนองของปัญหาได้รับจากการวิ เคราะห์ด้วยเอเลเมนต์ท่ีใช้ ฟังก์ชัน 

การเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้ากการวเิคราะห์ทางทฤษฎี ซ่ึงฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างดงักล่าว

สร้างจากสมการเชิงเอกพนัธ์ท่ีมาจากสมการสมดุลเชิงอนุพนัธ์ของปัญหา โดยท่ีฟังก์ชันการ

เปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีได้จากการวิเคราะห์ทางทฤษฎีสามารถแบ่งออกไดเ้ป็น 3 กรณี ซ่ึงมาจาก

เง่ือนไขค่าตวัแปรในการแก้หาผลเฉลยของสมการเชิงเอกพนัธ์ เน่ืองจากค่าตวัแปรท่ีใช้ในการ

ประมาณค่าฟังกช์นัการเปล่ียนแปลงรูปร่างอาจมีค่าไม่คงท่ี วิธีการหาค่าเฉล่ียจึงถูกใช้ เพื่อประมาณ

ค่าตวัแปรก่อนน าไปใชใ้นการประมาณค่าฟังกช์นัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์ทาง

ทฤษฎี ในงานวจิยัน้ีไดน้ าเสนอตวัอยา่งเพื่อพิสูจน์ประสิทธ์ิภาพและความแม่นย  าของแบบจ าลอง 

 

ค าหลัก : ช้ินส่วนคาน, ฐานรากประเภท 2 ตวัแปร, หลกัการของงานเสมือน, ฐานราก Pasternak, 

การวเิคราะห์ความสัมพนัธ์ไร้เชิงเส้น, ฐานราก Winkler-Pasternak 
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ABSTRACT 

 This thesis presents an inelastic beam element resting on two-parameter 

foundation. It is based on Euler-Bernoulli beam theory and an assumption of plane strain for soil 

or foundation. The element is derived from a displacement-based formulation. The nonlinear 

responses of the problem are obtained from the analysis with the improved displacement shape 

functions elements. The improved displacement shape functions are derived from homogeneous 

solution of the governing differential equilibrium equation.  It can be divided to three cases for 

the homogeneous solutions. Because the values of the beam and foundations parameters may not 

be constant, the average technique will be used to approximate for the improved displacement 

shape functions. The numerical examples are used to verify the accuracy and the efficiency of the 

beam element model.  

 

Keywords : beam elements, two-parameter foundation, virtual displacement principle, Pasternak 

foundation, nonlinear analysis, Winkler-Pasternak foundation 
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บทที ่1 
บทน ำ 

 
 

1.1 ควำมส ำคญัและทีม่ำของกำรวจิัย 
 
 

 การก่อสร้างเกิดข้ึนตั้ งแต่อดีตและมีการพฒันาอย่างต่อเน่ืองมาจนถึงปัจจุบัน 
โครงสร้างอาคารหลกัๆโดยทัว่ไปจะท าหนา้ท่ีรับและตา้นทานน ้าหนกัท่ีกระท าต่อโครงสร้างอาคาร 
ซ่ึงประกอบไปดว้ยฐานราก คาน และเสา พฤติกรรมทางกลศาสตร์ของโครงสร้างอาคารเหล่าน้ี 
เม่ือมีแรงมากระท าบนช้ินส่วน แรงจะถูกส่งถ่ายจากเสาไปยงัคาน และคานส่งถ่ายไปยงัฐานราก
ตามล าดบั ในการออกแบบโครงสร้างอาคารจะตอ้งออกแบบให้ตา้นทานแรงกระท า เพื่อไม่ให้เกิด
การวิบัติ ค่าท่ีน ามาใช้ในการออกแบบจึงมีความส าคัญในการเลือกช้ินส่วนโครงสร้างอาคาร 
ท่ีน ามาใช้ในการก่อสร้างจริง ในบางกรณีค่าท่ีใช้ในการออกแบบมีการประมาณค่าท่ีมากเกินไป 
ส่งผลให้ช้ินส่วนของโครงสร้างอาคารท่ีใชใ้นการก่อสร้างจริงมีขนาดใหญ่เกินความจ าเป็น เพื่อท า
ให้โครงสร้างอาคารมีความถูกตอ้ง ปลอดภยั และประหยดัมากท่ีสุด จึงมีการศึกษาปัญหาดงักล่าว
อยา่งต่อเน่ืองมาจนถึงปัจจุบนั 

 ปัญหาคานท่ีอยู่วางอยู่บนดินหรือฐานรากเป็นหน่ึงในปัญหาท่ีกล่าวมาข้างต้น 
เน่ืองจากพฤติกรรมของดินมีความซับซ้อนในการจ าลองเป็นแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ เพื่อจะ
ได้มาซ่ึงผลตอบสนองของแบบจ าลองท่ีมีประสิทธิภาพและแม่นย  าท่ีสุดเพื่อจะน ามาใช้ในการ
ออกแบบช้ินส่วนโครงสร้างอาคาร จึงท าให้มีนกัวิจยัท าการศึกษาและพฒันาต่อเน่ืองมาจนถึง
ปัจจุบนั 

 ในดา้นการออกแบบ พฤติกรรมการวิบติัในกรณีของช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่บนดิน
หรือฐานราก โดยทัว่ไปการวิบติัจะเกิดข้ึนกบัคานก่อนท่ีฐานรากจะเกิดการวิบติั ซ่ึงก่อนจะเกิดการ
วิบติัของคานนั้น จะเกิดการโก่งตวั (Deflection of Beam) เน่ืองมาจากหลายปัจจยั ไดแ้ก่ คุณสมบติั
ของดิน คุณสมบติัของคาน และแรงท่ีกระท าต่อคาน เป็นตน้ ดงันั้นในการวิเคราะห์ไดมี้การเพิ่ม
สมมุติฐานให้ฐานรากมีความแข็งแรงเพียงพอต่อการรับแรงกระท าท่ีส่งถ่ายมาและแรงท่ีส่งถ่ายอยู่
ในรูปของสมการเส้นตรงโดยแรงต้านทานท่ีฐานรากกระท าต่อคานเป็นสัดส่วนโดยตรงกับ 
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การโก่งตวัของคาน ซ่ึงเป็นสมมุติฐานพื้นฐานในการวิเคราะห์ปัญหางานทางดา้นธรณีวิศวกรรม 
วศิวกรรมขนส่ง และวศิวกรรมโครงสร้าง ท าใหเ้กิดการวจิยัแบบจ าลองข้ึน  
 
 

1.2 กำรตรวจเอกสำร 
 

 

 จากท่ีกล่าวมาขา้งตน้ปัญหาคานท่ีวางอยู่บนดินหรือฐานรากเป็นปัญหาท่ีมีการ
ท าการศึกษาและพฒันาอย่างต่อเน่ือง เพื่อใชแ้กปั้ญหาทางดา้นวิศวกรรมศาสตร์ ซ่ึงสามารถน ามา
ประยุกต์ใช้ในงาน สามารถยกตวัอย่างได้แก่ งานอุโมงค์ใตดิ้น (Techavorasinskun และ Chub-
Uppakarn, 2010) งานผิวทาง (Kim และ Yang, 2010 และ Patil และ Sawant, 2010) ฐานรากต้ืน 
(Limkatanyu และคณะ, 2012 a) และงานเสาเข็มในดิน (Chore และคณะ, 2010) เป็นตน้ โดยท่ี
ปัญหาดงักล่าวตอ้งอาศยัทฤษฎีและสมมุติฐานบางประการในการวเิคราะห์หาผลตอบสนอง ซ่ึงไดมี้
นกัวจิยัท าการน าเสนอไดแ้ก่ 
 
1.2.1 ทฤษฎ ี
 

 Euler-Bernoulli ได้ เสนอทฤษฎีในการวิ เ คราะ ห์คาน ซ่ึ งพิ จ ารณา เพี ย ง 
การเปล่ียนแปลงรูปเน่ืองจากผลของการดดั (Flexural Deformation) โดยมีสมมุติฐานคือ ระนาบ
ของหน้าตดัคานยงัคงเป็นระนาบเดิมหลงัจากเกิดการเปล่ียนรูปเน่ืองจากการดดั (Plane Section 
Remain Plane) และระนาบยงัคงตั้งฉากกบัหนา้ตดัตามแกนแนวยาวของคานท่ีเราพิจารณาก่อนเกิด
การเปล่ียนรูปเน่ืองจากการดดั (Plane Section Normal to the Longitudinal Axis) 

 Terzaghi (1955) ไดเ้สนอทฤษฎีการตอบสนองของฐานราก (Subgrade Reaction 
Theory) ซ่ึงมีสมมุติฐานง่ายๆมาจากกฎของฮุค (Hooke’s Law) นอกจากน้ี Terzaghi ได้เสนอ 
ค่าสัมประสิทธ์ิการตา้นทานของดินหรือฐานราก หรือค่าโมดูลสัตา้นทานของดิน (Modulus of 
Subgrade) ซ่ึงสามารถน าไปใชแ้กปั้ญหาทัว่ไปๆท่ีเก่ียวขอ้งกบัดินหรือฐานรากได ้
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1.2.2 แบบจ ำลองพฤติกรรมดินและฐำนรำกอลีำสติก (Elastic Foundation Models) 
 

 ในการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์เพื่อจ าลองพฤติกรรมช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่
บนดินหรือฐานรากซ่ึงค่อนขา้งซบัซ้อน จึงมีนกัวิจยัท าการศึกษาอยา่งต่อเน่ือง โดยสามารถจ าแนก
แบบจ าลองดงักล่าวออกเป็น 2 กลุ่มหลกัๆ (Dutta และคณะ, 2002) ไดแ้ก่ แบบจ าลองต่อเน่ือง 
(Continuum Models) และแบบจ าลองสปริง (Selvadurai, 1979) ซ่ึงในงานวิจยัน้ีสนใจเพียง
แบบจ าลองสปริง โดยมีนกัวจิยัไดเ้สนอดงัต่อไปน้ี 

 Winkler (1867) ไดเ้สนอแบบจ าลองพฤติกรรมของดินและฐานรากในรูปของ
แบบจ าลองอีลาสติกสปริงซ่ึงมีความอิสระต่อกนั โดยแบบจ าลองดงักล่าวสมมุติให้แรงทุกๆจุดท่ี
กระท าบนดินหรือฐานรากเป็นสัดส่วนโดยตรงกับค่ าการกระจัด ท่ี เ กิด ข้ึนในดิน (Soil 
Displacement) เน่ืองจากแบบจ าลองอีลาสติกสปริงเป็นแบบจ าลองท่ีจ าลองพฤติกรรมดินหรือ 
ฐานรากดว้ยค่าสัมประสิทธ์ิความตา้นทานของดินหรือค่าโมดูลสัตา้นทานของดินเพียงแค่ตวัแปร
เดียว ซ่ึงมีความอิสระต่อกนั ท าให้เม่ือเกิดการทรุดตวัของดิน ดินบริเวณท่ีมีแรงมากระท าท่ีจุดนั้นๆ
จะเกิดการทรุดตวัท่ีบริเวณจุดนั้นเท่านั้น บริเวณรอบๆไม่เกิดการทรุดตวั ในความเป็นจริงดินเม่ือ
เกิดการทรุดตวั ดินจะเกิดการทรุดตวัแบบไม่อิสระต่อกนั เม่ือมีแรงมากระท า ดินบริเวณรอบๆจะ
เกิดการทรุดตวัดว้ยเช่นกนั 

 Filonenko-Borodich (1940), Pasternak (1954), Kerr (1964), Vlasov และ 
Leontiev (1966) ไดเ้สนอแบบจ าลองพฤติกรรมของดินและฐานรากประเภท 2 ตวัแปร เพื่อชดเชย
ขอ้เสียและปรับปรุงแบบจ าลองของ Winkler ใหเ้สมือนจริงมากยิง่ข้ึน โดยการเพิ่มตวัแปรเขา้มาเพื่อ
จ าลองพฤติกรรมของดินให้มีความต่อเน่ืองนอกเหนือจากค่าสัมประสิทธ์ิความตา้นทานของดิน 
หรือค่าโมดูลัสต้านทานของดินของแบบจ าลอง Winkler ท่ียงัคงมีการใช้งานอยู่ Filonenko-
Borodich ไดเ้สนอแบบจ าลองช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่บนฐานรากอีลาสติกประเภท 2 ตวัแปรโดยมี
สมมุติฐานคือ ส่วนบนและล่างของแบบจ าลองสปริงเช่ือมต่อกบัแผน่อีลาสติก (Elastic Membrane) 
ท่ีเคล่ือนตวัดว้ยค่าแรงดึง T  ต่อมา Pasternak ไดเ้สนอแบบจ าลองดินหรือฐานรากโดยสมมุติให้ 
มีผลเน่ืองจากแรงเฉือนระหว่างแบบจ าลองสปริงของ Winkler ท าให้แบบจ าลองดังกล่าว 
มีความต่อเน่ืองข้ึน แบบจ าลองต่อมาถูกเสนอโดย Kerr หรือเป็นท่ีรู้จักในช่ือ “Generalized 
Foundation” โดยสมมุติให้แบบจ าลองพฤติกรรมดินหรือฐานราก นอกจากมีแบบจ าลองสปริงของ 
Winkler รับแรงภายนอกไดแ้ลว้ยงัมีแบบจ าลองสปริงตา้นทานการบิด โดยท่ีการบิดเป็นสัดส่วน
โดยตรงกบัมุมบิด แบบจ าลองสุดทา้ยคือ Vlasov และ Leontiev ได้เสนอแบบจ าลองฐานราก
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ประเภท 2 ตวัแปรโดยก าหนดให้ดินหรือฐานรากมีพฤติกรรมเป็นอีลาสติกและระยะโก่งท่ีเกิดข้ึน
ในดินหรือฐานรากข้ึนอยูก่บัโหมดการเปล่ียนแปลงรูปร่าง (Mode shapes) โดยแบบจ าลองไม่คิดผล
ของความเครียดเน่ืองจากแรงเฉือนในดินและก าหนดให้แรงเฉือนท่ีมาจากดินรอบขา้งเขียนในรูป
ของตวัแปร   ซ่ึงอธิบายการเปล่ียนรูปในดินหรือฐานราก  

 แบบจ าลองท่ีกล่าวมาขา้งตน้จดัเป็นแบบจ าลองประเภท 2 ตวัแปรซ่ึงถูกพฒันา 
มาจากแบบจ าลองของ Winkler นอกจากน้ียงัมีการพฒันาการจ าลองพฤติกรรมของดินหรือฐานราก
โดยการเพิ่มตวัแปรอีกหน่ึงตวัเขา้ไปเพื่อท าใหแ้บบจ าลองใกลเ้คียงสภาพจริงมากยิ่งข้ึน แบบจ าลอง
ดังกล่าวถูกจัดเป็นแบบจ าลองช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่บนฐานรากอีลาสติกประเภท 3 ตวัแปร  
(Beam Element on Three-Parameter Elastic Foundation) ซ่ึงถูกพฒันาโดย Hetenyi (1950), Kerr 
(1965) และ Reissner (1967) โดยมีนกัวิจยัท าการศึกษาและพฒันาต่อ คือ Avramidis และ Morfidis 
(2006) และ Morfidis (2007) 
 
1.2.3 ผลเฉลยและวิธีกำรหำผลตอบสนองของแบบจ ำลองพฤติกรรมดินและฐำนรำกอีลำสติก 
(Solution Method of Elastic Foundation Models) 
 

 เน่ืองจากแบบจ าลองพฤติกรรมของดินหรือฐานรากมีความซับซ้อนในการหาค่า 
ผลเฉลย วิธีการประมาณดว้ยระเบียบเชิงตวัเลข (Numerical Methods) เป็นวิธีหน่ึงท่ีนิยมในอดีต 
จนกระทัง่ในช่วงปี ค.ศ. 1960 ระเบียบวิธีไฟไนตเ์อเลเมนต ์ไดถู้กน ามาใชง้านพร้อมกบัการพฒันา
ทางดา้นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ไดเ้จริญไปอยา่งมาก ส่งผลให้การน าทั้ง 2 อยา่งมาประยุกตใ์ชง้าน
เพื่อแกปั้ญหาทางดา้นวศิวกรรมเป็นท่ีแพร่หลาย และต่อมาไดมี้การน าวิธีดงักล่าวหาค่าของฟังก์ชนั 
การเปล่ียนแปลงรูปร่างแม่นย  า (Exact Shape Functions) และผลตอบสนองของปัญหาไดส้ าเร็จ  
โดยมีผูท้  าการวิจยัไดแ้ก่ Ting และ Mockry (1984), Eisenberger และ Yankelevsky (1985), 
Chiwanga และ Valsangkar (1988), Gendy และ Saleeb (1999), Lee และคณะ (2003), Taciroglu 
และคณะ (2006), Celep และ Demir (2007), Zhang และคณะ (2009), Kim และ Chung (2009), 
Kim และ Yang (2010), Chore และคณะ (2010), Raychowdhury (2011) และ Limkatanyu และ
คณะ (2013 b) เป็นตน้ นอกจากน้ียงัมีนกัวิจยัท าการศึกษาและน าเสนอผลตอบสนองของปัญหา 
โดยสามารถยกตวัอยา่งไดแ้ก่ 

Sea-Long และคณะ (2013) ได้น าเสนอเมทริกซ์การอ่อนตวัแม่นย  า (Exact 
Flexibility Matrix) ของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานราก Winkler (Bar Element on Winkler 
Foundation) ภายใตก้ารวเิคราะห์ดว้ยวธีิทฤษฎีแรง (Force-Based Derivation) 
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 Limkatanyu และคณะ (2012 b) ไดน้ าเสนอฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงรูปร่าง
แม่นย  า (Exact Displacement Functions) ใช้แกปั้ญหาช้ินส่วนคานท่ีวางอยูบ่นฐานรากอีลาสติก
ประเภท 1 ตวัแปรหรือแบบจ าลองของ Winkler ภายใตน้ ้ าหนกับรรทุกท่ีกระท าตลอดทั้งความยาว
คาน โดยท่ี Limkatanyu และคณะ ใชห้ลกัการของแรงเสมือน (Principle of Virtual Force) ในการ
สร้างเมทริกซ์ความอ่อนตัวแม่นย  า (Exact Flexibility Matrix) ซ่ึงอินเวอร์สได้เมทริกซ์ 
ความแขง็แกร่งแม่นย  า ซ่ึงใชส้ าหรับแกปั้ญหาดงักล่าว 

 Zhaohua และ Cook (1983) พฒันาระเบียบวิธีไฟไนต์เอเลเมนต์ ใช้แกปั้ญหา
ช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่บนฐานรากอีลาสติกประเภท 2 ตวัแปร นอกจากน้ีพวกเขายงัได้น าเสนอ
ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างแม่นย  า และฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีประมาณดว้ยสมการ
พหุนามก าลงัสาม (Cubic Displacement Functions) ของปัญหาภายใตน้ ้ าหนกับรรทุกท่ีกระท า
สม ่าเสมอตลอดทั้งความยาวคาน 

 Vallabhan และ Das (1988) ได้เสนอวิธีการหาค่าตวัแปรท่ีจ าลองลักษณะ
พฤติกรรมของดินหรือฐานรากโดยใชก้ระบวนการท าซ ้ าเป็นวิธีท่ีใชร่้วมกบัแบบจ าลองของ Vlasov 
ซ่ึงเรียกแบบจ าลองน้ีว่า “แบบจ าลองฐานรากของ Vlasov ท่ีถูกปรับปรุง (Modifed Vlasoc 
Foundation)” (Vallabhan และ Das, 1991) ภายใตส้มมุติฐานดินหรือฐานรากมีพฤติกรรมเป็น
สมการเส้นตรง ไอโซโทรปิค (Isotropic) และมีคุณสมบัติเป็นเน้ือเดียวกัน (Homogeneous 
Properties) 

 Razaqpur และ Shah (1991) สร้างระเบียบวิธีไฟไนต์เอเลเมนต์ใหม่เพื่อขจดั
ขอ้จ ากดัในการหาผลเฉลย เช่น การรวมกนัระหว่างตวัแปรเน่ืองจากคานและฐานรากในปัญหา
ช้ินส่วนคานท่ีวางอยูบ่นฐานรากประเภท 2 ตวัแปร โดยท่ีพวกเขาไดเ้สนอผลเฉลยท่ีแกส้มการจาก
สมการเชิงอนุพนัธ์ (Governing Differential Equation) ท่ีสอดคลอ้งกบัแรงกระท าในรูปแบบต่างๆ 

 Gülkan และ  Alemdar (1999) ไดเ้สนอผลเฉลยฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่าง
แม่นย  า (Exact Displacement Shape Functions) จากการวิเคราะห์ปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานราก 
อีลาสติกประเภท 2 ตวัแปร (Generalized Two-Parameter Elastic Foundation)  ซ่ึงแบ่งออกเป็น 3 
กรณี ข้ึนอยู่กบัอตัราส่วนของตวัแปรคุณสมบติัของคานและดิน โดยในการศึกษามุ่งเน้นไปท่ีการ
สร้างเมทริกซ์ความแข็งแกร่งแม่นย  า ซ่ึงค่าสัมประสิทธ์ิเมทริกซ์ความแข็งแกร่งแม่นย  าไดรั้บจาก
ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างแม่นย  าโดยตรง นอกจากน้ียงัมุ่งเนน้ในส่วนของผลตอบสนองจาก
การรับน ้าหนกับรรทุกในรูปแบบต่างๆ ค่าสัมประสิทธ์ิเมทริกซ์ตา้นทานมวลและเรขาคณิต 
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1.2.4 แบบจ ำลองพฤติกรรมดินและฐำนรำกไร้เชิงเส้น (Nonlinear Foundation Models) 
 

 เน่ืองจากพฤติกรรมของดินหรือฐานรากในสภาพความเป็นจริงไม่ไดมี้พฤติกรรม
อยู่ในช่วงอีลาสติกเท่านั้น ท าให้มีนกัวิจยัท าการศึกษาและท าการแสดงการวิเคราะห์ดว้ยวิธีต่างๆ
เพื่อหาผลตอบสนองของปัญหาช้ินส่วนคานท่ีวางอยูบ่นฐานราก โดยก าหนดให้พฤติกรรมของดิน
หรือฐานรากไม่ไดอ้ยูใ่นช่วงอีลาสติกอยา่งเดียว แบบจ าลองดงักล่าวถูกเรียกวา่ “แบบจ าลองช้ินส่วน
คานท่ีวางอยู่บนฐานรากไร้เชิงเส้น (Beam Element on Inelastic Foundation Models)” ผูท่ี้
ท  าการศึกษาไดแ้ก่ Sharma และ Dasgupta (1975), Beaufait และ Hoadley (1980), Yankelevsky 
และคณะ (1989), Kaliszky และ Logo (1994), Celep และ Demir (2005), Silveira และคณะ (2008), 
Zhang (2008), Mullapudi และ Ayoub (2010 a), Sapountzakis และ Kampitsis (2010), 
Sapountzakis และ Kampitsis (2011 a), Sapountzakis และ Kampitsis (2011 b) และ Sapountzakis 
และ Kampitsis (2013)  

 โดยเทคนิคท่ีน่าสนใจในการวเิคราะห์เพื่อหาผลตอบสนองของปัญหาช้ินส่วนคาน
ท่ีวางอยูบ่นฐานรากไร้เชิงเส้นไดแ้ก่ 

 Mullapudi และ Ayoub (2010 b) ไดเ้สนอการวิเคราะห์แบบจ าลองคานบนฐาน 
ไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร (Nonlinear Finite Element Modeling of Beam on Two-Parameter 
Foundation) โดยใช้วิธีผสม (Mixed Formulation) ซ่ึงถูกเสนอโดย Ayoub และ Filippou (2000), 
Ayoub (2001) และ Ayoub (2003) ประสิทธิภาพของวิธีน้ีข้ึนกบัการประมาณฟังก์ชนัของแรงและ
การกระจดั โดยท่ีค่าตวัแปรเน่ืองจากดินหรือฐานรากทั้ง 2 ตวัแปรสามารถหาค่าได้จากเทคนิค
กระบวนการท าซ ้ า (Iterative Technique) โดยท่ีส าหรับพฤติกรรมของดินหรือฐานรากอยู่ภายใต้
สมมุติฐานอยูใ่นระนาบความเครียด (Plane Strain) ซ่ึงไดม้าจากการมองการแบ่งฟังก์ชนัการกระจดั
ในรูปของโหมดการเปล่ียนแปลงรูปร่างในแบบจ าลองของ Vlasov และ Leontiev ภายใตห้ลกัการ
วิเคราะห์ปัญหาดว้ยทฤษฎีกลศาสตร์ความต่อเน่ือง (Continuum Mechanics) เป็นพฤติกรรมแรง
ท่ีดินหรือฐานรากกระท าต่อคาน 

 Limkatanyu และคณะ (2013 a) ได้เสนอวิธีการประมาณตวัแปรท่ีใช้ในการ
ประมาณค่าฟังก์ชันรูปร่างแม่นย  า โดยการใช้วิธีหาค่าเฉล่ียตวัแปรนั้นก่อนน าไปใช้ประมาณค่า
ฟังกช์นัรูปร่าง ซ่ึงไดม้าจากการวิเคราะห์ภายใตรู้ปของสมการเอกพนัธ์เชิงอนุพนัธ์ (Homogeneous 
Form) ของสมการสมดุลเชิงอนุพนัธ์ (Governing Differential Equilibrium Equation) ของปัญหา
ช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่บนฐานรากของ Winkler  ซ่ึงจากงานวิจยัของพวกเขาได้น าเสนอฟังก์ชัน 
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การเปล่ียนแปลงรูปร่างของการกระจดัท่ีไดม้าจากการวเิคราะห์ทางทฤษฎี (Improved Displacement 
Shape Functions) ในปัญหาช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่บนฐานรากของ Winkler โดยก าหนดให้
ความสัมพนัธ์ระหว่างแรง (Force) กับค่าการกระจดั (Deformation) ของคานและดินในรูปของ
สมการไร้เชิงเส้น (Nonlinear Equation) จากการวิเคราะห์ผลตอบสนองของปัญหาพบว่า วิธีน้ีเป็น
วิธีหน่ึงท่ีมีประสิทธิภาพและให้ค่าแม่นย  าเม่ือเทียบกบัการประมาณผลตอบสนองดว้ยระเบียบวิธี 
ไฟไนตเ์อเลเมนต ์

ในงานวิจยัน้ีเสนอแบบจ าลองช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่บนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 
2 ตวัแปร โดยงานวิจยัน้ีสนใจเพียงแบบจ าลองของ Pasternak ซ่ึงถูกเรียกวา่ “ฐานราก Winkler-
Pasternak” จากแบบจ าลองดงักล่าว แบบจ าลองสปริงของฐานราก Winkler ถูกยึดติดกบัชั้นแรง
เฉือน (Shear Layer) ท่ีสามารถส่งถ่ายแรงเฉือนไดไ้ปยงัช้ินส่วนคานได ้

 
 

1.3 วตัถุประสงค์ของงำนวจิัย  
 

 
 1. สร้างแบบจ าลองช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่บนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภทตวัแปร 2  

ตวัแปร (Beam Element on Nonlinear Two-Parameter Foundation Model) โดยใช้ระเบียบวิธี 
ไฟไนตเ์อเลเมนตใ์นการสร้างแบบจ าลอง 

 2. เปรียบเทียบผลตอบสนองของแบบจ าลองช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่บนฐานราก 
ไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร ระหวา่งการใชเ้อเลเมนตท่ี์ใช้ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้าก
การวิเคราะห์ (Improved Displacement Shape Functions) กบัการใชเ้อเลเมนตท่ี์ใช้การประมาณ
ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างดว้ยสมการพหุนามก าลงัสาม (Cubic Polynomials Interpolation 
Functions) หรือ Hermitian Polynomials  
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1.4 ข้อตกลงเบือ้งต้น 
 
 

 เน่ืองจากมีปัจจยัหลายปัจจยัเขา้มาเก่ียวขอ้งในการวิเคราะห์และเป็นสมมุติฐาน 
ท่ีส าคญัส าหรับงานวิจยัน้ี ซ่ึงมาจากทฤษฎีต่างๆท่ีเก่ียวขอ้ง โดยอา้งอิงจากการทบทวนวรรณกรรม
ของนกัวจิยัท่ีไดท้  าการน าเสนอและตีพิมพ ์ดงันั้นในงานวจิยัน้ีจึงไดก้ าหนดสมมุติฐานคือ 

 1. ในการวเิคราะห์ช้ินส่วนคานเป็นไปตามทฤษฎีของ Euler-Bernoulli ระนาบของ
หน้าตดัคานยงัคงเป็นระนาบเดิมตามแกนแนวยาวของคานหลงัจากเกิดการเปล่ียนรูปเน่ืองจาก 
การดดัและระนาบยงัคงตั้งฉากกบัหน้าตดัท่ีพิจารณาก่อนเกิดการเปล่ียนรูปเน่ืองจากการดดัและ 
ไม่คิดผลของการเปล่ียนรูปเน่ืองจากแรงเฉือน 

 2. พิจารณาแบบจ าลองคานท่ีอยูใ่นช่วง 0  ถึง L  โดยท่ี L  คือความยาวของคาน 
 3. พฤติกรรมของดินท่ีพิจารณาเป็นเน้ือเดียวกนั (Homogeneous)  
 4. ความเค้นและความเครียดของดินและคุณสมบติัของคานมีสัมพนัธ์เชิงเส้น

เป็นไปตามกฎของฮุคในช่วงของอีลาสติก 
 
 

1.5 ขั้นตอนกำรด ำเนินงำนวจิัย  
 

 
 1. ศึกษาเน้ือหา ทฤษฎี เอกสารและส่ิงตีพิมพต่์างๆท่ีเก่ียวขอ้งกบังานวจิยั 
 2. ศึกษาวิธีการเขียนภาษาทางคอมพิวเตอร์ ส าหรับใชใ้นการเขียนโปรแกรมใน

การวเิคราะห์ปัญหาและศึกษาวธีิใชโ้ปรแกรมในการวเิคราะห์โครงสร้างท่ีใชใ้นงานวจิยั 
 3. ท าการเขียนโปรแกรมเพื่อสร้างแบบจ าลองในการวิเคราะห์ปัญหาคานท่ีวางอยู่

บนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภทตวัแปร 2 ตวัแปร 
 4. ท  าการเปรียบเทียบผลตอบสนองท่ีไดจ้ากงานวิจยักบัแบบจ าลองคานท่ีวางอยู่

บนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปรท่ีใชส้มการพหุนามก าลงัสามในการประมาณค่าฟังก์ชนั 
การเปล่ียนแปลงการกระจดั (Displacement Interpolation Functions) 

 5. สรุปผลท่ีไดจ้ากการศึกษา 
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1.6 ประโยชน์ของงำนวจิยั 
 

 
 1. ใชเ้ป็นค่าตวัแทนผลตอบสนองท่ีใชอ้อกแบบในปัญหาโครงสร้างช้ินส่วนคานท่ี

วางอยูบ่นดินหรือฐานราก 
 2. สามารถน างานวิจยัไปประยุกต์ใช้ร่วมกบัโปรแกรมการค านวณโครงสร้างใน 

การออกแบบช้ินส่วนคานท่ีวางอยูบ่นดินหรือฐานราก 
 3. เป็นแบบจ าลองพื้นฐานในการศึกษาและพฒันาแบบจ าลองช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่

บนฐานรากท่ีมีความสัมพนัธ์ไร้เชิงเส้น 
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บทที ่2 

ทฤษฎแีละงานวจิัยทีเ่กีย่วข้อง 

 
 

2.1 ทฤษฎทีีเ่กีย่วข้องกบังานวจิัย 

 
 

 การสร้างแบบจ าลองช้ินส่วนของโครงสร้างบนฐานรากอีลาสติกภายใตแ้รงกระท า

จากภายนอก โดยทัว่ไปวสัดุท่ีมีพฤติกรรมทางกลศาสตร์อยูใ่นช่วงอีลาสติก คือพฤติกรรมของวสัดุ

หลงัจากมีแรงมากระท า  เม่ือท าการปลดแรงกระท าเหล่านั้นออก วสัดุจะคืนรูปกลบัเปน นสภาพเดิม

เช่นเดียวกับตอนเร่ิมต้น ต าแหน่งหรือขอบเขตของการคืนรูปในกรณีอีลาสติกถูกก าหนดด้วย  

พิกดัการคืนรูป (Elastic Limit) ซ่ึงข้ึนอยูก่บัคุณสมบติัของวสัดุ เปน นไปตามทฤษฎีอีลาสติก (Elastic 

Theory) 

 เพื่อให้ง่ายต่อการหาผลเฉลยของปัญหา ในงานวิจยัน้ีไดมี้การน าทฤษฎีอีลาสติก 

มาใช้วิเคราะห์พฤติกรรมทางกลศาสตร์ของดินหรือฐานรากท่ีกระท าต่อคาน และน าทฤษฎี 

การวเิคราะห์คานของ Euler-Bernoulli ใชว้เิคราะห์ปัญหาของคาน  

 
2.1.1 ทฤษฎกีารวเิคราะห์คานของ Euler-Bernoulli (Euler-Bernoulli Beam Theory) 
 

ทฤษฎีการวิเคราะห์คานของ Euler-Bernoulli มีสมมุติฐาน คือระนาบหน้าตดัของ

คานยงัคงเปน นระนาบเดิม หลงัจากเกิดการเปล่ียนรูปเน่ืองจากการดดั (Plane Section Remain Plane) 

และระนาบยงัคงตั้งฉากกบัหน้าตดัตามแกนแนวยาวของคานท่ีเราพิจารณาก่อนเกิดการเปล่ียนรูป

เน่ืองจากการดดั (Plane Section Normal to the Longitudinal Axis) การเคล่ือนท่ีทางกลศาสตร์

สามารถอธิบายการเปล่ียนรูปของหนา้ตดัคานท่ีพิจารณาได้ดงัแสดงในรูปท่ี 2.1 ซ่ึงจากรูปจุด ab  
เปน นจุดท่ีพิจารณาก่อนเกิดการเปล่ียนแปลงรูป โดยท่ีหลังจากเกิดการเปล่ียนแปลงรูป จุดท่ีเรา
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พิจารณาเปล่ียนเปน นจุด ' 'a b  จะสังเกตไดว้า่จุด ' 'a b  ยงัคงอยูร่ะนาบเดิมและตั้งฉากกบัแนวอา้งอิง

ตามยาวของหนา้ตดั (อา้งอิงจาก Limkatanyu, 2008) 

 

𝑎′ 

𝑏′ 

y

                 

𝑢0(x) 

x 

𝑎 

𝑏 

𝑢(x, y) 

𝑣(x, y) 𝑣0(x) 

𝑣 x, y = 𝑣0(y) 

 
𝑟𝑒𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒 

𝑎𝑥𝑖𝑠 

 
                                                           (อา้งอิงจาก : Limkatanyu, 2008, pp. 90.) 

รูปท่ี 2.1 อธิบายการเคล่ือนท่ีทางกลศาสตร์ของหนา้ตดัท่ีพิจารณาภายใตผ้ลเน่ืองจากการดดั 

 จากรูปท่ี 2.1 พิจารณาหนา้ตดั ' 'a b  การเคล่ือนท่ีต าแหน่งของคานสามารถหาได้

จากความสัมพนัธ์ดงัสมการ 

                                                             0
0

( )dv x
u x u x y

dx
                                                     (2-1)                                                                            

                                                                     0v x v x                                                             (2-2) 

 เม่ือ  0u x  คือค่าการกระจดัในแนวราบเร่ิมตน้ (Initial Horizontal Displacement), 

 0v x  คือค่าการกระจดัในแนวด่ิงเร่ิมตน้ (Initial Vertical Displacement),  u x  คือฟังก์ชัน 

การกระจดัในแนวราบ (Horizontal Displacement Function),  v x  คือฟังก์ชันการกระจดั 

ในแนวด่ิง (Vertical Displacement Function) และ y  คือระยะในแนวด่ิง 

  จากสมการท่ี (2-1)-(2-2) สอดคลอ้งกบัการเปล่ียนแปลงรูปคือ 

ความเครียดตามแนวแกน (Axial Strain) ( )x : 

                                     2

0 0

02
( ) ( ) ( )

du x du x d v x
x y x y x

dx dx dx
                                      (2-3) 
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ความเครียดเน่ืองจากแรงเฉือน (Shear Strain)  x  : 

                                     
       0 0

0
dv x du x dv x dv x

x
dx dy dx dx

                                        (2-4) 

 เม่ือ  0

0 ( )
du x

x
dx

   คือค่าความเครียดท่ีแกนอ้างอิง และ  2

0

2
( )

d v x
x

dx
   คือ

ความโคง้ของหนา้ตดัคาน (Section Curvature) จากสมการท่ี (2-4) สมมุติฐานการเปล่ียนแปลงรูป 

ทางกลศาสตร์ความเครียดเน่ืองจากแรงเฉือนมีค่าเท่ากบัศูนย ์

 การสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์เพื่อจ าลองพฤติกรรมของดินท่ีกระท ากับ

โครงสร้างมีการพฒันามาช้านาน โดยมีหลกัการพื้นฐานหลกัๆ คือการสมมุติตวัแปรท่ีแสดงถึง

พฤติกรรมของดินท่ีกระท ากบัโครงสร้างอยูใ่นรูปของแบบจ าลองสปริง เปน นตน้ 

 แบบจ าลองพื้นฐานท่ีจะน าเสนอในงานวิจยัคร้ังน้ี ได้แก่ แบบจ าลองช้ินส่วน

แนวแกนท่ีวางอยูบ่นฐานรากไร้เชิงเส้น (Inelastic Bar Element Resting on Winkler Foundation), 

แบบจ าลองช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่บนฐานรากไร้เชิงเส้น (Inelastic Beam Element Resting on 

Winkler Foundation) และอีกแบบจ าลองท่ีมีการพฒันาต่อจากแบบจ าลองท่ีกล่าวมาขา้งตน้ คือ 

แบบจ าลองช้ินส่วนคานท่ีวางอยูบ่นฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร (Inelastic Beam Element 

Resting on Two-Parameter Foundation) 

 
 

2.2 แบบจ าลองช้ินส่วนแนวแกนที่วางอยู่บนฐานรากไร้เชิงเส้น (Inelastic Bar Element 

Resting on Winkler Foundation) 

 
 

 แบบจ าลองช้ินส่วนแนวแกนท่ีวางอยู่บนฐานรากไร้เชิงเส้นมีแนวคิดพื้นฐาน 

การวเิคราะห์มาจากแบบจ าลองช้ินส่วนคานท่ีวางอยูบ่นฐานรากของ Winkler โดยท่ีพฤติกรรมของ

ดินหรือฐานรากถูกจ าลองดว้ยแบบจ าลองสปริงท่ีท าหน้าท่ีตา้นทานแรงในแนวแกนของช้ินส่วน

แนวแกน 
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2.2.1 นิยาม (Definitions) 
 

ในกรณีศึกษาน้ี น าเสนอแบบจ าลองช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น ซ่ึง

แสดงไดด้งัในรูปท่ี 2.2 โดยท่ีใน 1 เอเลเมนตป์ระกอบไปดว้ย 2 โหนด ซ่ึงแต่ละโหนดประกอบไป

ดว้ย 1 อนัดบัอิสรภาพ (Degree of Freedom) คือค่าการกระจดัในแนวแกน (Axial Displacement) 

 ค่าการกระจดัท่ีโหนดสามารถนิยามไดคื้อ  

                                                                    1 2{ }Tu uU                                                          (2-5) 

 เม่ือ U  คือเวกเตอร์การการะจดัท่ีโหนด, u  คือการกระจดัในแนวแกนและตวัเลข

ท่ีหอ้ยอยูใ่ตส้ัญลกัษณ์นิยามถึงค่าท่ีแต่ละโหนดนั้นๆ 

 แรงท่ีโหนดสามารถนิยามไดคื้อ 

                                                                   1 2{ }TN NP                                                         (2-6) 

 เม่ือ P  คือเวกเตอร์แรงท่ีโหนด, N  คือค่าแรงในแนวแกนและตวัเลขท่ีห้อยอยูใ่ต้

สัญลกัษณ์นิยามถึงค่าท่ีแต่ละโหนดนั้นๆ 

 

 

 

 
                                                                                           (อา้งอิงจาก : Sae-Long และคณะ, 2013) 

รูปท่ี 2.2 เอเลเมนตข์องช้ินส่วนแนวแกนท่ีวางอยูบ่นฐานราก Winkler 
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การกระจดัในแนวแกนท่ีหนา้ตดัใดๆของช้ินส่วนแนวแกน ( )Bu x  สามารถนิยาม

รวมเปน นเวกเตอร์ไดคื้อ  

                                                                  ( ) ( )}{ Bux xu                                                           (2-7)   

 ความเครียดท่ีหน้าตดัใดๆของช้ินส่วนแนวแกน ( )B x  สามารถนิยามรวมเปน น

เวกเตอร์ไดคื้อ 

                                                                {( ) ( )}BB x xd                                                          (2-8) 

 จากความสัมพนัธ์ระหว่างความเครียด ( )B x  และการกระจดัในแนวแกน ( )Bu x

ท่ีหน้าตดัใดๆของช้ินส่วนแนวแกน สามารถหาค่าได้โดยตรงผ่านทางสมการความสอดคล้อง 

(Compatibility Equation) คือ ( )
( ) B

B

ud x
x

dx
   

 สามารถเขียนในรูปเวกเตอร์ไดคื้อ 

                                                                ( ) ( )B Bx x d u                                                           (2-9) 

 โดยท่ี 
B  คือ Differential Operator สามารถนิยามไดคื้อ 

                                                                   B

d

dx

 
   

 
                                                              (2-10) 

 แรงในแนวแกนท่ีหน้าตดัใดๆของช้ินส่วนแนวแกน ( )N x  ถูกนิยามอยู่ใน

เวกเตอร์ ( )B xD สามารถเขียนไดคื้อ 

                                                                ( ) ( )B x N xD                                                        (2-11) 

 การกระจดัของฐานราก Winkler ( )Wu x  ถูกนิยามอยูใ่นเวกเตอร์ ( )W xd  คือ 

                                                                ( ) ( )W Wx u xd                                                        (2-12) 



15 

 
 

 จากทฤษฎีฐานรากของ Winkler และสมการความสอดคล้อง สามารถอธิบาย

สัมพนัธ์ระหว่างค่าการกระจดัในแนวแกนของช้ินส่วนแนวแกน ( )Bu x  และค่าการกระจดัของ 

ฐานราก Winkler ( )Wu x  ไดคื้อ 

                                                                 ( ) ( )W Bu x u x                                                          (2-13) 

 จากสมการท่ี (2-13) สามารถเขียนในรูปเวกเตอร์ไดคื้อ 

                                                                  ( ) ( )W Wx x d u                                                      (2-14) 

 เม่ือ 
W  คือ Differential Operator สามารถนิยามไดคื้อ 

                                                                        1W                                                               (2-15) 

 แรงเน่ืองจากฐานราก Winkler ท่ีหนา้ตดัใดๆ ( )WD x  ถูกนิยามในเวกเตอร์ ( )W xD  

สามารถเขียนไดคื้อ 

                                                                  ( ) ( )W Wx D xD                                                    (2-16) 

 
2.2.2 สมการสมดุลเชิงอนุพันธ์ของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานราก Winkler (Governing 
Differential Equilibrium Equation: Bar Element on Winkler Foundation) 
 

 จากการพิจารณาสมการสมดุลแผนภาพอิสระของช้ินส่วนย่อยๆของช้ินส่วน

แนวแกนท่ีมีขนาดเท่ากบั dx  โดยวางอยูบ่นฐานราก Winkler แสดงดงัรูปท่ี 2.3 

สมการสมดุลในแนวแกน : 

                                                      ( )
( ) ( ) 0W W

dN x
k u x q x

dx
                                                (2-17) 

 เม่ือ ( )N x  คือแรงในแนวแกน, Wk  คือค่าโมดูลสัตา้นทานของดิน และ ( )q x  คือ

น ้าหนกับรรทุกท่ีกระท าภายนอก  
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 จากสมการท่ี (2-13) สมการความสอดคลอ้งความสัมพนัธ์ระหวา่งค่าการกระจดั

ในแนวแกนของช้ินส่วนแนวแกนและฐานราก Winkler น าค่ามาแทนในสมการท่ี (2-17) สามารถ

เขียนไดคื้อ  

                                                      ( )
( ) ( ) 0W B

dN x
k u x q x

dx
                                                 (2-18) 

 โดยท่ีตวัแปร 
Wk  ข้ึนอยูก่บัลกัษณะของดินหรือฐานราก ซ่ึงในงานวิจยัน้ีไดนิ้ยาม

ความสัมพันธ์ของวัสดุในรูปความสัมพันธ์ไร้ เชิงเส้น โดยนิยามเพิ่มเติมไว้ในส่วนของ

ความสัมพนัธ์ของคุณสมบติัวสัดุ  

จากสมการท่ี (2-18) สามารถเขียนในรูปเมทริกซ์ไดคื้อ 

                                                   
( ) ( ) ( ) 0T T

B B W Wx x x  D D p                                            (2-19) 

เม่ือ ( ) { ( )}Tx q xp  คือ เวกเตอร์น ้าหนกับรรทุกท่ีกระท าภายนอกของเอเลเมนต ์

 

 

 

 

รูปท่ี 2.3 แผนภาพอิสระช้ินส่วนยอ่ยๆของช้ินส่วนแนวแกนท่ีวางอยูบ่นฐานราก Winkler 

 
2.2.3 การวิเคราะห์ด้วยวิธีการกระจัดของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานราก Winkler 
(Displacement Formulation of Bar Element on Winkler Foundation) 
 

 ฟังกช์นัการกระจดั ( )xu  สามารถอธิบายในรูปของค่าการกระจดัท่ีโหนดผา่นทาง

เวกเตอร์ฟังกช์นัการเปล่ียนแปลงรูปร่าง ( )B xN ไดคื้อ 

                                                                  ( ) ( )Bx xu N U                                                       (2-20) 
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 เม่ือ ( )B xN  คือเวกเตอร์ฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีได้รับมาจากการ 

แกส้มการสมดุลเชิงอนุพนัธ์ของปัญหา 

 
2.2.4 สมการความสอดคล้อง (Compatibility Equation) 
 

 การเปล่ียนแปลงรูปของปัญหาสามารถหาไดจ้ากค่าการกระจดัท่ีโหนด U โดยตรง

ผา่นความสัมพนัธ์คือ 

                                                                ( ) ( )B Bx xd B U                                                       (2-21) 

                                                               ( ) ( )W Wx xd B U                                                       (2-22)  

 เม่ือ ( )B xB  และ ( )W xB  คือเมทริกซ์ท่ีนิยามถึงการแปลงความสัมพนัธ์ระหว่าง 

การเปล่ียนแปลงรูปกบัค่าการกระจดัของช้ินส่วนแนวแกนและฐานราก Winkler ตามล าดบั สามารถ

นิยามไดคื้อ                                                                    

                                                               ( ) ( )B B Bx xB N                                                      (2-23) 

                                                               ( ) ( )W W Bx xB N                                                      (2-24) 

                                                                 
2.2.5 ความสัมพันธ์ของคุณสมบัติวัสดุที่หน้าตัดใดๆของช้ินส่วนแนวแกนและฐานราก Winkler 
(Material Constitutive Laws: Bar and Foundation Section)  
 

 ความสัมพนัธ์ของแรงในแนวแกน ( )N x  กบัค่าความเครียด ( )B x  ของช้ินส่วน

แนวแกนถูกก าหนดใหมี้ความสัมพนัธ์เปน นสมการไบลิเนียร์ สามารถเขียนไดคื้อ 

                                           ( ) ( )BN x x   หรือ  ( ) ( )B Bx xD ψ d                                    (2-25) 

 ความสัมพนัธ์ของแรงเน่ืองจากฐานราก Winkler ( )WD x  กบัค่าการกระจดัของ

ฐานราก Winkler ( )Wu x  ถูกก าหนดใหมี้ความสัมพนัธ์เปน นสมการไบลิเนียร์ สามารถเขียนไดคื้อ 
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                                           ( ) ( )W WD x xu หรือ  ( ) ( )W Wx xD Ξ d                                (2-26) 

 ความสัมพนัธ์ไร้เชิงเส้นระหว่างค่าแรงและการเปล่ียนแปลงรูปของช้ินส่วน

แนวแกนและฐานรากสามารถเขียนในรูปเมทริกซ์ไดคื้อ         

                                                      0( ) ( ) ( )B B B Bx x x D D k d                                               (2-27) 

                                                      0( ) ( ) ( )W W W Wx x x D D k d                                             (2-28)                                                      

 เม่ือ 0 ( )B xD  และ 
0 ( )W xD  คือค่าแรงเร่ิมตน้ท่ีหนา้ตดัใดๆของช้ินส่วนแนวแกนและ

ฐานรากตามล าดบั นอกจากน้ี 
Bk และ 

Wk  คือค่าเมทริกซ์สติฟเนสสัมผสัท่ีหนา้ตดัใดๆของช้ินส่วน

แนวแกนและฐานรากตามล าดบั 

 
2.2.6 หลกัการงานเสมือน (The Virtual Displacement Principle) 
 

 จากการวิเคราะห์ปัญหาด้วยวิธีการกระจดั (Displacement-Based Formulation) 

ผา่นหลกัการของงานเสมือน ท าให้สมการสมดุลในสมการท่ี (2-19) ถูกก าหนดอยูใ่นรูปของ Weak 

Sense โดยก าหนดให้ฟังก์ชนัการกระจดั ( )xu  เปน นตวัแปร Arbitrary ดงันั้นสามารถเขียนเปน น

สมการ Weak Equilibrium ไดคื้อ 

                                         ( ) ( ) ()( ) 0( )T T T

B B W W

L

x x x x dx     u D D p                                 (2-29)   

แทนค่าสมการท่ี (2-27)-(2-28) ลงในสมการท่ี (2-29) จากนั้นท าการอินทิเกรต 

แยกส่วน (Integration by Parts) และท าการแทนค่าสมการท่ี (2-20) ลงไป ดงันั้นสามารถเขียนในรูป

สมการไฟไนตเ์อเลเมนตไ์ดคื้อ 

                                                     0 0( ) ( )B W B W   K K U P P P                                          (2-30) 

 เม่ือ 

http://dict.longdo.com/search/Arbitrary


19 

 
 

( ) ( ) ( )T

B B B B

L

x x x dx K B D B  คือเอเลเมนตเ์มทริกซ์สติฟเนสของช้ินส่วนแนวแกน; 

( ) ( ) ( )T

W W W W

L

x x x dx K B D B  คือเอเลเมนตเ์มทริกซ์สติฟเนสของฐานราก Winkler; 

0 0( ) ( )T

B B B

L

x x dx P B D  คือเวกเตอร์เอเลเมนตแ์รงตา้นทานของช้ินส่วนแนวแกน; และ 

0 0( ) ( )T

W W W

L

x x dx P B D  คือเวกเตอร์เอเลเมนตแ์รงตา้นทานของฐานราก Winkler 

จากหลักการการวิ เคราะห์ ปัญหาด้วยวิ ธีการกระจัด (Displacement-Based 
Formulation) ของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนท่ีวางอยู่บนฐานรากของ Winkler สามารถสรุปเปน น
แผนภาพ Tonti’s Diagram (Tonti, 1977) ไดด้งัแสดงในรูปท่ี 2.4 โดยท่ีแผนภาพน าเสนอในรูปของ 
Weak Form เม่ือ ( )xu  คือ Primary Variable ของปัญหา ซ่ึงสามารถน าไปหาค่าการเปล่ียนแปลงรูป
ของปัญหาโดยตรงผา่นสมการความสอดคลอ้งในสมการท่ี (2-21)-(2-22) นอกจากน้ีความสัมพนัธ์
ระหวา่งสมการความสอดคลอ้งไปยงัสมการสมดุลถูกอธิบายในรูปของ  Weighted Integral Form 
ผา่นหลกัการงานเสมือน 

 

 ( ) ( )B Bx xD ψ d  

 ( ) ( )W Wx xD Ξ d  

Section Constitutive Law 

Soil Constitutive Law 

( )xp  

Equilibrium 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0T T T

B B W W

L

x x xx dx      u D D P
 

 

( ), ( )B Wx xD D  

Strong form 

Weak form 

( )xu
 

( ), ( )B Wx xd d  

Compatibility 

( ) ( )B Bx x d u  

( ) ( )W Wx x d u
 

 

 

End Displacements 

Essential BCs 

Natural BCs 

End Forces  

รูปท่ี 2.4 แผนภาพของ Tonti ส าหรับปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานราก Winkler ภายใตก้าร

วเิคราะห์ดว้ยวธีิการกระจดั 
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2.2.7 ฟังก์ชันการเปลี่ยนแปลงรูปร่างที่ได้จากการวิเคราะห์ (Improved Displacement Shape 
Functions) 
 

 จากสมการสมดุลเชิงอนุพนัธ์ของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนท่ีวางอยู่บนฐานราก 

Winkler ดังแสดงในสมการท่ี (2-18) เม่ือน าสมการความสัมพนัธ์ของคุณสมบติัวสัดุ ช้ินส่วน

แนวแกน ( )B
B

du x
N k

dx
  มาแทนค่าในสมการท่ี (2-18) สามารถเขียนสมการสมดุลเชิงอนุพนัธ์ของ

ปัญหาใหม่ไดคื้อ 

                                                   
2

2

( )
( ) ( )W BB

Bd u
k k u x x

dx

x
q                                                 (2-31) 

 เม่ือ 
Bk  คือ Axial Rigidity ของช้ินส่วนแนวแกน, 

Wk  คือโมดูลสัตา้นทานของดิน

หรือค่าสติฟเนสของฐานราก Winkler และ ( )q x  คือน ้าหนกับรรทุกท่ีกระท าภายนอก 

 นิยามตวัแปร W

B

k

k
  ส าหรับแกปั้ญหาสมการเชิงอนุพนัธ์ในสมการท่ี (2-31) 

สามารถค านวณผลเฉลยเอกพนัธ์ของปัญหา (Homogeneous Solution) เม่ือ ( ) 0q x   ไดคื้อ 

                                                             1 2( ) x x

Bu x c e c e                                                     (2-32) 

 ผลเฉลยของปัญหาสามารถเขียนในรูปของเมทริกซ์ไดคื้อ 

                                                                   ( )B

Tu x  Γ C                                                          (2-33) 

 เม่ือ Γ  คือเวกเตอร์หลกัท่ีประกอบไปดว้ยฟังก์ชนัในสมการท่ี (2-32) และ C  คือ

เวกเตอร์หลกัท่ีประกอบไปดว้ยค่าคงท่ีจากการหาปริพนัธ์  

 จากรูปท่ี 2.2 เง่ือนไขขอบของปัญหา สามารถเขียนไดคื้อ 

                                                        10B x
u u


  และ 2B x L

u u

                                               (2-34) 

ท าการแทนค่าฟังก์ชนัการกระจดัในแนวแกน ( )Bu x  จากสมการท่ี (2-33) แทนค่า

ลงในสมการท่ี (2-34) สามารถเขียนในรูปเมทริกซ์ไดคื้อ 
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                                                                      U TC                                                               (2-35)  

 เม่ือ T  คือเมทริกซ์ท่ีใช้แปลงระหว่างค่าพิกดัทัว่ไป (Generalized Coordinates) 

กบัค่าการกระจดัท่ีโหนด  

 จากนั้นท าการแทนค่าสมการท่ี (2-35) ในสมการท่ี (2-33) สามารถเขียนได ้

                                                        1( ) ( )BB

Tu x x Γ T U N U                                              (2-36) 

 เม่ือ  1 2( ) ( ) ( )B B Bx N x N xN  คือเวกเตอร์แถวท่ีประกอบไปด้วยฟังก์ชัน

รูปร่างท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์ของปัญหา ในกรณีท่ีตวัแปร   มีค่าเขา้ใกลศู้นย ์ฟังก์ชนัรูปร่างท่ีได้

จากการวเิคราะห์ของปัญหาจะกลายเปน นการเปน นการประมาณฟังกช์นัดว้ยสมการเส้นตรง 

 ฟังกช์นัรูปร่างท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์ของปัญหา ( )B xN  

                                                      1 csch[ ]sinh[ ]BN L L x                                             (2-37) 

                                                        
2 csch[ ]sinh[ ]BN L x                                                   (2-38) 

อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของฟังก์ชนัรูปร่างท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์ของปัญหาเทียบกบั

ระยะทาง x : 
( )

( ) B
B

d x
x

dx


N
Y   

                                                    1 cosh[ ]csch[ ]BY L x L                                            (2-39) 

                                                        
2 cosh[ ]csch[ ]BY x L                                                 (2-40) 

 ในกรณีท่ีค่าตวัแปร   มีค่าเขา้ใกลศู้นย ์ฟังก์ชนัรูปร่างท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์ของ

ปัญหา ( )B xN  สามารถเขียนในรูปของสมการเส้นตรงไดคื้อ 

                                                                  1 1B

x
N

L
                                                               (2-41) 

                                                                    2B

x
N

L
                                                                (2-42) 
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อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของฟังก์ชนัรูปร่างเทียบกบัระยะทาง x : ( )
( ) B

B

d x
x

dx


N
Y  

                                                                    1

1
BY

L
                                                                 (2-43) 

                                                                     2

1
BY

L
                                                                 (2-44) 

 ส าหรับค่า Axial Rigidity ของช้ินส่วนแนวแกน 
Bk  และค่าโมดูลสัตา้นทานของ

ดินหรือฐานราก 
Wk ในความสัมพนัธ์ของคุณสมบติัวสัดุอาจมีค่าไม่คงท่ี ตวัแปร   สามารถหาได้

จากเทคนิคการหาค่าเฉล่ียจากค่าท่ีลู่เขา้ในขั้นตอนก่อนหนา้น้ีเพื่อท่ีจะไปประมาณค่าฟังก์ชนัรูปร่าง 

( )B xN  ในกระบวนการรับน ้าหนกับรรทุกนั้นๆ  

 เทคนิคการประมาณ คือค่าตวัแปร 
AVE

Bk  และ 
AVE

Wk  จะถูกหาค่าเฉล่ียก่อนน าไปหา

ค่าเฉล่ียตวัแปร AVE  แสดงไดด้งัสมการท่ี (2-45) 

                                                                 

AVE
AVE W

AVE

B

k

k
                                                           (2-45) 

 โดยท่ี  
1

NI
B

P
VE

i

iA i
B

wk
k

L

  และ  
1

NI
W

P
VE

i

iA i
W

wk
k

L

  

 เม่ือ 
iw  คือค่าอัตราส่วนน ้ าหนักท่ีจุดอินทิเกรต i ,  NIP คือจ านวนจุด 

ในการอินทิเกรต และ L  คือความยาวของช้ินส่วน i                                                               

 
 

2.3 แบบจ าลองช้ินส่วนคานที่วางบนฐานรากไร้เชิงเส้น (Inelastic Beam Element 

Resting on Winkler Foundation)  

 
 

แบบจ าลองช้ินส่วนคานท่ีวางบนฐานรากอีลาสติกประเภท 1 ตวัแปร เปน น

แบบจ าลองแรกท่ีถูกน าเสนอในการแกปั้ญหาคานท่ีวางอยูบ่นฐานรากอีลาสติก หรือเรียกอีกช่ือว่า 

“แบบจ าลองของ Winkler (1867)” ดงัแสดงในรูปท่ี 2.5 ต่อมาไดมี้การพฒันาให้แบบจ าลองมี
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พฤติกรรมความสัมพนัธ์ไร้เชิงเส้น ซ่ึงท าให้แบบจ าลองดงักล่าว มีประสิทธิภาพและความเสมือน

จริงมากข้ึน ซ่ึงมีนกัวิจยัท่ีท าการเสนอแบบจ าลองดงักล่าวไดแ้ก่ Limkatanyu และ Spacone (2006) 

และ Limkatanyu และคณะ (2013 a) เปน นตน้ 

 

 

 

 

 

 
                                                                                           
 

                                                                                                (อา้งอิงจาก : Limkatanyu และคณะ, 2012 b) 

รูปท่ี 2.5 ปัญหาคานท่ีวางบนฐานราก Winkler ภายใตน้ ้าหนกับรรทุกท่ีกระท า 

 สมมุติฐานพื้นฐานท่ีส าคญัของแบบจ าลอง Winkler คือแรงปฏิกิริยาของดินทุกๆ

จุดท่ีพิจารณา เปน นสัดส่วนโดยตรงกบัระยะโก่งหรือค่าการกระจดัในแนวด่ิงบนคานท่ีจุดนั้นๆ โดย

จ าลองพฤติกรรมของดินทางกลศาสตร์ในรูปของแบบจ าลองสปริง ซ่ึงแบบจ าลองสปริงแต่ละตวั

อิสระต่อกนั จากสมมุติฐานดงักล่าว เม่ือมีแรงกระท าลงบนแบบจ าลองจะเกิดการทรุดดงัแสดงใน

รูปท่ี 2.6 (a) เน่ืองจากความสัมพนัธ์ของแบบจ าลองสปริงในแต่ละตวัจะเกิดการทรุดตวัข้ึนอยูแ่รง

กระท าท่ีกระท าต่อแบบจ าลองสปริงตวันั้นๆ ในความเปน นจริงเม่ือดินเกิดการทรุดตวั ผิวดินจะเกิด 

การทรุดตวัแบบต่อเน่ืองดงัแสดงในรูปท่ี 2.6 (b) 

 

 

𝑞(𝑥) 

𝑘𝑊(𝑥) 

𝐿 

𝑉1 𝑉2 
𝑀1 𝑀2 

𝑥 

𝑦, 𝑣𝐵(x) 
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                                             (a)                                                                      (b) 

รูปท่ี 2.6 ระยะโก่งในแนวด่ิงของแบบจ าลองฐานรากเน่ืองจากแรงกระท าสม ่าเสมอโดยไม่พิจารณา

ผลของคาน (a) Winkler Foundation (b) Elastic Solid Foundation 

 
2.3.1 นิยาม (Definitions) 
 

 ในกรณีศึกษาน้ี น าเสนอช้ินส่วนคานท่ีวางอยูบ่นฐานรากไร้เชิงเส้น แสดงไดด้งัใน

รูปท่ี 2.7 โดยท่ีใน 1 เอเลเมนตป์ระกอบไปดว้ย 2 โหนด ซ่ึงแต่ละโหนดประกอบไปดว้ย 2 อนัดบั

อิสรภาพ (Degree of Freedoms) คือ ค่าการกระจดัในแนวด่ิง (Vertical Displacement) และมุมบิด 

(Rotation) 

 

 

 

                                                                                                (อา้งอิงจาก : Limkatanyu และคณะ, 2013 a) 

รูปท่ี 2.7 เอเลเมนตข์องคานท่ีวางอยูบ่นฐานราก Winkler 

 ค่าการกระจดัท่ีโหนดสามารถนิยามไดคื้อ  

                                                                              1 1 2 2{ }Tv v U                                                    (2-46) 
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 เม่ือ U  คือเวกเตอร์การการะจดัท่ีโหนด, v  คือการกระจดัในแนวด่ิง,   คือ 

ค่ามุมบิดและตวัเลขท่ีหอ้ยอยูใ่ตส้ัญลกัษณ์นิยามถึงค่าท่ีแต่ละโหนดนั้นๆ 

แรงท่ีโหนดสามารถนิยามไดคื้อ 

                                                          1 1 2 2{ }TV M V MP                                                   (2-47) 

 เม่ือ P  คือเวกเตอร์แรงท่ีโหนด, V  คือค่าแรงเฉือน, M  คือค่าโมเมนต์และ 

ตวัเลขท่ีหอ้ยอยูใ่ตส้ัญลกัษณ์นิยามถึงค่าท่ีแต่ละโหนดนั้นๆ 

 การกระจดัในแนวด่ิง ( )Bv x  ท่ีหน้าตดัใดๆของช้ินส่วนคาน สามารถนิยามรวม

เปน นเวกเตอร์ไดคื้อ  

                                                                                            ( ) ( )}{ Bvx xu                                                                                      (2-48)   

ความโคง้ของคาน ( )B x  ท่ีหน้าตดัใดๆของช้ินส่วนคาน สามารถนิยามรวมเปน น

เวกเตอร์ไดคื้อ 

                                                              {( ) ( )}BB x xd                                                          (2-49) 

 จากความสัมพนัธ์ระหว่างความโคง้ ( )B x  และการกระจดัในแนวด่ิง ( )Bv x  ท่ี

หน้าตัดใดๆของช้ินส่วนคานสามารถหาค่าได้โดยตรงผ่านทางสมการความสอดคล้อง 

(Compatibility Equation) คือ 
2

2

( )
( ) B

B

d v x
x

dx
   และจากทฤษฎีการวิเคราะห์คานของ Euler-

Bernoulli การเสียรูปเน่ืองจากแรงเฉือนไม่น ามาพิจารณา โดยท่ีแรงเฉือนท่ีหนา้ตดัใดๆของช้ินส่วน

คานสามารถหาไดจ้ากสมการสมดุลโดยตรง 

 สามารถเขียนในรูปเวกเตอร์ไดคื้อ 

                                                              ( ) ( )B Bx x d u                                                           (2-50) 

 โดยท่ี 
B  คือ Differential Operator สามารถนิยามไดคื้อ 
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2

2B

d

dx

 
   

 
                                                              (2-51) 

 โมเมนตด์ดั ( )M x  ท่ีหนา้ตดัใดๆของช้ินส่วนคาน ถูกนิยามอยูใ่นเวกเตอร์ ( )B xD

สามารถเขียนในรูปเวกเตอร์ไดคื้อ 

                                                               ( ) ( )B x V xD                                                          (2-52) 

 การกระจดัของฐานราก Winkler ( )Wu x  ถูกนิยามอยูใ่นเวกเตอร์ ( )W xd  คือ 

                                                              ( ) ( )W Wx u xd                                                          (2-53) 

 จากทฤษฎีฐานรากของ Winkler และสมการความสอดคล้องสามารถเขียน

ความสัมพนัธ์ระหวา่งค่าการกระจดัในแนวด่ิงของช้ินส่วนคานและฐานรากของ Winkler ไดคื้อ 

                                                              ( ) ( )W Bu x v x                                                             (2-54) 

 จากสมการท่ี (2-54) สามารถเขียนในรูปเวกเตอร์ไดคื้อ 

                                                              ( ) ( )W Wx x d u                                                          (2-55) 

 เม่ือ 
W  คือ Differential Operator สามารถนิยามไดคื้อ 

                                                                     1W                                                                  (2-56) 

แรงเน่ืองจากฐานราก Winkler ( )WD x  ท่ีหนา้ตดัใดๆ ถูกนิยามในเวกเตอร์ ( )W xD  

สามารถเขียนไดคื้อ 

                                                ( ) ( )W Wx D xD                                                         (2-57) 
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2.3.2 สมการสมดุลเชิงอนุพันธ์ของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานราก Winkler (Governing 
Differential Equilibrium Equation: Beam Element on Winkler Foundation) 

 

 พิจารณาช้ินส่วนคานท่ีวางบนฐานราก Winkler ภายใตน้ ้ าหนกับรรทุกท่ีกระท า  

ดังแสดงในรูปท่ี 2.8 โดยท่ีแรงทุกๆจุดท่ีกระท าบนช้ินส่วนคานเปน นสัดส่วนโดยตรงกับ 

ค่าการกระจดัท่ีเกิดข้ึนท่ีจุดนั้นๆและความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงกบัค่าการกระจดัเปน นไปตามกฎของ

ฮุค เม่ือท าการพิจารณาแผนภาพอิสระสามารถแสดงสมการสมดุลของช้ินส่วนคานท่ีวางบนฐานราก 

Winkler ดงัแสดงสมการท่ี (2-58) และ (2-59) 

 

 

 

 
                                                                

                                                     (อา้งอิงจาก :  Limkatanyu และคณะ, 2013 a) 

รูปท่ี 2.8 แผนภาพอิสระช้ินส่วนยอ่ยๆของคานท่ีวางอยูบ่นฐานราก Winkler 
 

สมการสมดุลในแนวดิ่ง :   

                                               ( )
( ) ( ) 0W B

dV x
q x k v x

dx
                                                 (2-58) 

สมการสมดุลโมเมนต์ : 

                                                           ( )
0

dM x
V

dx
                                                         (2-59) 

 เม่ือค่า ( )V x  คือค่าแรงเฉือน, ( )M x  คือค่าโมเมนตด์ดั, ( )q x  คือแรงภายนอกท่ี

กระท าต่อคาน, ( )Bv x  คือฟังก์ชนัการกระจดัในแนวด่ิง และ 
Wk  คือค่าโมดูลสัตา้นทานของดิน 

(Terzaghi, 1955) ซ่ึงหาได้จากการทดสอบดินได้แก่ การทดสอบการรับน ้ าหนักของแผ่นเหลนก 

 𝑞(𝑥) 

𝑉 𝑥  𝑉 𝑥 + d𝑉 𝑥  

𝑘𝑊𝑣𝐵 𝑥  

𝑑𝑥 

𝑀 𝑥 + d𝑀 𝑥  𝑀 𝑥  
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(Plate Load Test) การทดสอบการยบุตวัของดิน (Consolidation Test) การทดสอบหาค่าก าลงัดินใน

แบบสามแกน (Triaxial Test) และการทดลองแคลิฟอร์เนียแบร่ิงเรโช (CBR Test) 

 ท าการหาอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงเทียบกบัระยะทาง x ในสมการท่ี (2-59) จากนั้นน า

ค่าท่ีไดม้าแทนค่าในสมการท่ี (2-58) สามารถเขียนไดด้งัสมการท่ี (2-60) 

                                                   
2

2

( )
( ) ( )W B

d M x
k v x q x

dx
                                               (2-60) 

จากสมการท่ี (2-60) สามารถเขียนในรูปเมทริกซ์ไดคื้อ 

                                                   
( ) ( ) ( ) 0T T

B B W Wx x x  D D p                                            (2-61) 

เ ม่ือ ( ) { ( )}Tx q xp  คือเวกเตอร์แรงภายนอกท่ีกระท าต่อช้ินส่วนคานของ 

เอเลเมนต ์

 จากความสัมพนัธ์ความสอดคลอ้งของวสัดุของวสัดุคาน (Material Constitutive 

Law): 

                                                         
2

2

( )Bd v x
M EI

dx
                                                       (2-62) 

 ท าการแทนค่าสมการท่ี (2-62) ในสมการท่ี (2-60) จะไดส้มการสมดุลเชิงอนุพนัธ์

ของปัญหา (Governing Differential Equilibrium Equation) คือ 

                                              
4

4

( )
( ) ( )B

W B

d v x
EI k v x q x

dx
                                               (2-63) 

เม่ือค่า EI  คือค่า Flexural Rigidity ของคาน 

 จากสมการสมดุลเชิงอนุพันธ์ในสมการท่ี  (2-63)  ท าการพิจารณาในรูป 

สมการเอกพนัธ์เชิงอนุพนัธ์ (Homogeneous Form) โดยท่ีแรงภายนอกมีค่าเท่ากบัศูนย ์ ( ) 0q x    

ดงัแสดงในสมการท่ี (2-64) เพื่อหาผลเฉลย ก าหนดใหข้อบเขตของปัญหาคือ 0 x L   

                                                       
4

4

( )
( ) 0B

W B

d v x
EI k v x

dx
                                                  (2-64) 
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จากสมการสมดุลในแนวด่ิงสมการท่ี (2-58) ในรูปสมการเอกพนัธ์เชิงอนุพนัธ์  
( ( ) 0q x  ) สามารถนิยามค่าแรงดนัดิน (Soil Pressure) ท่ีกระท าต่อช้ินส่วนคานไดคื้อ 

                                                               
( ) ( )W BP x k v x                                                        (2-65) 

เม่ือ ( )P x  คือแรงดนัดินท่ีกระท าต่อช้ินส่วนคาน 
 

2.3.3 การวิเคราะห์ด้วยวิธีการกระจัดของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานราก Winkler (Displacement 
Formulation of Winkler-Based Beam Element) 
 

 ฟังก์ชันการกระจดั ( )xu  สามารถอธิบายในรูปของค่าการกระจดัท่ีโหนด U   

ผา่นทางเวกเตอร์ฟังกช์นัการเปล่ียนแปลงรูปร่าง ( )B xN ไดคื้อ 

                                                                ( ) ( )Bx xu N U                                                         (2-66) 

 เม่ือ ( )B xN  คือเวกเตอร์ฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดรั้บมาจากการแก้

สมการสมดุลเชิงอนุพนัธ์ของปัญหา 

 
2.3.4 สมการความสอดคล้อง (Compatibility Equation) 
 

 การเปล่ียนแปลงรูปของปัญหาสามารถหาไดจ้ากค่าการกระจดัท่ีโหนด U โดยตรง

ผา่นความสัมพนัธ์คือ 

                                                                ( ) ( )B Bx xd B U                                                       (2-67) 

                                                               ( ) ( )W Wx xd B U                                                       (2-68) 

 เม่ือ ( )B xB  และ ( )W xB  คือเมทริกซ์ท่ีนิยามถึงการแปลงความสัมพนัธ์ระหว่าง 

การเปล่ียนแปลงรูปกบัค่าการกระจดัของคานและฐานราก Winkler ตามล าดบั สามารถนิยามไดคื้อ                                                                    

                                                              ( ) ( )B B Bx xB N                                                       (2-69) 
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                                                              ( ) ( )W W Bx xB N                                                       (2-70)         

 
2.3.5 ความสัมพันธ์ของคุณสมบัติวัสดุที่หน้าตัดใดๆของช้ินส่วนคานและฐานราก Winkler 
(Material Constitutive Laws: Beam and Foundation Section)  
 

 ความสัมพันธ์ของโมเมนต์ดัด ( )M x  กับค่าความโค้งของคาน ( )B x  ถูก

ก าหนดใหมี้ความสัมพนัธ์เปน นสมการไบลิเนียร์ สามารถเขียนไดคื้อ 

                                            ( ) ( )BM x x หรือ  ( ) ( )B Bx xD ψ d                                  (2-71) 

 ความสัมพนัธ์ของแรงเน่ืองจากฐานรากของ Winkler ( )WD x  กบัค่าการกระจดั

ของฐานรากWinkler ( )Wu x  ถูกก าหนดใหมี้ความสัมพนัธ์เปน นสมการไบลิเนียร์ สามารถเขียนไดคื้อ 

                                           ( ) ( )W WD x xu หรือ  ( ) ( )W Wx xD Ξ d                                (2-72) 

 ความสัมพนัธ์ไร้เชิงเส้นระหว่างค่าแรงและการเปล่ียนแปลงรูปของช้ินส่วนคาน

และฐานรากสามารถเขียนในรูปเมทริกซ์ไดคื้อ         

                                                      0( ) ( ) ( )B B B Bx x x D D k d                                               (2-73) 

                                                     0( ) ( ) ( )W W W Wx x x D D k d                                              (2-74)                                                      

 เม่ือ 0 ( )B xD  และ 
0 ( )W xD  คือค่าแรงเร่ิมตน้ท่ีหน้าตดัใดๆของช้ินส่วนคานและ 

ฐานรากตามล าดบั นอกจากน้ี 
Bk  และ 

Wk  คือค่าเมทริกซ์สติฟเนสสัมผสัท่ีหน้าตดัใดๆของ

ช้ินส่วนคานและฐานรากตามล าดบั               

  

2.3.6 หลกัการงานเสมือน (The Virtual Displacement Principle) 
 

 จากการวิเคราะห์ปัญหาด้วยวิธีการกระจดั (Displacement-Based Formulation) 

ผา่นหลกัการของงานเสมือน ท าให้สมการสมดุลในสมการท่ี (2-61) ถูกก าหนดอยูใ่นรูปของ Weak 
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Sense โดยก าหนดให้ฟังก์ชนัการกระจดั ( )xu  เปน นตวัแปร Arbitrary ดงันั้นสามารถเขียนเปน น

สมการ Weak Equilibrium ไดคื้อ 

                                         ( ) ( ) ()( ) 0( )T T T

B B W W

L

x x x x dx     u D D p                                 (2-75)   

  ท าการแทนค่าสมการท่ี  (2-73)-(2-74) ลงในสมการท่ี (2-75) จากนั้นท าการ

อินทิเกรตแยกส่วน (Integration by Parts) และท าการแทนค่าสมการท่ี (2-66) ลงไป ดงันั้นสามารถ

เขียนในรูปสมการไฟไนตเ์อเลเมนตไ์ดคื้อ 

                                                      0 0( ) ( )B W B W   K K U P P P                                         (2-76) 

 เม่ือ 

( ) ( ) ( )T

B B B B

L

x x x dx K B D B  คือเอเลเมนตเ์มทริกซ์สติฟเนสของช้ินส่วนคาน; 

( ) ( ) ( )T

W W W W

L

x x x dx K B D B  คือเอเลเมนตเ์มทริกซ์สติฟเนสของฐานราก Winkler; 

0 0( ) ( )T

B B B

L

x x dx P B D  คือเวกเตอร์เอเลเมนตแ์รงตา้นทานของช้ินส่วนคาน; และ 

0 0( ) ( )T

W W W

L

x x dx P B D  คือเวกเตอร์เอเลเมนตแ์รงตา้นทานของฐานราก Winkler 

  
จากหลักการการวิ เคราะห์ปัญหาด้วยวิ ธีการกระจัด (Displacement-Based 

Formulation) ของปัญหาช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่บนฐานราก Winkler สามารถสรุปเปน นแผนภาพ 
Tonti’s Diagram ไดด้งัแสดงในรูปท่ี 2.9 โดยท่ีแผนภาพน าเสนอในรูปของ Weak Form เม่ือ ( )xu  
คือ Primary Variable ของปัญหา ซ่ึงสามารถน าไปหาค่าการเปล่ียนแปลงรูปของปัญหาโดยตรงผา่น
สมการความสอดคล้องในสมการท่ี (2-67)-(2-68) นอกจากน้ีความสัมพันธ์ระหว่างสมการ 
ความสอดคลอ้งไปยงัสมการสมดุลถูกอธิบายในรูปของ Weighted Integral Form ผา่นหลกัการ 
งานเสมือน                                   

http://dict.longdo.com/search/Arbitrary
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 ( ) ( )B Bx xD ψ d  

 ( ) ( )W Wx xD Ξ d  

Section Constitutive Law 

Soil Constitutive Law 

( )xp  

Equilibrium 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0T T T

B B W W

L

x x xx dx      u D D P
 

 

( ), ( )B Wx xD D  

Strong form 

Weak form 

( )xu
 

( ), ( )B Wx xd d  

Compatibility 

( ) ( )B Bx x d u  

( ) ( )W Wx x d u
 

 

 

End Displacements 

Essential BCs 

Natural BCs 

End Forces  
                                                                        (อา้งอิงจาก : Limkatanyu และคณะ, 2006)                                                                       

รูปท่ี 2.9 แผนภาพของ Tonti ส าหรับปัญหาคานบนฐานราก Winkler ภายใตก้ารวเิคราะห์ 

ดว้ยวธีิการกระจดั 

 

2.3.7 ฟังก์ชันการเปลี่ยนแปลงรูปร่างที่ได้จากการวิเคราะห์ (Improved Displacement Shape 
Functions) 
 

จากสมการสมดุลเชิงอนุพนัธ์ในสมการท่ี (2-64) นิยามตวัแปร 4

4

W

B

k

k
   โดยท่ี 

Bk EI  และ 
n

n

n

d
D

dx
  เพื่อใชใ้นการแกห้าผลเฉลยของปัญหา ดงันั้นเม่ือน าค่าตวัแปรมาแทนใน

สมการท่ี (2-64) สามารถเขียนเปน นสมการไดด้งัแสดงในสมการท่ี (2-77) 

                                                             4 4( 4 ) ( ) 0BD v x                                                     (2-77) 

จากสมการท่ี (2-77) ค่ารากของผลเฉลย ไดแ้ก่ 
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1D i                                                              (2-78) 

                                                                   
2D i                                                             (2-79) 

                                                                   
3D i                                                             (2-80) 

                                                                   
4D i                                                              (2-81) 

เม่ือ i  คือเลขจ านวนเชิงซ้อน จากสมการท่ี (2-78)-(2-81) ผลเฉลยของสมการท่ี  

(2-77) คือ 

                               1 2

3 4

( ) (cos[ ] sin[ ]) (cos[ ] sin[ ])

(cos[ ] sin[ ]) (cos[ ] sin[ ])

x x

B

x x

v x a e x x a e x x

a e x x a e x x

 

 

   

   





   

   
               (2-82) 

โดยท่ีผลเฉลยในสมการท่ี (2-82) ไม่พิจารณาผลแรงดึงในแนวแกน (Axial Forces) 

ของช้ินส่วนคาน 

ฟังกช์นัไฮเพอร์โบลิก (Hyperbolic Functions): 

                                                      cosh[ ] sinh[ ]xe x x                                                  (2-83) 

                                                     cosh[ ] sinh[ ]xe x x                                                   (2-84) 

แทนค่าฟังกช์นัไฮเพอร์โบลิกในสมการผลเฉลยท่ี (2-82) สามารถเขียนได:้ 

                                         1 2

3 4

( ) sin[ ]sinh[ ] sin[ ]cosh[ ]

cos[ ]sinh[ ] cos[ ]cosh[ ]

Bv x c x x c x x

c x x c x x

   

   

 

 
                          (2-85) 

จากสมการท่ี (2-85) สามารถเขียนในรูปเมทริกซ์ไดคื้อ 

                                                                    ( )B

Tv x  Γ C                                                          (2-86) 

 เม่ือ C  คือค่าคงท่ีท่ีไดจ้ากการอินทิเกรต และ Γ  คือฟังก์ชันไฮเพอร์โบลิกและ

ตรีโกณมิติ (Hyperbolic-Trigonometric Functions) 
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 จากเง่ือนไขขอบ (Boundary Conditions) ของปัญหาท่ีเก่ียวขอ้งกบัค่าการกระจดั

แต่ละโหนดดงัแสดงในรูปท่ี 2.7 ไดแ้ก่ 

                                   1 1 20
0

; ;B
B Bx x L

x

dv
v v v v

dx


 


    และ 2
B

x L

dv

dx




                           (2-87) 

ท าการแทนค่าฟังก์ชันการกระจัดในแนวด่ิง ( )Bv x  และอนุพนัธ์ของฟังก์ชัน 

การกระจดัในแนวด่ิงเทียบกบัระยะทาง จากเง่ือนไขขอบในสมการท่ี (2-87) แทนค่าในสมการท่ี (2-

86) สามารถเขียนความสัมพนัธ์ในรูปเมทริกซ์ไดคื้อ       

                                                                       U TC                                                              (2-88)                        

 เม่ือU คือค่าการกระจดัท่ีโหนด (Element Nodal Displacements) และ Γ  คือ  

เมทริกซ์ท่ีใชแ้ปลงระหวา่งค่าพิกดั (Generalized Coordinates) กบัค่าการกระจดัท่ีโหนด จากนั้นท า

การแทนค่าสมการ (2-88) ในสมการท่ี (2-86) จะได ้

                                                       1( ) ( )BB

Tv x x Γ T U N U                                               (2-89) 

 เม่ือ  1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )B B B B Bx x N x N x N xNN  คือเวกเตอร์แถวท่ีประกอบด้วย

ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์ของปัญหา (Improved Displacement Shape 

Functions)  

 สมการการ เป ล่ี ยนแปลง รูป ร่างของ ช้ิน ส่วน  (Displacement shape 

functions) ( )B xN : 

                       2 3
1

4 5

1

cos[2 ] cos[ ] sin[2 ] sin[ ]
( )

2
B

L x x L x
xN

x       



    
             (2-90) 

                                2

4 4 6

1

2

cos[2 ] cos[ ] 1 sin[ ]
( )

2

L

B

L x x e x
xN

     



   
                  (2-91) 

                     
 

8 9 10 6

1

3

cos[ ] cos[ ] sin[ ] sin[ ]
( )B

L x L x L x L x
xN

       



      
    (2-92) 
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                           2

6 6 11

1

4

cos[ ] cos[ ] 1 sin[ ]
( )B

LL x L x e
N

L x
x

     



     


 
         (2-93) 

 สมการการ เป ล่ียนแปลงรูป ร่างและความโค้งของ ช้ินส่วน (Curvature-

Displacement Shape Functions) ไดจ้ากการน าสมการการเปล่ียนแปลงรูปร่างของช้ินส่วนท า 

การหาอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงเทียบกบัระยะทาง x : ( )
( ) B

B

d x
x

dx


N
B   

 สามารถเขียนในรูปของเวกเตอร์ไดคื้อ  1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )B B B B Bx x B x B x B xBB  

โดยแต่ละฟังกช์นัสามารถเขียนกระจายไดคื้อ 

                     2

2 12 4 13

1

1

cos[2 ] cos[ ] sin[2 ] sin[ ]
( )B

L x x L
xB

x x        



    
       (2-94) 

                                    9

1

2

2

21 cos[ ] sin[2 ] sin[ ]
( )

L

B

e x L x x
B x

     



   
             (2-95) 

  
    2

8 9 9 10 6 6

1

3

2 2 cos[ ] cos[ ] 2 sin[ ] sin[ ]
( )B

L x L x L x
xB

L x          



        
    (2-96) 

                                4

1

4

2

1 92 1 cos[ ] 2 sin[ ]cos[ ]
( )B

Le L x L x
xB

     



  
                 (2-97) 

 จากสมการท่ี (2-90)-(2-97) ไดมี้การนิยามตวัแปรเพื่อลดรูปสมการในสั้นลงเพื่อ

สะดวกในการเขียน โดยท่ีสมการดงักล่าวไดมี้การอา้งอิงจาก Limkatanyu และคณะ (2013 a) เม่ือ  

 1 2

2 cos[2 ] cosh[2 ]
x L

L L

e


 


 

  
 ;  22

2

L xLe e



  ; 

 22 4 2

3 2 2
L xL L xe e e e

  


     ;  2 2

4 1L xe e     ; 4 2

5

L xe e    ; 2 2

6

L xe e    ; 

 
 

4 2

7

1 2 2 cos[2 ]L L

L x

e e L

e

 








   
 ;    2 2 2

8 1 2
L x L xe e e

  


    ; 2 2

9

L xe e    ; 

 2

10 1
L x

e





  ; 2

11 1 xe     ; 4 2

12

L xe e    ;  22 4 2

13 2 2
L xL L xe e e e

  


      และ 
2

14 1 xe     
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 ในกรณีท่ีค่าโมดูลัสต้านทานของดิน 
Wk  มีค่าเข้าใกล้ 0 รูปแบบฟังก์ชัน 

การเปล่ียนแปลงรูปร่างของการกระจดัในสมการท่ี (2-90)-(2-93) ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่าง 

จะกลายเปน น Hermitian Polynomials Interpolation Functions หรือสมการพหุนามก าลงัสามซ่ึงเขียน

ไดคื้อ 

                                                            
2

1( ) 1B

x
x xN

L

 
  

 
                                                      (2-98) 

                                                    
2 3

2 ( ) 3 2 1BN
x x

x
L L

   
     

   
                                              (2-99) 

                                                       3

2

( )B

x x
x x

L
N

L

    
     

     

                                              (2-100) 

                                                      
3 2

4 ( ) 2 3B

x
N

x
x

L L

   
    

   
                                               (2-101) 

ส าหรับค่า Flexural Rigidity ของช้ินส่วนคาน 
Bk  และค่าโมดูลสัตา้นทานของดิน

หรือฐานราก 
Wk ในความสัมพนัธ์ของคุณสมบติัวสัดุอาจมีค่าไม่คงท่ี ตวัแปร   สามารถหาไดจ้าก

เทคนิคการหาค่าเฉล่ียจากค่าท่ีลู่เข้าในขั้นตอนก่อนหน้าน้ีเพื่อท่ีจะไปประมาณค่าฟังก์ชันการ

เปล่ียนแปลงรูปร่าง ( )B xN  ในกระบวนการรับน ้ าหนักบรรทุกนั้นๆ (Limkatanyu และคณะ, 

2013 a) 

เทคนิคการประมาณ คือค่าตวัแปร 
AVE

Bk และ AVE

Wk จะถูกหาค่าเฉล่ียก่อนน าไปหา

ค่าเฉล่ียตวัแปร AVE  แสดงไดด้งัในสมการท่ี (2-102)                                                  

                                                    
AVE

AVE W

AVE

B

k

k
                                                        (2-102)                                                  

โดยท่ี  
1

NI
B

P
VE

i

iA i
B

wk
k

L

  และ  
1

NI
W

P
VE

i

iA i
W

wk
k

L

  

เ ม่ื อ  
iw  คือค่ าอัตราส่วนน ้ าหนัก ท่ี จุด อินทิ เกรต i ,  NIP คือจ านวนจุด 

ในการอินทิเกรต และ L  คือความยาวของช้ินส่วน i                                                      

 



37 

 
 

 

2.4 แบบจ าลองช้ินส่วนคานที่วางบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตัวแปร (Inelastic 

Beam Element Resting on Two-Parameter Foundation) 

 
 

เน่ืองจากแบบจ าลองช้ินส่วนคานท่ีวางบนฐานรากอีลาสติกประเภท 1 ตวัแปรหรือ

แบบจ าลองของ Winkler มีขอ้บกพร่องในส่วนการจ าลองพฤติกรรมของดินเน่ืองมาจากแบบจ าลอง

ดงักล่าวมีสมมุติฐานคือ แบบจ าลองสปริงแต่ละตวัอิสระต่อกนัและไม่คิดผลของความเคน้เฉือน 

ในแนวด่ิง (Vertical Shearing Stress) ท่ีเกิดข้ึนในดิน จึงได้มีการพฒันาแบบจ าลองเพื่อชดเชย

ขอ้บกพร่องในส่วนน้ี ต่อมาได้มีนักวิจยัท าการศึกษาและเสนอแบบจ าลองท่ีอธิบายพฤติกรรม

ความสัมพนัธ์ระหวา่งแบบจ าลองสปริงของฐานราก Winkler แต่ละตวัเขา้ดว้ยกนั โดยมีเพิ่มตวัแปร

เขา้มาอีกหน่ึงตวั เพื่อจ าลองพฤติกรรมของดินเชิงฟิสิกส์ให้มีความใกล้เคียงกบัสภาพความเปน นจริง

มากข้ึน  

มีนกัวิจยัหลายท่านไดน้ าเสนอแบบจ าลองดงักล่าว โดยสมมุติตวัแปรท่ีเพิ่มข้ึนมา

อธิบายพฤติกรรมทางกลศาสตร์ท่ีแตกต่างกนัออกไป ไดแ้ก่ 

Filonenko-Borodich Foundation (1940) 

 สมมุติฐานของ Filonenko-Borodich คือ ส่วนบนและล่างของสปริงเช่ือมต่อกับ 

Elastic membrane ท่ีเคล่ือนตวัดว้ยค่าแรงดึง T  ดงัแสดงในรูปท่ี 2.10 

 
 
 

                                                                                                                (อา้งอิงจาก : Kerr, 1965) 

รูปท่ี 2.10 ฐานราก Filonenko-Borodich   

 แรงต้านทานของดินท่ีกระท าต่อช้ินส่วนโครงสร้าง  p x  สามารถเขียน 

ในรูปของสมการคือ 

T T 

Spring 
Rigid Layer 

Stretched Membrane with Tension 
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                 2

W B Bp x k v x T v x         ส าหรับฐานรากส่ีเหล่ียมหรือฐานรากวงกลม        (2-103)             
        

            
   

 2

2

B

W B

d v x
p x k v x T

dx
       ส าหรับ Strip Foundation                                       (2-104) 

 เม่ือ 2  คือ Laplace Operator 
2 2

2 2x y


 

 

 และ T  คือแรงดึง 

Hetenyi Foundation (1946) 

เปน นแบบจ าลองท่ีประกอบดว้ยช้ินส่วนสปริงอิสระท่ีติดกบัคานอีลาสติก (Elastic 

Beam) หรือแผ่นบางอีลาสติก (Elastic Plate) ซ่ึงสามารถเปล่ียนรูปเน่ืองจากการดดั (Bending)  

ดงัแสดงในรูปท่ี 2.11 

 

 
                                                                                              (อา้งอิงจาก : Dutta and Roy, 2002) 

รูปท่ี 2.11 ฐานราก Hetenyi 

ความสัมพนัธ์ระหว่างแรงตา้นทานของดินท่ีกระท าบนฐานราก (Force on the 

Foundation, Pressure)  p x  กบัค่าระยะโก่ง แสดงไดด้งัสมการ: 

                                                          4

W B Bp x k v x D v x                                              (2-105) 

 เม่ือ D  คือความแขนงเชิงดดัของแผน่บางอีลาสติก (Flexural Rigidity of the Elastic 

Plate) มีค่าเท่ากบั 3 2( ) / (12(1 ) )p p pE h  , pE  คือค่ายงัโมดูลสั (Young’s Modulus) ของวสัดุแผน่

บาง, p  คืออตัราส่วนโพซอง (Poisson’s Ratio) ของวสัดุแผน่บาง, ph  คือความหนาของแผน่บาง 

และ 4  คือ Laplace Operator 
4 4 4

4 4 2 2
  2

x y x y

  
  
  

 

Pasternak Foundation (1954) 

Pasternak เสนอผลแรงเฉือนในรูปของสปริง โดยสมมุติส่วนบนและล่างของ

สปริงเช่ือมต่อกบัชั้นท่ีตา้นทานไดเ้ฉพาะเพียงแรงเฉือนเท่านั้น ดงัแสดงในรูปท่ี 2.12 

Spring 
Rigid Layer 

Beam or Plate with flexural rigidity D 
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Spring 
Rigid Layer 

Shear Layer with Shear modulus  

 

 

 
                                                                                                       (อา้งอิงจาก : Schiel, 1942) 

รูปท่ี 2.12 ฐานราก Pasternak 

 แรงต้านทานของดินท่ีกระท าต่อช้ินส่วนโครงสร้าง  p x  สามารถเขียนใน 

รูปของสมการคือ 

                                                        
 2

2

B

W B P

d v x
p x k v x k

dx
                                           (2-106) 

 โดยท่ี 
Pk คือค่าโมดูลสัของชั้นแรงเฉือน (Shear Modulus of the Shear Layer) 

Generalized Foundation 

เปน นแบบจ าลองท่ีสมมุติจุดท่ีต่อของสปริงท่ีจ าลองพฤติกรรมของดินไม่เพียงแต่ 

มีแรงตา้นทานแลว้ ยงัประกอบไปดว้ยโมเมนตท่ี์กระท าต่อคาน โดยค่าโมเมนตเ์ปน นสัดส่วนโดยตรง

กบัมุมการบิด (Angle of Rotation) หน่วยของแรงตา้นทานและโมเมนตคิ์ดเปน นต่อหน่วยความยาว

ของคาน  

แรงตา้นทานของดินท่ีกระท าต่อช้ินส่วนโครงสร้าง  p x  และโมเมนตด์ดั  nm x  

สามารถเขียนในรูปสมการคือ 

                                                                 W Bp x k v x                                                        (2-107) 

                                                             
 

1

B

n

dv x
m x k

dn
                                                      (2-108)  

 โดยท่ี  nm x  คือค่าโมเมนตด์ดัในทิศทาง n , n  คือทิศทางท่ีทุกๆจุดบนระนาบ
ของฐานราก และ 1k  คือ Proportionality Factor 
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Kerr Foundation 

เปน นแบบจ าลองท่ีพฒันาจากแบบจ าลองของ Winkler โดยมีสปริงติดอยูท่ ั้งบนและ

ล่างของชั้นแรงเฉือน ดงัแสดงในรูปท่ี 2.13 

 
 
 
 

                                                                                                (อา้งอิงจาก : Gorbunov และ Posadov, 1949) 

รูปท่ี 2.13 ฐานราก Kerr 

สมการเชิงอนุพนัธ์ของแบบจ าลองน้ีสามารถเขียนไดคื้อ 

                                         2 22
2

1 1

1 B B

k G
p x p x k v x G v x

k k

 
      

 
                           (2-109) 

เม่ือ 
1k  คือค่าคงท่ีสปริงของชั้นแรงเฉือนท่ี 1 (Spring Constant of the First Layer), 

2k  คือค่าคงท่ีสปริงของชั้นแรงเฉือนท่ี 2 (Spring Constant of the Second Layer), G คือ 

ค่าโมดูลสัของชั้นแรงเฉือน และ  Bv x  คือค่าระยะโก่งท่ีเกิดข้ึนในชั้นแรงเฉือนชั้นแรก 

 นอกจากน้ียงัมีแบบจ าลองท่ีพฒันาต่ออีกมากมาย ในงานวิจยัคร้ังน้ีสนใจเพียง

แบบจ าลองของ Pasternak เพื่อน าแบบจ าลองดงักล่าวไปพฒันาให้มีประสิทธิภาพและความแม่นย  า

มากข้ึน จากปัญหาช้ินส่วนโครงสร้าง เม่ือพิจารณาช้ินส่วนคานท่ีวางบนฐานรากอีลาสติกประเภท 2 

ตวัแปร ภายใตน้ ้าหนกับรรทุกท่ีกระท า แสดงไดด้งัรูปท่ี 2.14  

 

 

 

 

First Layer 

Rigid Layer 

Shear Layer with  

Shear modulus  
Second Layer 

Foundation 
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รูปท่ี 2.14 ปัญหาคานท่ีวางบนฐานราก Winkler-Pasternak ภายใตแ้รงกระท าสม ่าเสมอ 

 
2.4.1 นิยาม (Definitions) 
 

 ในกรณีการศึกษาน้ี น าเสนอช้ินส่วนคานท่ีวางอยูบ่นฐานราก Winkler-Pasternak 

แสดงไดด้งัในรูปท่ี 2.15 โดยท่ีใน 1 เอเลเมนตป์ระกอบไปดว้ย 2 โหนด ซ่ึงแต่ละโหนดประกอบ 

ไปด้วย 2 อนัดับอิสรภาพ (Degree of Freedoms) คือ ค่าการกระจดัในแนวด่ิง (Vertical 

Displacement) และมุมบิด (Rotation) 

 

 

รูปท่ี 2.15 เอเลเมนตข์องคานท่ีวางอยูบ่นฐานราก Winkler-Pasternak 

 ค่าการกระจดัท่ีโหนดสามารถนิยามไดคื้อ  

                                                         1 1 2 2{ }Tv v U                                                    (2-110) 

 เม่ือ U  คือเวกเตอร์การการะจดัท่ีโหนด, v  คือการกระจดัในแนวด่ิง,   คือ 

ค่ามุมบิดและตวัเลขท่ีหอ้ยอยูใ่ตส้ัญลกัษณ์นิยามถึงค่าท่ีแต่ละโหนดนั้นๆ 

 จากรูปท่ี 2.15 แรงท่ีกระท าท่ีโหนดสามารถนิยามไดคื้อ 

                                                         1 1 2 2{ }TV M V MP                                                  (2-111) 

q(x) 

L 

x 

y 

  

  

  EI 
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 เม่ือ P  คือเวกเตอร์แรงท่ีโหนด, V  คือค่าแรงเฉือน, M  คือค่าโมเมนตด์ดัและ 

ตวัเลขท่ีหอ้ยอยูใ่ตส้ัญลกัษณ์นิยามถึงค่าท่ีแต่ละโหนดนั้นๆ 

 การกระจดัในแนวด่ิง ( )Bv x  ท่ีหน้าตดัใดๆของช้ินส่วนคาน สามารถรวมเปน น

เวกเตอร์ไดคื้อ  

                                                               ( ) ( )}{ Bvx xu                                                         (2-112)   

ความโคง้ ( )B x  ท่ีหนา้ตดัใดๆของช้ินส่วนคาน สามารถรวมเปน นเวกเตอร์ไดคื้อ 

                                                               {( ) ( )}BB x xd                                                       (2-113) 

 จากความสัมพนัธ์ระหว่างความโคง้ ( )B x  และการกระจดัในแนวด่ิง ( )Bv x  ท่ี 

หน้าตัดใดๆของช้ินส่วนคานสามารถหาค่าได้โดยตรงผ่านทางสมการความสอดคล้อง 

(Compatibility Equation) คือ 
2

2

( )
( ) B

B

d v x
x

dx
   จากทฤษฎีการวิเคราะห์คานของ Euler-Bernoulli 

การเสียรูปเน่ืองจากแรงเฉือนไม่น ามาพิจารณา โดยท่ีแรงเฉือนท่ีหน้าตดัใดๆของช้ินส่วนคาน

สามารถหาไดจ้ากสมการสมดุลโดยตรง 

 จากความสัมพนัธ์การเปล่ียนแปลงรูปและฟังก์ชันการกระจดัของคานสามารถ

เขียนไดใ้นรูปของเวกเตอร์คือ 

                                                               ( ) ( )B Bx x d u                                                        (2-114) 

 โดยท่ี 
B  คือ Differential Operator สามารถนิยามไดคื้อ 

                                                               
2

2B

d

dx

 
   

 
                                                             (2-115) 

 โมเมนตด์ดั ( )M x  ท่ีหนา้ตดัใดๆของช้ินส่วนคาน ถูกนิยามอยูใ่นเวกเตอร์ ( )B xD

สามารถเขียนไดคื้อ 

                                                             ( ) ( )B x M xD                                                        (2-116) 
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 การกระจดัของฐานราก Winkler ( )Wu x  ถูกนิยามอยูใ่นเวกเตอร์ ( )W xd  คือ 

                                                              ( ) ( )W Wx u xd                                                        (2-117) 

 จากทฤษฎีฐานรากของ Winkler และสมการความสอดคล้อง สามารถอธิบาย

ความสัมพนัธ์ระหวา่งค่าการกระจดัในแนวด่ิงของช้ินส่วนคานและฐานราก Winkler ไดคื้อ 

                                                               ( ) ( )W Bu x v x                                                          (2-118) 

 จากสมการท่ี (2-118) สามารถเขียนในรูปของเวกเตอร์ไดคื้อ 

                                                             ( ) ( )W Wx x d u                                                         (2-119) 

 เม่ือ 
W  คือ Differential Operator สามารถนิยามไดคื้อ 

                                                                    1W                                                                 (2-120) 

แรงเน่ืองจากฐานราก Winkler ( )WD x  ท่ีหนา้ตดัใดๆ ถูกนิยามในเวกเตอร์ ( )W xD  

สามารถเขียนไดคื้อ 

                                               ( ) ( )W Wx D xD                                                       (2-121) 

 การกระจดัของฐานราก Pasternak ( )Pu x  ถูกนิยามอยูใ่นเวกเตอร์ ( )P xd  คือ 

                                                              ( ) ( )P Px u xd                                                         (2-122) 

 จากสมการความสอดคล้องสามารถอธิบายความสัมพนัธ์ระหว่างค่าการกระจดั 

ในแนวด่ิงของช้ินส่วนคานและฐานรากของ Pasternak ไดคื้อ 

                                                             ( )
( ) B

P

dv x
u x

dx
                                                          (2-123) 

 จากสมการท่ี (2-123) สามารถเขียนในรูปของเวกเตอร์ไดคื้อ 

                                                             ( ) ( )P Px x d u                                                          (2-124) 
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 เม่ือ 
P  คือ Differential Operator สามารถนิยามไดคื้อ 

                                                                 P

d

dx

 
   

 
                                                             (2-125) 

แรงเน่ืองจากฐานราก Pasternak ( )PD x  ท่ีหน้าตดัใดๆ ถูกนิยามในเวกเตอร์ 

( )P xD  สามารถเขียนไดคื้อ 

                                                ( ) ( )P Px D xD                                                        (2-126) 
 

2.4.2 สมการสมดุลเชิงอนุพันธ์ของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานราก Winkler-Pasternak 
(Governing Differential Equilibrium Equation: Beam Element on Winkler-Pasternak 
Foundation) 
 

พิจารณาแผนภาพอิสระ (Free Body Diagram) ของช้ินส่วนคานยอ่ยๆท่ีวางอยูบ่น

ชั้นแรงเฉือนและแบบจ าลองสปริงของ Winkler ภายใตน้ ้ าหนกับรรทุกท่ีกระท า ดงัรูปท่ี 2.16 เม่ือ

ท าการพิจารณาสมการสมดุลในแนวด่ิงและโมเมนต ์สามารถเขียนไดด้งัสมการท่ี (2-127)-(2-128) 

 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                          (อา้งอิงจาก : Alemdar และ Gülkan, 1997) 

รูปท่ี 2.16 แผนภาพอิสระช้ินส่วนยอ่ยๆของคานท่ีวางอยูบ่นฐานราก Winkler-Pasternak 

 

 

 𝑞(𝑥) 

𝑘𝑊𝑣𝐵 𝑥  

𝑉 𝑥  𝑉 𝑥 + d𝑉 𝑥  

𝑘𝑃  
d𝑣𝐵 𝑥 

dx
  

𝑑𝑥 

𝑘𝑃  
d𝑣𝐵 𝑥 

dx
+
d2𝑣𝐵 𝑥 

dx2
dx  

𝑀 𝑥  

𝑀 𝑥 + d𝑀 𝑥  
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สมการสมดุลในแนวดิ่ง : 

                                   
2

2

( )( )
( ) ( ) 0B

W B P

d v xdV x
k v x k q x

dx dx
                                      (2-127)            

สมการสมดุลโมเมนต์ : 

                                     ( )
( ) 0

dM x
V x

dx
                                                    (2-128)                 

เม่ือค่า 
Pk  คือค่าโมดูลสัของชั้นแรงเฉือน 

ท าการหาอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงเทียบกบัระยะทาง x  ในสมการท่ี (2-128) จากนั้น 

น าค่าท่ีไดม้าแทนค่าในสมการท่ี (2-127) สามารถเขียนไดด้งัสมการท่ี (2-129) 

              
22

2 2

( )( )
( ) ( ) 0B

W B P

d v xd M x
k v x k q x

dx dx
                                    (2-129) 

สามารถเขียนในรูปเมทริกซ์ไดคื้อ 

                                         
( ) ( ) ( ) ( ) 0T T T

B B W W P Px x x x     D D D p                                  (2-130) 

เ ม่ือ ( ) { ( )}Tx q xp  คือ เวกเตอร์แรงภายนอกท่ีกระท าต่อช้ินส่วนคานของ 

เอเลเมนต ์

จากความสัมพนัธ์ความสอดคลอ้งของวสัดุคาน (Material Constitutive Law) ใน

สมการท่ี (2-62): 
2 2

2 2

( ) ( )B B
B

d v x d v x
M EI k

dx dx
   ท าการแทนค่าสมการท่ี (2-129) จะไดส้มการเชิง

อนุพนัธ์ คือ 

                                         
4 2

4 2

( ) ( )
( ) ( )B

BB P W
Bd d

k k k
dx d

v x v x
x x

x
v q                                   (2-131) 

จากสมการเชิงอนุพันธ์ในสมการท่ี (2-131) พิจารณาในรูปสมการเอกพันธ์ 

เชิงอนุพนัธ์ โดยท่ีแรงภายนอกท่ีกระท ากับช้ินส่วนคานมีค่าเท่ากับศูนย์ ( ) 0q x   ดังแสดงใน

สมการท่ี (2-132) เพื่อท าการหาผลเฉลยของปัญหา โดยท่ีก าหนดขอบเขตของปัญหาคือ 0 x L    
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4 2

4 2

( ) ( )
( ) 0B P W

B B
B

v x vd d
k k k

d d

x
v

x x
x                                       (2-132) 

แรงดนัดินท่ีกระท าต่อโครงสร้างช้ินส่วนคานหาได้จากสมการสมดุลในแนวด่ิง

และทฤษฎีฐานราก Pasternak ท่ีไดก้ล่าวไปขา้งตน้ สามารถนิยามไดต้ามสมการท่ี (2-106) 

 

2.4.3 การวิเคราะห์ด้วยวิธีการกระจัดของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานราก  Winkler-Pasternak 
(Displacement Formulation of Winkler-Pasternak Foundation-Based Beam Element) 
 

 ฟังก์ชันการกระจดั ( )xu  สามารถอธิบายในรูปของค่าการกระจดัท่ีโหนด U   

ผา่นทางเวกเตอร์ฟังกช์นัการเปล่ียนแปลงรูปร่าง ( )B xN  ไดคื้อ 

                                                               ( ) ( )Bx xu N U                                                        (2-133) 

 เม่ือ ( )B xN  คือเวกเตอร์ฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดรั้บมาจากการแก้

สมการสมดุลเชิงอนุพนัธ์ของปัญหา 

 

2.4.4 สมการความสอดคล้อง (Compatibility Equation) 
 

 การเปล่ียนแปลงรูปของปัญหาสามารถหาไดจ้ากค่าการกระจดัท่ีโหนด U โดยตรง

ผา่นความสัมพนัธ์คือ 

                                                               ( ) ( )B Bx xd B U                                                      (2-134) 

                                                               ( ) ( )W Wx xd B U                                                     (2-135)  

             ( ) ( )P Px xd B U                                                     (2-136) 

 เม่ือ ( )B xB , ( )W xB และ ( )P xB  คือเมทริกซ์ท่ีถูกนิยามถึงการแปลงความสัมพนัธ์

ระหวา่งการเปล่ียนแปลงรูปกบัค่าการกระจดัของคาน ฐานราก Winkler และฐานราก Pasternak 

ตามล าดบั สามารถนิยามไดคื้อ                                                                    
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                                                               ( ) ( )B B Bx xB N                                                    (2-137) 

                                                               ( ) ( )W W Bx xB N                                                   (2-138)         

                                                               ( ) ( )P P Bx xB N                                                    (2-139)    
 

2.4.5 ความสัมพันธ์ของคุณสมบัติวัสดุที่หน้าตัดใดๆของช้ินส่วนคาน ฐานราก Winkler และ 
ฐานราก Pasternak (Material Constitutive Laws: Beam and Foundation Section)  
 

 ความสัมพนัธ์ของโมเมนต์ดดั ( )M x  กบัค่าความโคง้ ( )B x  ของคาน ก าหนดให้
มีความสัมพนัธ์เปน นสมการไบลิเนียร์ สามารถเขียนไดคื้อ 

                                          ( ) ( )BM x x หรือ  ( ) ( )B Bx xD ψ d                                  (2-140) 

 ความสัมพนัธ์ของแรงเน่ืองจากฐานราก Winkler ( )WD x  กบัค่าการกระจดัของ

ฐานราก Winkler ( )Wu x  ก าหนดใหมี้ความสัมพนัธ์เปน นสมการไบลิเนียร์ สามารถเขียนไดคื้อ 

                                          ( ) ( )W WD x xu หรือ  ( ) ( )W Wx xD Ξ d                               (2-141) 

 ความสัมพนัธ์ของแรงเน่ืองจากฐานราก Pasternak ( )PD x  กบัค่าการกระจดัของ

ฐานราก Pasternak ( )Pu x  ก าหนดใหมี้ความสัมพนัธ์เปน นสมการไบลิเนียร์ สามารถเขียนไดคื้อ 

                                          ( ) ( )P PD x xu หรือ  ( ) ( )P Px xD Θ d                                (2-142) 

 ความสัมพนัธ์ไร้เชิงเส้นระหว่างค่าแรงและการเปล่ียนแปลงรูปของช้ินส่วนคาน

และฐานรากสามารถเขียนในรูปเมทริกซ์ไดคื้อ         

                                                     0( ) ( ) ( )B B B Bx x x D D k d                                              (2-143) 

                                                    0( ) ( ) ( )W W W Wx x x D D k d                                             (2-144)     

                                                     
0( ) ( ) ( )P P P Px x x D D k d                                              (2-145)                                                                                                       
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 เม่ือ 0 ( )B xD , 0 ( )W xD  และ
0 ( )P xD  คือค่าแรงเร่ิมตน้ท่ีหนา้ตดัใดๆของช้ินส่วนคาน 

ฐานราก Winkler และฐานราก Pasternak ตามล าดบั นอกจากน้ี 
Bk , 

Wk  และ 
Pk คือค่าเมทริกซ์

สติฟเนสสัมผสัท่ีหนา้ตดัใดๆของช้ินส่วนคาน ฐานราก Winkler และ ฐานราก Pasternak ตามล าดบั 

 
2.4.6 หลกัการงานเสมือน (The Virtual Displacement Principle) 
 

จากการวิเคราะห์ปัญหาด้วยวิธีการกระจดั (Displacement-Based Formulation) 

ผ่านหลักการของงานเสมือน ท าให้สมการสมดุลในสมการท่ี (2-130) ถูกก าหนดอยู่ในรูปของ 

Weak Sense โดยก าหนดให้ฟังก์ชนัการกระจดั ( )xu  เปน นตวัแปร Arbitrary ดงันั้นสามารถเขียน

เปน นสมการ Weak Equilibrium ไดคื้อ 

                            ( ) ( ) ( ) (( ) ))( 0T T T T

B B W W P P

L

x x x x dx x       u D D D p                          (2-146)   

 แทนค่าสมการท่ี (2-143)-(2-145) ลงในสมการท่ี (2-146) จากนั้นท าการอินทิเกรต

แยกส่วน (Integration by Parts) และท าการแทนค่าสมการท่ี (2-133) ลงไป สามารถเขียนไดใ้นรูป

ของสมการไฟไนตเ์อเลเมนตคื์อ 

                                      0 0 0( ) ( )B W P B W P     K K K U P P P P                                     (2-147) 

 เม่ือ 
( ) ( ) ( )T

B B B B

L

x x x dx K B D B  คือเอเลเมนตเ์มทริกซ์สติฟเนสของช้ินส่วนคาน; 

( ) ( ) ( )T

W W W W

L

x x x dx K B D B  คือเอเลเมนตเ์มทริกซ์สติฟเนสของฐานราก Winkler; 

( ) ( ) ( )T

P P P P

L

x x x dx K B D B  คือเอเลเมนตเ์มทริกซ์สติฟเนสของฐานราก Pasternak; 

0 0( ) ( )T

B B B

L

x x dx P B D  คือเวกเตอร์เอเลเมนตแ์รงตา้นทานของช้ินส่วนคาน;  

0 0( ) ( )T

W W W

L

x x dx P B D  คือเวกเตอร์เอเลเมนตแ์รงตา้นทานของฐานราก Winkler; 

และ 0 0( ) ( )T

P P P

L

x x dx P B D  คือเวกเตอร์เอเลเมนตแ์รงตา้นทานของฐานราก Pasternak 

 
จากหลักการการวิ เคราะห์ปัญหาด้วยวิ ธีการกระจัด (Displacement-Based 

Formulation) ของปัญหาช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่บนฐานราก Winkler-Pasternak สามารถสรุปเปน น

http://dict.longdo.com/search/Arbitrary
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แผนภาพ Tonti’s Diagram ไดด้งัแสดงในรูปท่ี 2.17 โดยท่ีแผนภาพน าเสนอในรูปของ Weak Form 
เม่ือ ( )xu  คือ Primary Variable ของปัญหา ซ่ึงสามารถน าไปหาค่าการเปล่ียนแปลงรูปของปัญหา
โดยตรงผา่นสมการความสอดคลอ้งในสมการท่ี (2-134)-(2-136) นอกจากน้ีความสัมพนัธ์ระหวา่ง
สมการความสอดคลอ้งไปยงัสมการสมดุลถูกอธิบายในรูปของ  Weighted Integral Form หรือ 
Weak Sense ผา่นหลกัการงานเสมือน 

 

 ( ) ( )B Bx xD ψ d  

 ( ) ( )W Wx xD Ξ d  

Section Constitutive Law 

Soil Constitutive Law 

( )xp  

Equilibrium 

(( ) ( ) ( ) ( ) 0))(T T T T

B B W W P P

L

x x x x x dx        u D D D P
 

 

( ), ( ), ( )B W Px x xD D D

 

Strong form 

Weak form 

( )xu
 

( ), ( ), ( )B W Px x xd d d  

Compatibility 

( ) ( )B Bx x d u  

( ) ( )W Wx x d u
 

( ) ( )P Px x d u
 

 

End Displacements 

Essential BCs 

Natural BCs 

End Forces 

 ( ) ( )P Px xD Θ d  

 
รูปท่ี 2.17 แผนภาพของ Tonti ส าหรับปัญหาคานบนฐานราก Winkler-Pasternak ภายใต ้

การวเิคราะห์ดว้ยวธีิการกระจดั 

 

2.4.7 ฟังก์ชันการเปลี่ยนแปลงรูปร่างที่ได้จากการวิเคราะห์ (Improved Displacement Shape 
Functions) 

  

 นิยามตวัแปรส าหรับการแกปั้ญหาหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ในสมการท่ี 

(2-132) โดยท่ีก าหนดให้ /P BA k k และ /W BB k k  จากนั้นน าค่าไปแทนในสมการท่ี (2-132) 

สามารถเขียนไดคื้อ 
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4 2

4 2

( ) ( )
( ) 0B B

B

d d
A B

dx dx

v x v x
v x                                           (2-148) 

ก าหนดให ้
n

n

n

d
D

dx
  ดงันั้นจากสมการท่ี (2-148) สามารถเขียนไดคื้อ 

                                                      4 2 ( ) 0BD AD B v x                                                   (2-149) 

จากสมการท่ี (2-149) ค่ารากของผลเฉลย ไดแ้ก่ 

                                           
 2

1

4

2

A A B
D

 
                                                 (2-150) 

                                          
 2

2

4

2

A A B
D

 
                                                (2-151) 

                                          
 2

3

4

2

A A B
D

 
                                                  (2-152) 

                                         
 2

4

4

2

A A B
D

 
                                                 (2-153) 

จากผลเฉลยของปัญหามีความเปน นไปได ้3 กรณี ในการแกห้าผลเฉลยของปัญหา

ซ่ึงข้ึนอยู่กบัตวัแปร A  และ B  ไดแ้ก่ 2A B , 2A B  และ 2A B  ซ่ึงกรณี 2A B  
หรือ 4P W Bk k k  เปน นกรณีพิเศษท่ีมีความเปน นไปไดใ้นการเกิดนอ้ยมาก ซ่ึงผลเฉลยของปัญหาทั้ง 

3 กรณีถูกเสนอโดย Alemdar และ Gülkan (1997) 

2.4.7.1 The Shape Functions for the Case 2A B  

 

ส าหรับในกรณี 2A B  สมการท่ี (2-150)-(2-153) สามารถเขียนไดคื้อ 

                                             
 2

1

4

2

A i B A
D

 
                                              (2-154) 

                                            
 2

2

4

2

A i B A
D

  
                                            (2-155) 
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 2

3

4

2

A i B A
D

 
                                             (2-156) 

                                            
 2

4

4

2

A i B A
D

  
                                            (2-157) 

ก าหนดความสัมพนัธ์ตวัแปร 
Bk , 

Wk  และ 
Pk ใหอ้ยูใ่นรูปของตวัแปร คือ 

                                                 4 4

4 4

W

B

kB

k
                                                        (2-158) 

                                                    
4 4

P

B

kA

k
                                                            (2-159) 

                                                   2                                                              (2-160) 

                                                   2                                                              (2-161) 

ทั้งตวัแปร  และ   มีมิติของหน่วยคือ 1/ L น าตวัแปรจากสมการท่ี (2-158)- 

(2-161) ไปแทนในค่ารากของผลเฉลยในสมการท่ี (2-154)-(2-157) สามารถเขียนไดคื้อ 

                                                                 
1D i                                                              (2-162) 

                                                                
2D i                                                             (2-163) 

                                                                
3D i                                                               (2-164) 

                                                               
4D i                                                              (2-165) 

 พิจารณาค่ารากในสมการท่ี (2-162)-(2-165) ผลเฉลยของปัญหาในกรณีน้ีสามารถ

แสดงดงัสมการท่ี (2-166) คือ 

                                

   

1 2

3 4

( ) cos[ ] sin[ ] cos[ ] sin[ ]

cos[ ] sin[ ] cos[ ] sin[ ]

x x

B

x x

v x a e x x a e x x

a e x x a e x x

 

 

   

   





    

  
         (2-166) 

ผลเฉลยในสมการท่ี (2-166) ไม่พิจารณาผลแรงดึงในแนวแกนของช้ินส่วนคาน 
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ฟังกช์นัไฮเพอร์โบลิก: 

                                                        cosh[ ] sinh[ ]xe x x                                                (2-167) 

                                                       cosh[ ] sinh[ ]xe x x                                                 (2-168) 

ท าการแทนค่าฟังก์ชันไฮเพอร์โบลิกจากสมการท่ี (2-167)-(2-168) ในสมการ 

ผลเฉลย (2-166) จากนั้นท าการจดัรูปจะไดส้มการผลเฉลยในเทอมของไฮเพอร์โบลิกและฟังก์ชนั

ตรีโกณมิติ ดงัแสดงในสมการท่ี (2-169) 

                                 1 2

3 4

( ) cos[ ]cosh[ ] cos[ ]sinh[ ]

sin[ ]cosh[ ] sin[ ]sinh[ ]

Bv x c x x c x x

c x x c x x

   

   

  


                          (2-169) 

จากสมการท่ี (2-169) สามารถเขียนในรูปเมทริกซ์ไดคื้อ 

                                                                    ( )B

Tv x  Γ C                                                        (2-170) 

จากเง่ือนไขขอบดงัแสดงในรูปท่ี 2.15 สามารถแสดงไดด้งัสมการท่ี (2-171) 

                            
1 1 20

0

; ;B
B Bx x L

x

dv
v v v v

dx


 


    และ 2
B

x L

dv

dx




                  (2-171) 

ท าการแทนค่าฟังก์ชันการกระจดั ( )Bv x  และอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงของฟังก์ชัน 

การกระจดั ( )Bv x  จากสมการท่ี (2-171) แทนค่าในสมการท่ี (2-169) สามารถเขียนความสัมพนัธ์ได้

ในรูปเมทริกซ์คือ       

                                                                       U TC                                                            (2-172)                        

 จากนั้นท าการแทนค่าสมการ (2-172) ในสมการท่ี (2-170) จะได ้

                                                         1( ) ( )BB

Tv x x Γ T U N U                                           (2-173) 

สมการการเปล่ียนแปลงรูปร่างของช้ินส่วนคาน ( )B xN : 

                      

 

 
    2 2 2 2

1 2 3 4 5 6 10 7 4 5 3 6

1

61

BN x
               



      
          (2-174)         
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 5 11 12 13 14 10

2

61

2
BN x

     



 



                                   (2-175)    

       

            

 
     2 2

1 5 15 13 16 11 10 3 15 13 11 17 13 5

3

61

2

BN x
              



    
  (2-176)          

  

                                                 
 

 13 5 12 14 11 10

4

61

2
BN x

     



 


                                  
  (2-177) 

อนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงเทียบกบัระยะทาง x  ของสมการการเปล่ียนแปลงรูปร่างของ 

ช้ินส่วนคาน ( )
( ) B

B

d x
x

dx


N
Y : 

                                               2 2

5 11 12 13 14 10

1

61

2
( )BY x

       



 



                           (2-178) 

         

 

    2 2 2

1 3 11 13 14 5 6 10 17 13 5 11 3 6

2

61

2 2 2 2
( )BY x

               



    
    (2-179) 

                                 2 2

13 5 12 14 11 10

3

61

2
( )BY x

       



 
                            (2-180)                 

            
     2 2

15 13 1 5 3 10 11 16 1 5 10 17 13 5

4

61

2
( )BY x

             



    
       (2-181) 

อนุพนัธ์อนัดบัท่ีสองเทียบกบัระยะทาง x  ของสมการการเปล่ียนแปลงรูปร่างของ 

ช้ินส่วนคาน 
2

2

( ) ( )
( ) B B

B

d x d x
x

dx dx
 

N Y
B : 

        2 2 2

1 13 14 11 18 5 3 12 17 13 10

1

61

2
( )BB x

            



    



        (2-182)    

                               

    

   

2 2 2

1 5 11 17 13 3 6

2

61

2 2 2 2

10 3 11 13 14 5 6

61

2 2
( )

4 2

BB x
         



         



     


   
               (2-183)      

                      2 2 2

18 13 5 1 14 11 3 13 12 17 11 10

3

61

2
( )BB x

               



    



      (2-184) 
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2 2

15 13 3 1 5 10

4

61

2 2 2 2 2

11 1 16 3 13 5 10 14 14

61

2 2
( )

2 2

BB x
       



             



   


    
     (2-185) 

2.4.7.2 The Shape Functions for the Case 2A B  

 
จากสมการท่ี (2-150)-(2-153)  สามารถเขียนผลเฉลยค่ารากของปัญหาใน 

กรณี 2A B  ไดคื้อ 

                                                                    
1D i                                                           (2-186) 

                                                                    
2D i                                                         (2-187) 

                                                                    
3D i                                                           (2-188) 

                                                                   
4D i                                                          (2-189) 

 เม่ือ 2     และ 2     พิจารณาค่ารากในสมการท่ี (2-186)- 

(2-189) ผลเฉลยของปัญหาในกรณีน้ีสามารถแสดงดงัสมการท่ี (2-190) คือ 

                                              
1 2 3 4( )

x x x x

Bv x a e a e a e a e
            

                         (2-190) 

 จากนั้นแทนค่าฟังกช์นัไฮเพอร์โบลิกสมการท่ี (2-167)-(2-168) ในสมการผลเฉลย 

ท่ี (2-190) จดัรูปจะไดส้มการผลเฉลยในเทอมของไฮเพอร์โบลิกและฟังกช์นัตรีโกณมิติ ดงัแสดงใน

สมการท่ี (2-191) 

 1 2 3 4( ) cosh cosh sinh cosh cosh sinh sinh sinhBv x c x x c x x c x x c x x            (2-191) 

สมการการเปล่ียนแปลงรูปร่างของช้ินส่วนคาน ( )B xN : 
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2 2 2 2

1 20 4 19 21 6 22

1

62

10 20 6 23 4 21

62

BN x
          



      



     


  
          (2-192)

  

                                                    
 

 10 24 25 11 12 21

2

62

2
BN x

     




                                  (2-193)             

    

                                  

 
 

    

26 11 20 10 1 21

3

62

2 2

24 11 10 21 15 20 10 1 21

62

2

2

BN x
    



         



 


    
        (2-194) 

             

                                                     
 

 11 10 25 12 24 21

4

62

2
BN x

     




                                 (2-195) 

อนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงเทียบกบัระยะทาง x  ของสมการการเปล่ียนแปลงรูปร่างของ 

ช้ินส่วนคาน ( )
( ) B

B

d x
x

dx


N
Y : 

                                  

    

      

2 2

19 20 10 27 10 22 21

1

62

2 2

28 29 30

62

2 2
( )

2

2

BY x
          



       



     


      
        (2-196) 

                2

20 11 12 24 31 10 1 25 18 11 21

2

62

2 2
( )BY x

           



    
         (2-197) 

                                        2 2

11 10 25 12 24 21

3

62

2
( )BY x

       



 



                 (2-198) 

           
   2

31 11 10 20 12 24 1 11 25 18 24 21

4

62

2
( )BY x

            



    
         (2-199) 

อนุพนัธ์อนัดบัท่ีสองเทียบกบัระยะทาง x  ของสมการการเปล่ียนแปลงรูปร่างของ 

ช้ินส่วนคาน 
2

2

( ) ( )
( ) B B

B

d x d x
x

dx dx
 

N Y
B : 
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2 22 2 2

32 1 33 34

1

62

2 2

35 36 10 23

62

2
( )

2

2

2

BB x
         



          



     


       
             (2-200)  

        

 

    2 2 2 2

18 20 11 1 31 24 10 24 25 11 12 21

2

62

2 2 2
( )BB x

              



   
    (2-201) 

 

      2 2 2

31 11 10 20 12 24 1 11 25 18 24 21

3

62

2
( )BB x

               



    
   (2-202) 

           2 2 2 2

1 31 11 18 20 24 11 10 25 12 24 21

4

62

2 2 2
( )BB x

              



     
    (2-203) 

2.4.7.3 The Shape Functions for the Case 2A B  

 
ส าหรับกรณีน้ีเปน นกรณีพิเศษท่ีมีความเปน นไปได้ในการเกิดน้อยมาก ผลเฉลย 

ของปัญหาในกรณีน้ีสามารถแสดงดงัสมการท่ี (2-204) คือ 

                                         
4 4 4 4

1 2 3 4( ) Bx Bx Bx Bx

Bv x c e c xe c e c xe                              (2-204) 

 เม่ือ /W BB k k  

สมการการเปล่ียนแปลงรูปร่างของช้ินส่วนคาน (Displacement shape 

functions) ( )B xN : 

         

 

     37 38 44 39 45 40 47 46 41 48 46

1

42

1 1
( )BN x

          



      
          (2-205) 

                          37 39 38 40 63 41 49

2

42

( )B

x x x x
N x

      



     
                 (2-206) 

            

       43 40 50 38 51 56 41 51 56 52

3

42

1 1 1 1
( )BN x

         



          
            (2-207)  

     

         

         43 41 38 40 38 57 41 57

4

42

1 1 1 1 1
( )B

x L
N x

       



           
    (2-208) 
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อนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงเทียบกบัระยะทาง x  ของสมการการเปล่ียนแปลงรูปร่างของ 

ช้ินส่วนคาน ( )
( ) B

B

d x
x

dx


N
Y : 

                    
     37 39 38 41 63 40 49

1

42

( )B

B x x x x
Y x

      



    
                (2-209) 

                 37 39 44 38 45 41 47 46 40 48 46

2

42

1 1
( )BY x

          



      
        (2-210)                 

    

      

         43 41 38 40 41 57 38 57

3

42

1 1 1 1 1
( )B

B x L
Y x

       



          
     (2-211)    

   

                 

       43 40 52 41 51 56 38 51 56 50

4

42

1 1 1 1
( )BY x

         



          
   (2-212) 

อนุพนัธ์อนัดบัท่ีสองเทียบกบัระยะทาง x  ของสมการการเปล่ียนแปลงรูปร่างของ 

ช้ินส่วนคาน 
2

2

( ) ( )
( ) B B

B

d x d x
x

dx dx
 

N Y
B :  

   
     37 39 53 38 54 40 59 55 41 59 55

1

42

( )B

B B
B x

          



        
   (2-213)            

         1/4

37 39 44 38 45 41 60 46 40 60 46

2

42

1 1 2 2
( )B

B
B x

          



          
  (2-214) 

   

         

       43 40 50 38 58 56 41 58 56 52

3

42

1 1 1 1
( )B

B
B x

         



          
    (2-215)         

  

      

       1/4

43 40 52 41 58 56 38 58 56 52

4

42

2 2 2 2
( )B

B
B x

         



          
    (2-216) 

จากสมการท่ี (2-174)-(2-216) ไดมี้การนิยามตวัแปรเพื่อลดรูปสมการในสั้นลงเพื่อ

สะดวกในการเขียน โดยท่ีตวัแปรดงักล่าวสามารถหาไดจ้าก 

1 cosh[ ]x   ;  2 cos[ 2 ]L x   ; 3 cos[ ]x  ; 4 cosh[2 ]L  ; 5 sin[ ]x  ; 

6 sinh[2 ]L  ;  7 sin[ 2 ]L x   ; 8 sin[ ]x  ; 9 cos[2 ]L  ; 10 sinh[ ]x  ; 

11 sinh[ ]L  ;  12 sinh[ ]L x   ; 13 sin[ ]L  ;  14 sin[ ]L x   ; 15 cosh[ ]L  ; 

16 cos[ ]L  ;  17 cos[ ]L x   ;  18 cosh[ ]L x   ; 19 cosh[2 ]L  ; 20 cosh[ ]x  ; 
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21 sinh[ ]x  ; 22 sinh[2 ]L  ;  23 sinh[ 2 ]L x   ; 24 sinh[ ]L  ;  

 25 sinh[ ]L x   ; 26 cosh[ ]L  ;  27 sinh[ ]x    ;  28 sinh[ ]x    ; 

 29 sinh[2 ]L x       ;   30 sinh[2 ]L x      ;   31 cosh[ ]L x   ;  

 32 cosh[ ]x    ;  33 cosh[ 2 ]L x   ;  34 cosh[ ]x    ; 

 35 cosh[2 ]L x       ;  36 cosh[2 ]L x      ;   1/42

37

L x B
e
 

 ; 
1/42

38

xBe  ; 

1/44

39

LBe  ;   1/42

40

L x B
e


 ;  

1/42

41

LBe  ;  2 1/4

42 2 1 2 cosh[2 ]L B LB    ;   1/4

43

L x B
e
 

 ; 

1/4

44 1 xB    ; 1/4

45 1 xB   ;  46 2L L x B   ;   1/4

47 2L x B   ;   1/4

48 2L x B    ; 

  1/4

49 2L L x B    ;   1/4

50 L x B    ;   1/4

51 L x B   ;   1/4

52 L x B   ; 

3/4

53 B xB   ; 3/4

54 B xB   ;  55 2L L x B   ; 56 2Lx B  ; 1/4

57 2xB  ; 

  1/4

58 3L x B   ;   3/4

59 2L x B   ;   1/4

60 4L x B   ; 2 2 2 2

61 9 4           ; 

2 2 2 2

62 4 19           ;   1/4

63 2L L x B   ;  

 ในกรณีท่ีค่าตวัแปรเน่ืองจากฐานราก 
Wk และ 

Pk  มีค่าเขา้ใกลค้่า 0 ส่งผลท าให ้

ตวัแปร 0  , 0  , 0   และ 0   รูปแบบฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้ากการ

วเิคราะห์ทางทางทฤษฎี ทั้งในกรณี 2A B  และ 2A B  จะกลายเปน น Hermitian Polynomials 

Interpolation Functions หรือสมการพหุนามก าลงัสาม ซ่ึงเขียนไดด้งัสมการท่ี (2-98)-(2-101) และ

ในกรณีท่ีค่าตวัแปรเน่ืองจากฐานราก 
Pk  มีค่าเขา้ใกลค้่า 0 รูปแบบฟังก์ชนัการเปล่ียนรูปร่างของ

ปัญหาจะกลายเปน นฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างในกรณีปัญหาช้ินส่วนคานท่ีวางอยูบ่นฐานราก 

Winkler ดงัแสดงในสมการท่ี (2-90)-(2-93) 

ส าหรับค่า Flexural Rigidity ของช้ินส่วนคาน 
Bk , ค่าโมดูลสัตา้นทานของฐานราก 

Winkler 
Wk  และค่าโมดูลสัตา้นทานของชั้นแรงเฉือน 

Pk  ในความสัมพนัธ์ของคุณสมบติัวสัดุอาจมี

ค่าไม่คงท่ี ตวัแปร    และ   สามารถหาไดจ้ากเทคนิคการหาค่าเฉล่ียจากค่าท่ีลู่เขา้ในขั้นตอนก่อน

หนา้น้ีเพื่อท่ีจะไปประมาณค่าฟังกช์นัรูปร่าง ( )B xN  ในกระบวนการรับน ้าหนกับรรทุกนั้นๆ  

เทคนิคการประมาณ คือค่าตวัแปร 
AVE

Bk , AVE

Wk  และ AVE

Pk  จะถูกหาค่าเฉล่ียก่อน

น าไปหาค่าเฉล่ียตวัแปร AVE  และ AVE  ดงัแสดงในสมการท่ี (2-217)-(2-218) 

                                                      
4

AVE
AVE W

AVE

B

k

k
                                                    (2-217) 
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                                                       4

AVE
AVE P

AVE

B

k

k
                                                      (2-218) 

โดยท่ี 
1

NI
B

P
VE

i

iA i
B

wk
k

L

 , 
1

NI
W

P
VE

i

iA i
W

wk
k

L


 
และ 

1

NI
P

P
VE

i

iA i
P

wk
k

L

    

เ ม่ือ 
iw  คือค่าอัตราส่วนน ้ าหนักท่ี จุดอินทิเกรต i ,  NIP คือจ านวนจุดใน 

การอินทิเกรต, และ L  คือความยาวของช้ินส่วน i                                                     
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บทที ่3 
วธิีการด าเนินการวจิัย 

 

 

3.1 ศึกษาทฤษฎแีละงานวจิัยทีเ่กีย่วข้อง 
 
 

เน่ืองจากงานวิจยัน้ีเก่ียวขอ้งกบัทฤษฎีและงานวิจยัหลายๆงานวิจยั ในช่วงเร่ิมตน้

ของงานวิจยัจึงเป็นการทบทวนทฤษฎีและงานวิจยัต่างท่ีเก่ียวขอ้ง ไดแ้ก่ ทฤษฎีการวิเคราะห์คาน

ของ Euler-Bernoulli เป็นตน้ จากนั้นไดท้  าการศึกษาบทความวิจยัท่ีเก่ียวขอ้ง ซ่ึงรายละเอียดหลกัๆ

ของการศึกษา คือศึกษาการจ าลองพฤติกรรมดินหรือฐานรากและวิเคราะห์ผลตอบสนองกบัของ

ปัญหาช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่บนดินหรือฐานราก ดงัท่ีไดก้ล่าวไปในทฤษฎีท่ีเก่ียวขอ้ง นอกจากน้ี

งานวจิยัน้ียงัไดมี้การใชโ้ปรแกรมคอมพิวเตอร์ในการช่วยค านวณผลตอบสนองของปัญหา  

 
 

3.2 โปรแกรมทีเ่กีย่วข้องกบังานวจิัย 

 
 

 เน่ืองมาจากการค านวณผลตอบสนองของปัญหาในงานวิจยัน้ีค่อยขา้งซับซ้อน 

และมีกระบวนการค านวณมากมาย การน าโปรแกรมคอมพิวเตอร์เขา้มาช่วยในการค านวณจึงเป็น

ตัวเลือกหน่ึงท่ีเพิ่มความสะดวกและความรวดเร็วในการได้มาซ่ึงผลตอบสนองของปัญหา 

โปรแกรมท่ีเก่ียวขอ้งกบังานวจิยัน้ี ไดแ้ก่ 

 
3.2.1 Mathematica (Wolfram, 1992) 

 Mathematica เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์หน่ึงท่ีมีคุณภาพท่ีใช้ส าหรับค านวณ 
เชิงตวัเลข สัญลกัษณ์ ฟังก์ชันทางคณิตศาสตร์ และสามารถแสดงผลในรูปของแผนภาพได ้
นอกจากน้ียงัเป็นโปรแกรมท่ีเขียนมาจากภาษาพื้นทางคอมพิวเตอร์ซ่ึงไดแ้ก่ ภาษาซี (C/C++) และ 
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ภาษาจาวา (Java) จากประโยชน์ของโปรแกรมท่ีกล่าวมาขา้งตน้ท าให้โปรแกรม Mathematica เป็น
ท่ีนิยมในการใชแ้กปั้ญหาทางวศิวกรรม คณิตศาสตร์ ฟิสิกส์ และการเงิน เป็นตน้ 

 ในงานวิจยัน้ีไดใ้ชโ้ปรแกรม Mathematica ส าหรับการค านวณตวัแปรท่ีเก่ียวขอ้ง

กบังานวิจยั งานหลกัๆคือการสร้างฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างแม่นย  าหรือฟังก์ชนัรูปร่างท่ีได้

จากการวิเคราะห์ของปัญหาของแบบจ าลองช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่บนฐานรากประเภท 2 ตวัแปร  

ดงัแสดงในรูปท่ี 3.1 ซ่ึงแบบจ าลองดงักล่าวสามารถแบ่งฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างได ้3 กรณี 

ซ่ึงไดก้ล่าวไวใ้นทฤษฎีท่ีเก่ียวขอ้งกบังานวจิยั  

 

รูปท่ี 3.1 โปรแกรม Mathematica 

 
3.2.2 FEAP (Taylor, 2000) 

โปรแกรม FEAP เป็นหน่ึงในโปรแกรมทางด้านวิศวกรรม ท่ีใช้วิเคราะห์

โครงสร้างในงานในระบบ 2 มิติ ซ่ึงไดแ้ก่ โครงถกั (Truss) โครงขอ้แข็ง (Frame) และโครงสร้าง

ผสม เป็นตน้ ภายใตปั้ญหาท่ีถูกกระท าดว้ยน ้ าหนกับรรทุกทางสถิตศาสตร์ (Static Loads) ดงัแสดง

ในรูปท่ี 3.2  โดยท่ีโปรแกรม FEAP พฒันาข้ึนมาจากหลกัการของระเบียบวธีิไฟไนตเ์อเลเมนต ์และ

วิธี Direct Stiffness Methods โดยการท างานของโปรแกรมผา่นตวัแปรท่ีป้อนเขา้ไป (Input Data) 
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ซ่ึงได้แก่ ขอ้มูลของโหนด ขอ้มูลเอเลเมนต์ และแรงกระท าต่างๆ เป็นตน้ โปรแกรมจะท าการ

ประมวลผลแสดงเป็นผลตอบสนองออกมา (Output Data) 

 

รูปท่ี 3.2 โปรแกรม FEAP 

 
3.2.3 Digital Visual Fortran 

 โปรแกรม Digital Visual Fortran เป็นหน่ึงในภาษาทางคอมพิวเตอร์ท่ีมี
ประสิทธิภาพและใชก้นัอยา่งแพร่หลายตั้งแต่อดีตมาจนถึงปัจจุบนั โดยค าวา่ “Fortran” เป็นค าผสม
ท่ีมาจากค าว่า “Formula” และ “Translation” ซ่ึงพฒันามากจากเคร่ืองคอมพิวเตอร์ IBM 704 
เน่ืองจากมีการพฒันาระบบซอฟต์แวร์ทางด้านคอมพิวเตอร์มากข้ึน การน าไปประยุกต์ใช้ใน 
การแกปั้ญหาจึงมีมากข้ึนเร่ือยๆ ปัญหาทางดา้นวศิวกรรมศาสตร์เป็นหน่ึงในนั้น 

 ในงานวิจยัน้ีไดใ้ชโ้ปรแกรม Digital Visual Fortran เป็นหลกัในการช่วยค านวณ

และแสดงผลดงัแสดงในรูปท่ี 3.3 โดยโปรแกรมจะท างานร่วมกับโปรแกรม FEAP ผ่านทาง 

ตวัแปร 
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รูปท่ี 3.3 โปรแกรม Digital Visual Fortran 
 
 

3.3 กระบวนการท างานของโปรแกรม 
 
 

 จากท่ีกล่าวมาขา้งตน้ในงานวิจยัน้ีไดใ้ชโ้ปรแกรม Digital Visual Fortran ใน 

การเขียนกระบวนการหาผลตอบสนองของปัญหาเป็นหลกั ซ่ึงขั้นตอนการท างานของโปรแกรม 

แต่ละขั้นตอนมีการท างานเป็นระบบๆ เพื่อช่วยให้เข้าใจการท างานของโปรแกรมมากข้ึน  

ในงานวิจยัน้ีจึงจดัท าแผนภาพกระบวนการท างานของโปรแกรมดงัแสดงในรูปท่ี 3.4 และ 3.5 

พร้อมค าอธิบาย โดยท่ีรูปท่ี 3.4 คือแผนภาพกระบวนการท างานของโปรแกรมปัญหาช้ินส่วน

แนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น และรูปท่ี 3.5 คือแผนภาพกระบวนการท างานของโปรแกรมปัญหา

ช้ินส่วนคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร 
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รูปท่ี 3.4 กระบวนการท างานของโปรแกรมปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น 

 

 

Algorithm 

 

Displacement Control :  

Force Control              :  

 

 

 Read Parameters form History NIP : 

 

 

Check value of  

 

 

 

 

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Save Parameters form History NIP : 

 

 

 

 

 

Print Response 

Print Input Paremeters 
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รูปท่ี 3.5 กระบวนการท างานของโปรแกรมปัญหาคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร 

 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 
  

 

 

 
,  

,  

 
,  

 
 
 

 
 

 

 

Algorithm 

 

Displacement Control :  

Force Control                :  

 

 

 Read Parameters form History NIP : 

 

 

Check value of   

 

 

 

 

 
 
 

Save Parameters form History NIP : 

 

 

 

 

 

Print Response 

Print Input Paremeters 
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ขั้นตอนการท างานของโปรแกรมสามารถอธิบายไดด้งัน้ี 
1. ท าการแบ่งช่วงเวลา t  ของน ้าหนกับรรทุก iF  ในกรณีของปัญหาท่ีถูกควบคุม

ดว้ยแรง (Force Control) หรือค่าการกระจดั 
iD  ในกรณีของปัญหาท่ีถูกควบคุมดว้ยค่าการกระจดั 

(Displacement Control) ท่ีใส่เขา้ไปให้กบัระบบของโครงสร้างดงัแสดงในรูปท่ี 3.6 โดยท่ีแต่ละ

กระบวนการท างานแต่ละรอบ จะเพิ่มค่าหนกับรรทุก F หรือค่าการกระจดั D ท าการเพิ่มไป

จนถึงคร้ังสุดทา้ย 
nF  หรือ 

nD  ในแต่ละกรณี  ซ่ึงสอดคลอ้งกบัเวลาในท างานของแต่ละขั้นตอน 

ittim โดยเร่ิมตน้จะก าหนดให้ เวลาเร่ิมตน้ 
ittim  น ้ าหนกับรรทุกเร่ิมตน้ iF  และการกระจดัเร่ิมตน้ 

iD  มีค่าเร่ิมตน้เท่ากบั 0 

 

 

 

 
 
 (ก)                                                                              (ข) 

รูปท่ี 3.6 การแบ่งช่วงเวลา (ก) Force Control และ (ข) Displacement Control 
 

2. พิจารณาค่า 
ittim  ในกรณีท่ีค่า 

ittim  มีค่าเท่ากบั 0 ท าการแสดงผลตวัแปรท่ีใส่

ให้กบัระบบซ่ึงได้แก่ ค่าขอ้มูลแต่ละโหนด จ านวนเอเลเมนต์ 
MAXn  จ  านวนจุดการอินทิเกรต 

(Integration Points) รูปแบบการอินทิเกรต และวธีิการประมาณค่าฟังกช์นัรูปร่าง เป็นตน้ นอกจากน้ี

ยงัแสดงผลของตวัแปรท่ีใส่ไวใ้นระบบข้ึนกบัปัญหาท่ีจะศึกษาคือ 

ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น: คุณสมบติัของช้ินส่วน

แนวแกนและคุณสมบติัของฐานราก Winkler เป็นตน้ 

ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตัวแปร: 

คุณสมบติัของคาน คุณสมบติัของฐานราก Winkler และคุณสมบติัของฐานราก Pasternak เป็นตน้  

และในกรณีท่ีค่า ittim  มีค่าไม่เท่ากบั 0 ท าการอพัเดทค่าเอเลเมนต ์ in  โดยเร่ิมตน้

ก าหนดให ้
1in 
 มีค่าเท่ากบั 0 
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3. พิจารณาค่า 
in  ในกรณีท่ี 

i MAXn n กลบัไปท าการอพัเดทค่า 
ittim  และในกรณี 

i MAXn n ไปยงัขั้นตอนท่ี 4 ขั้นตอนการอ่านค่าตวัแปรท่ีเก็บไวใ้นประวติัการบนัทึกตวัแปร 

(History Variables) โดยค่าเร่ิมตน้จะก าหนดใหมี้ค่าเท่ากบั 0 หมดทุกตวัแปร ในกรณีท่ี 0ittim   

4.  อ่านค่าตวัแปรท่ีเก็บไวใ้นประวติัการบนัทึกตวัแปร  

ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น ประกอบไปดว้ย ค่าแรง

ท่ีโหนด (Nodal Element Forces) P  แรงในแนวแกน  N NIP  แรงเน่ืองจากฐานราก Winkler 

 WP NIP  ค่าประวติัเน่ืองจากคุณสมบติัของวสัดุช้ินส่วนแนวแกน ค่าประวติัเน่ืองจากคุณสมบติั

ของฐานราก Winkler ค่าความแขง็แกร่งของช้ินส่วนแนวแกน  Bk NIP  ค่าความแขง็แกร่งของฐาน

ราก Winkler  Wk NIP  เมทริกซ์ความแข็งแกร่งของเอเลเมนต์ K  ความเครียดของช้ินส่วน

แนวแกน  B NIP  และการเปล่ียนแปลงรูปของฐานราก Winkler  Wu NIP  

ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร ประกอบ

ไปดว้ย ค่าแรงท่ีโหนด (Nodal Element Forces) P  โมเมนตด์ดั  M NIP  แรงเน่ืองจากฐานราก

Winkler  WP NIP  แรงเน่ืองจากฐานราก Pasternak  PP NIP  ค่าประวติัเน่ืองจากคุณสมบติัของ

วสัดุคาน ค่าประวติัเน่ืองจากคุณสมบติัของฐานราก Winkler ค่าประวติัเน่ืองจากคุณสมบติัของ 

ฐานราก Pasternak ค่าความแข็งแกร่งของคาน   Bk NIP  ค่าความแข็งแกร่งของฐานราก Winkler 

 Wk NIP   ค่าความแข็งแกร่งของฐานราก Pasternak  Pk NIP  เมทริกซ์ความแข็งแกร่งของ 

เอเลเมนต์ K  การเปล่ียนแปลงรูปของคาน  B NIP  การเปล่ียนแปลงรูปของฐานราก Winkler 

 Wu NIP  และการเปล่ียนแปลงรูปของฐานราก Pasternak  Pu NIP  

5. ตรวจสอบค่าการกระจดัท่ีโหนด (Nodal Element Displacements) U  โดย

เร่ิมตน้ท่ี 0ittim   ก าหนดใหค้่าการกระจดัท่ีโหนดมีค่าเท่ากบั 0  

ในกรณีท่ี 0U   

ปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น ก าหนดให้ค่าความแข็งแกร่ง 

ของช้ินส่วนแนวแกน    intB BNIk P Pk NI  และค่าความแข็งแกร่งของฐานราก Winkler 

   intW WNIk P Pk NI ทุกๆจุดการอินทิเกรต 

ปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร ก าหนดให้ค่า 

ความแข็งแกร่งของคาน    intB BNIk P Pk NI  ค่าความแข็งแกร่งของฐานราก Winkler 
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   intW WNIk P Pk NI  และค่าความแข็งแกร่งของฐานราก Pasternak    intP PNIk P Pk NI  
ทุกๆจุดการอินทิเกรต  

โดยท่ีค่า  intBk NIP ,  intWk NIP  และ  intPk NIP  คือค่าความแข็งแกร่งเร่ิมตน้ 

ของคาน ฐานราก Winkler และฐานราก Pasternak ตามล าดบั ซ่ึงไดม้าจากตวัแปรท่ีใส่ให้กบัระบบ

และในกรณีท่ี 0U  ไปยงัขั้นตอนท่ี 6 เพื่อท าการหาค่าเฉล่ียค่าความแข็งแกร่งของคาน ฐานราก 

Winkler และฐานราก Pasternak เพื่อใชใ้นการหาค่าฟังกช์นัการเปล่ียนแปลงรูปร่างถดัไป 

6. ท าการหาค่าเฉล่ียตวัแปรความแข็งแกร่ง 
AVGk  (Stiffness) โดยท าการวนลูป 

แต่ละจุดการอินทิเกรต 

ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น ได้แก่ ค่าความ

แขง็แกร่งของช้ินส่วนแนวแกน 
BAVGk  และค่าความแขง็แกร่งของฐานราก Winkler 

WAVGk  

ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร ไดแ้ก่ ค่า 

ความแข็งแกร่งของคาน 
BAVGk  ค่าความแข็งแกร่งของฐานราก Winkler 

WAVGk  และค่าความ

แข็งแกร่งของฐานราก Pasternak 
PAVGk  มีขอ้สังเกตพิเศษส าหรับในกรณีน้ี คือค่า A  และ B  เป็น 

ค่าอตัราส่วนระหว่างค่าความแข็งแกร่งของฐานราก Pasternak และค่าความแข็งแกร่งของฐานราก 

Winkler เทียบกับค่าความแข็งแกร่งของคานตามล าดับ ซ่ึงได้กล่าวไวใ้นทฤษฎีท่ีเก่ียวข้องกับ

งานวิจยั ค่า A  และ B  เป็นตวัก าหนดในการเลือกฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างของปัญหาใน

ขั้นตอนท่ี 7 

7. หาค่าฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงรูปร่างจากการแทนค่าค่าเฉล่ียตวัแปรความ

แขง็แกร่ง จากขั้นตอนท่ี 6 

ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น จะได้ค่าฟังก์ชัน 

การเปล่ียนแปลงรูปร่าง  NIPN  และอนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่าง 

 NIPB  

 ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร จะไดค้่า

ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่าง  NIPN  อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่าง 

 NIPY   และอนุพันธ์อันดับสองของฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงรูปร่าง  NIPB  แต่ละจุด 
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การอินทิเกรต ซ่ึงแยกเป็น 3 กรณี ไดแ้ก่ 2A B , 2A B  และ 2A B  ซ่ึงไดนิ้ยามไวใ้น

ทฤษฎีท่ีเก่ียวขอ้ง 

8. หาค่าการเปล่ียนแปลงรูปของปัญหา (Drformations) 

ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น หาค่าการเปล่ียนแปลง

รูปของช้ินส่วนแนวแกน  B NIP  และการเปล่ียนแปลงรูปของฐานราก Winkler  Wu NIP  แต่ละ

จุดการอินทิเกรต โดยท่ี ( ) ( )B NIP NIP  B U  และ ( ) ( )Wu NIP NIP N U  ตามล าดบั 

ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร หาค่า 

การเปล่ียนแปลงรูปของคาน  B NIP  การเปล่ียนแปลงรูปของฐานราก Winkler  Wu NIP   

และ การเปล่ียนแปลงรูปของฐานราก Pasternak  Pu NIP  แต่ละจุดการอินทิเกรต โดยท่ี 

( ) ( )B NIP NIP  B U , ( ) ( )Wu NIP NIP N U  และ ( ) ( )Pu NIP NIPY U  ตามล าดบั 

9. หาค่าความแข็งแกร่งของปัญหา แต่ละจุดการอินทิเกรตผ่านความสัมพนัธ์ของ

วสัดุ โดยท่ีในงานวิจยัน้ีได้ก าหนดความสัมพนัธ์ระหว่างแรงกับการกระจดัในรูปของสมการ 

ไบลิเนียร์ (Bilinear Equation) ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้นแสดง 

ดงัในรูปท่ี 3.7 และในกรณีของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปรแสดง 

ดงัในรูปท่ี 3.8 ค่าความชนัหลงัจากจุดครากหรือยืด (Yield Point) หาไดจ้ากค่าอตัราการอ่อนตวั 

(Hardening Ratio) ของแต่ละคุณสมบติัวสัดุคานหรือฐานราก ซ่ึงไดจ้ากการใส่ขอ้มูลเขา้ไปให้กบั

ระบบ 

ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น ท าการหาค่าความ

แขง็แกร่งของคาน  Bk NIP และค่าความแขง็แกร่งของฐานราก Winkler  Wk NIP  

ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร ท าการหา

ค่าความแข็งแกร่งของคาน  Bk NIP  ค่าความแข็งแกร่งของฐานราก Winkler  Wk NIP  และค่า

ความแขง็แกร่งของฐานราก Pasternak  Pk NIP   

 

 

 



70 

 

 

 

 

 

                            (ก)                                                                  (ข) 
รูปท่ี 3.7 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงกบัการเปล่ียนรูปของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานราก 

ไร้เชิงเส้น (ก) ช้ินส่วนแนวแกน และ (ข) ฐานราก Winkler  
 

 

 

 

 

(ก)                                                     (ข)        
           

 

 

 

                               (ค)                                           

รูปท่ี 3.8 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงกบัการเปล่ียนรูปของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานราก 

ไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร (ก) คาน, (ข) ฐานราก Winkler และ (ค) ฐานราก Pasternak 
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 จากนั้นท าการวนลูปแต่ละจุดการอินทิเกรตเพื่อการหาค่าเมทริกซ์ความแข็งแกร่ง

ของระบบ K  และเมทริกซ์แรงของระบบ P จากสมการ  

 ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น: 

   
NIP

0

J*[ ( ) ( ) ( ) ( )]NIP B Ww NIP k NIP NIP NIP k NIP NIP  
T TK K B B N N  

และ    
NIP

0

J*[ ( )  ( )]NIP Ww NIP M NIP NIP P NIP  
T TP P B N  

 ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร: 

         
NIP

0

J*[ ( ) ( ) ( ) ( )]NIP B P Ww NIP k NIP NIP NIP k NIP NIP NIP k NIP NIP   
T T TK K B B Y Y N N  

และ      
NIP

0

J*[ ( )  ( ) ( )]NIP P Ww NIP M NIP NIP P NIP NIP P NIP   
T T TP P B Y N  

 เม่ือ 
NIPw  คือฟังก์ชนัน ้ าหนกั (Weight Function) ท่ีแต่ละจุดการอินทิเกรตนั้นๆ 

และ J  คือค่าสัมประสิทธ์ิจาโคเบียน (Jacobean)  

10. บนัทึกค่าตวัแปรเก็บไวใ้นประวติัการบนัทึกตวัแปร โดยท่ีตวัแปรแต่ละตวัได้

ผา่นการค านวณมาแลว้ดงัแสดงในขั้นตอนท่ีกล่าวมา 

ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น ประกอบไปดว้ย ค่าแรง

ท่ีโหนด P  แรงในแนวแกน  N NIP  แรงเน่ืองจากฐานราก Winkler  WP NIP  ค่าประวติั

เน่ืองจากคุณสมบติัของวสัดุช้ินส่วนแนวแกน ค่าประวติัเน่ืองจากคุณสมบติัของฐานราก Winkler 

ค่าความแข็งแกร่งของช้ินส่วนแนวแกน   Bk NIP  ค่าความแข็งแกร่งของฐานราก Winkler 

 Wk NIP  เมทริกซ์ความแข็งแกร่งของเอเลเมนต ์ K  ความเครียดของช้ินส่วนแนวแกน  B NIP  

และการเปล่ียนแปลงรูปของฐานราก Winkler  Wu NIP  

 ในกรณีของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร ประกอบ

ไปดว้ย ค่าแรงท่ีโหนด P  โมเมนตด์ดั  M NIP  แรงเน่ืองจากฐานรากWinkler  WP NIP  แรง

เน่ืองจากฐานราก Pasternak  PP NIP  ค่าประวติัเน่ืองจากคุณสมบติัของวสัดุคาน ค่าประวติั

เน่ืองจากคุณสมบติัของฐานราก Winkler ค่าประวติัเน่ืองจากคุณสมบติัของฐานราก Pasternak  

ค่าความแข็งแกร่งของคาน   Bk NIP  ค่าความแข็งแกร่งของฐานราก Winkler  Wk NIP   ค่า 

ความแข็งแกร่งของฐานราก Pasternak  Pk NIP  เมทริกซ์ความแข็งแกร่งของเอเลเมนต์ K   
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การเปล่ียนแปลงรูปของคาน  B NIP  การเปล่ียนแปลงรูปของฐานราก Winkler  Wu NIP  และ

การเปล่ียนแปลงรูปของฐานราก Pasternak  Pu NIP  

 11. โปรแกรม Digital Visual Fortran จะส่งค่าตวัแปรไปให้โปรแกรม FEAP ท า

การตรวจสอบสมการสมดุลของแรง 
i R F P  เม่ือ R  คือแรงท่ียงัคงเหลืออยู ่(Residual Force) 

ในกรณีท่ี 0R จะย้อนกลับไปท าในขั้นตอนท่ี 4 และในกรณีท่ี 0R  จะท าการแสดง 

ผลตอบสนอง จากนั้นไปท าการอพัเดทเอเลเมนตท์ าตามขั้นตอนท่ี 3 ต่อไป 

 12. โปรแกรมจะท างานจนกวา่ 
i nttim ttim  เม่ือ 

nttim  คือเวลาส้ินสุดในการแบ่ง

น ้าหนกับรรทุกหรือค่าการกระจดัในขั้นตอนท่ี 1 
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บทที ่4 

ผลการวจิัย 

 

 

ในงานวิจัยน้ี ได้น าเสนอตัวอย่างในวิเคราะห์ผลตอบสนองของปัญหาเพื่อ

ตรวจสอบประสิทธิภาพและความแม่นย  าของแบบจ าลองท่ีเสนอในงานวิจยัน้ี ซ่ึงประกอบดว้ย 2 

ตวัอยา่ง ไดแ้ก่ ปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้นและปัญหาช้ินส่วนคานท่ีวางอยูบ่น

ฐานราก Winkler-Pasternak ซ่ึงมีความสัมพนัธ์ไร้เชิงเส้น โดยท่ีตวัอยา่งแรกเป็นการท าสอบการ 

ลู่เขา้สู่ค่าแม่นย  าของผลตอบสนองในกรณีปัญหาของช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น และ

ตวัอยา่งท่ี 2 มีแบ่งการน าเสนอออกเป็น 2 ส่วน ซ่ึงไดแ้ก่ การทดสอบการลู่เขา้ของผลตอบสนองใน

กรณีปัญหาช้ินส่วนคานท่ีวางอยูบ่นฐานราก Winkler-Pasternak ซ่ึงมีความสัมพนัธ์ไร้เชิงเส้น และ 

การเปรียบเทียบผลตอบสนองระหว่างการใช้แบบจ าลองช้ินส่วนคานบนฐานราก Winkler-

Pasternak กบัแบบจ าลองช้ินส่วนคานบนฐานราก Winkler 

 

 

4.1 ผลตอบสนองของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น (Responses of 

Inelastic Bar Element Resting on Winkler Foundation Problem) 

 

 

 ปัญหาช้ินส่วนแนวแกนอิสระท่ีวางอยู่บนฐานราก Winkler (Free-Free Bar 

Element on Winkler Foundation) ภายใตแ้รงดึงท่ีกระท าท่ีปลายของช้ินส่วนแนวแกนท่ีถูกควบคุม

ด้วยแรง (Force Control) มีค่าเท่ากบั 500P kN  ดงัแสดงในรูปท่ี 4.1 จุดประสงค์หลกัของ

ตวัอย่างน้ีคือ เปรียบเทียบประสิทธิภาพและความแม่นย  าการลู่เขา้สู่ค่าผลตอบสนองแม่นย  าของ

ปัญหา โดยใช้เอเลเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีได้จากการวิเคราะห์ของปัญหา

เปรียบเทียบกบัเอเลเมนต์ท่ีใช้การประมาณฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงรูปร่างด้วยสมการเส้นตรง 



74 

 
 

ภายใต้หลักการการวิเคราะห์ด้วยวิธีการกระจัด (Displacement-Based) คุณสมบัติของช้ินส่วน

แนวแกนและฐานรากอา้งอิงมาจากบทความวิชาการเร่ือง Limit State Analysis Of Fixed-Head 

Concrete Piles Under Lateral Loads (Song และคณะ, 2004) โดยก าหนดให้คุณสมบติัของช้ินส่วน

แนวแกน หน้าตดัของช้ินส่วนแนวแกนมีเส้นผ่านศูนย์กลางขนาด 0.61D m  ซ่ึงมีความยาว 

22L m  ค่าโมดูลสัยืดหยุน่ (Elastic Modulus) 28,068.5 kPaE   จุดครากของช้ินส่วนแนวแกน

เน่ืองจากแรงดึง (Yield Axial Force) 138,817,161.9 kNyN    และก าหนดให้อตัราส่วนการ 

อ่อนตวัของช้ินส่วนแนวแกน (Strain-Hardening Ratio) มีค่าเท่ากบั 0.018  คุณสมบติัของดินหรือ

ฐานรากก าหนดใหเ้ป็นดินเหนียวอ่อน (Soft Clay) ท่ีมีหน่วยน ้ าหนกัประสิทธิผล 3' 17.5 /kN m    

ค่าโมดูลสัตา้นทานในแนวราบของดินหรือฐานราก (Horizontal Modulus Subgrade Reaction) 
22,345 /Wk kN m  จุดครากของดินหรือฐานราก (Yield Winkler Foundation Force) มีค่าเท่ากบั 

121.94 /WyP kN m  และก าหนดให้ฐานราก Winkler มีพฤติกรรมเป็น Elasto-Plastic ในช่วง

พลาสติก 

 

𝑃, 𝛿 

𝑥 

𝐿 = 22 𝑚 

𝐸𝐴,𝑘𝑊 

0.61 𝑚 

𝐶𝑟𝑜𝑠𝑠 𝑆𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 

𝑃𝑊(𝑘𝑁/𝑚) 

𝑘𝑊 = 2345 𝑘𝑁/𝑚2 

121.94 

𝑢𝑊(𝑚) 
1 

𝑁(𝐺𝑁) 

ε(𝑚/𝑚) 

138.8 

𝐸𝐴 = 8202.02 𝑘𝑁 

1 

 

รูปท่ี 4.1 ปัญหาช้ินส่วนแนวแกนท่ีวางอยูบ่นฐานราก Winkler ภายใตแ้รงกระท าท่ีปลาย 
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จากรูปท่ี 4.2 และ 4.3 แสดงถึงผลการทดสอบเพื่อเปรียบเทียบจ านวนเอเลเมนตท่ี์

ใชใ้นการหาค่าผลตอบสนองแม่นย  าความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงกบัค่าการกระจดัในแนวแกนท่ีปลาย

ของช้ินส่วนแนวแกน (Global Response) ผลตอบสนองดังกล่าวถูกวิเคราะห์โดยใช้ 5 จุด 

การอินทิเกรต (Integration Points) โดยชนิดการอินทิเกรตท่ีใช้คือ Gauss-Lobatto ซ่ึงจ านวนจุด 

การอินทิเกรตท่ีใชเ้ป็นจ านวนท่ีเพียงพอต่อการไดม้าซ่ึงผลตอบสนองท่ีไม่เปล่ียนแปลง ถึงแมว้า่จะ

ใช้จ  านวนจุดการอินทิเกรตมากข้ึน ในรูปท่ี 4.2 น าเสนอกราฟความสัมพนัธ์ระหว่างแรงกับ 

ค่าการกระจัดท่ีปลายของช้ินส่วนแนวแกน โดยใช้ฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีได้จาก 

การวิเคราะห์ของปัญหา จากผลการทดสอบพบว่าผลตอบสนองท่ีลู่เขา้สู่ค่าแม่นย  าของปัญหาถูก

น าเสนอโดยการใชจ้  านวนเอเลเมนตเ์พียง 4 เอเลเมนต ์โดยใช้จ  านวนเอเลเมนต์ 32 เอเลเมนตท่ี์ใช้

การประมาณฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงรูปร่างด้วยสมการเส้นตรง หรือเรียกว่า “Benchmark” ใน 

การเปรียบเทียบ จากกราฟพบวา่เกิดการเปล่ียนแปลงความชนั 1 คร้ัง เน่ืองมาจากแบบจ าลองสปริง

ของ Winkler เกิดการครากท่ีการกระจดัมีค่าเท่ากบั 0.052m   และจากรูปท่ี 4.3 น าเสนอกราฟ

ความสัมพนัธ์ระหว่างแรงกับค่าการกระจัดในแนวแกนท่ีปลายของช้ินส่วนแนวแกนโดยใช ้

เอเลเมนต์ท่ีใช้การประมาณฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างด้วยสมการเส้นตรง พบว่าจะตอ้งใช้

จ  านวนเอเลเมนต์ถึง 16 เอเลเมนต์เพื่อจะไดม้าซ่ึงผลตอบสนองท่ีลู่เขา้สู่ค่าแม่นย  าของปัญหา ใน

กรณีปัญหาอยู่ในช่วงอีลาสติก (ค่าการกระจดัมีค่าไม่เกิน 0.052m  ) จากผลการทดลองพบว่า 

จ  านวนเอเลเมนต์ในกรณีของเอเลเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์

ของปัญหาและเอเลเมนต์ท่ีใช้การประมาณฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างดว้ยสมการเส้นตรงท่ี

จ านวน 2 และ 16 เอเลเมนต์ ตามล าดบั เพียงพอต่อการไดม้าซ่ึงค่าท่ีลู่เขา้ผลตอบสนองแม่นย  าท่ี

ระดบัความแม่นย  าเดียวกนั 
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รูปท่ี 4.2 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงกบัค่าการกระจดัท่ีปลายของช้ินส่วนแนวแกนในกรณี 

การวเิคราะห์ดว้ยเอเลเมนตท่ี์ใชฟั้งกช์นัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้ากการวเิคราะห์ทางทฤษฎี 

0

100

200

300

400

500

600

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

F
o

rc
e
 (
k

N
)

Displacement (m)

1 Element with Linear Shape Functions
2 Elements with Linear Shape Functions
4 Elements with Linear Shape Functions
8 Elements with Linear Shape Functions
16 Elements with Linear Shape Functions
Benchmark (32 Elements with Linear Shape Functions)

 

รูปท่ี 4.3 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงกบัค่าการกระจดัท่ีปลายของช้ินส่วนแนวแกนในกรณี 

การวเิคราะห์ดว้ยเอเลเมนตท่ี์ประมาณฟังกช์นัการเปล่ียนแปลงรูปร่างดว้ยสมการเส้นตรง 
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เพื่อตรวจสอบประสิทธิภาพและความแม่นย  าของแบบจ าลองท่ีน าเสนอในงานวิจยั

น้ีมากข้ึน จึงได้มีการน าแสดงผลตอบสนองอ่ืนๆของปัญหา (Local Responses) ซ่ึงได้แก่ 

ความเครียด (Axial Strain) แรงในแนวแกน (Axial Force) ค่าการกระจดัในแนวแกน (Axial 

Displacement) และแรงเน่ืองจากฐานราก (Foundation Force) โดยถูกน ามาแสดงเป็นกราฟ

ความสัมพนัธ์เทียบกับระยะทางตลอดความยาวของช้ินส่วนแนวแกน โดยใช้ข้อมูลท่ีจุดการ

อินทิเกรต ดงัแสดงในรูปท่ี 4.4-4.7 ตามล าดบั จากตวัอยา่งการทดลองพบวา่จ านวนเอเลเมนตถู์กใช้

มากข้ึนในการไดม้าซ่ึงผลตอบสนองท่ีมีค่าลู่เขา้สู่ Benchmark ในกรณีของเอเลเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชนั

การเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์เพิ่มข้ึนจาก 4 เป็น 16 เอเลเมนต์ ส่วนในกรณีของ 

เอเลเมนตท่ี์ใชก้ารประมาณฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างดว้ยสมการเส้นตรงเพิ่มข้ึนจาก 32 เป็น 

256 เอเลเมนต ์

 เ น่ืองจากปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เ ชิง เส้นน้ีจัดเป็นปัญหา 
0C continuity  ซ่ึงหมายความว่าจุดต่อระหว่างเอเลเมนต์ ก าหนดให้ค่าการกระจดัในแนวแกน

จะต้องมีความต่อเน่ือง และฟังก์ชันแรงเน่ืองจากฐานรากซ่ึงหาได้จากฟังก์ชันการกระจัด 

ในแนวแกนผ่านสมการความสัมพนัธ์ของคุณสมบติัวสัดุ (Material Constitutive Laws) โดยตรง 

ส่งผลไปใหค้่าแรงเน่ืองจากฐานรากบริเวณจุดต่อของเอเลเมนตมี์ความต่อเน่ืองไปดว้ยเช่นกนั ส่วน

ฟังกช์นัความเครียดอาจเกิดปัญหาความไม่ต่อเน่ืองของขอ้มูลได ้เน่ืองมาจากฟังก์ชนัความเครียดหา

ไดจ้ากหาอนุพนัธ์เทียบกบัระยะทางของฟังก์ชันการกระจดัในแนวแกน นอกจากน้ียงัส่งผลให้

ฟังก์ชนัแรงในแนวแกนของปัญหาเกิดความไม่ต่อเน่ืองของขอ้มูลดว้ยเช่นกนั เน่ืองมาจากฟังก์ชนั

แรงในแนวแกนของปัญหา หาได้จากฟังก์ชันความเครียดผ่านทางสมการความสัมพนัธ์ของ

คุณสมบัติวสัดุ ข้อเสียของความไม่ต่อเน่ืองของข้อมูลท าให้ผลตอบสนองของจุดต่อระหว่าง 

เอเลเมนตมี์ค่าไม่ใกลเ้คียงค่าแม่นย  า ขอ้เสียน้ีจะหายไปเม่ือมีการใชจ้  านวนเอเลเมนตท่ี์มากข้ึน การ

ใช้วิธีการวิเคราะห์ด้วยแรงหรือการใช้วิธีการวิเคราะห์ด้วยวิธีผสม  โดยตวัอย่างน้ีในกรณีท่ีใช ้

เอเลเมนต์ท่ีประมาณฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างด้วยสมการเส้นตรงจะเกิดปัญหาดงักล่าวท่ี

อธิบายไปก่อนหน้าน้ี ส่งผลท าให้ Benchmark ท่ีใชใ้นการเปรียบเทียบการลู่เขา้ผลตอบสนองของ

ปัญหาจึงตอ้งใชจ้  านวนมาก (256 เอเลเมนต)์ 
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จากรูปท่ี 4.4 และ 4.5 แสดงกราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งความเครียดและแรงใน

แนวแกนเทียบกับระยะทางตลอดความยาวของช้ินส่วนแนวแกนท่ีแรงดึงท่ีปลายของช้ินส่วน

แนวแกนมีค่าเท่ากบั 500P kN  จากกราฟพบวา่เอเลเมนตท่ี์ใช้ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ี

ได้จากการวิเคราะห์ (16 เอเลเมนต์) ค่อนขา้งจะท านายพฤติกรรมของความเครียดและแรงใน

แนวแกนของช้ินส่วนแนวแกนได้ไม่ค่อยดีนัก เป็นผลเน่ืองจากค่าโมดูลัสตา้นทานของดินเกิด 

การคราก ( Wk  ลู่เขา้สู่ค่า 0 ) ท าให้การประมาณฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างในบริเวณนั้นมีค่า

การประมาณฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างเปล่ียนเป็นการประมาณดว้ยสมการเส้นตรงท าให้เกิด

การกระโดดของขอ้มูล (เร่ิมตน้ท่ีต าแหน่งความยาวของช้ินส่วนแนวแกน 19.8m  จนถึงปลายของ

ช้ินส่วนแนวแกนท่ีมีแรงดึงกระท า) ถึงแมว้า่คุณสมบติัของช้ินส่วนแนวแกนยงัไม่ถึงจุดครากก็ตาม  

ค่าความเครียดท่ีปลายของช้ินส่วนแนวแกนเม่ือน าค่า Benchmark มาเปรียบเทียบ

กับค่าท่ีได้จากการใช้เอเลเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงรูปท่ีได้จากการวิเคราะห์ (16  

เอเลเมนต์) ท่ีน าเสนอในงานวิจยัน้ีพบว่ามีค่าประมาณ 1.19  เท่า ส่วนค่าแรงในแนวของช้ินส่วน

แนวแกนมีค่าประมาณ 1.19  เท่าเช่นกนั 
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รูปท่ี 4.4 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งความเครียดกบัระยะทางตลอดความยาวของช้ินส่วนแนวแกน 
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รูปท่ี 4.5 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงในแนวแกนกบัระยะทางตลอดความยาวของ 

ช้ินส่วนแนวแกน 

จากรูปท่ี 4.6 และ 4.7 แสดงกราฟความสัมพนัธ์ระหว่างการกระจดัในแนวแกน

และแรงเน่ืองจากฐานรากเทียบกบัระยะทางตลอดความยาวของช้ินส่วนแนวแกน เน่ืองจากฟังก์ชนั

การกระจดัในแนวแกนและแรงเน่ืองจากฐานรากสอดคลอ้งในรูปของ Weak Sense ดงัท่ีกล่าวไป

ขา้งตน้ ขอ้มูลท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์แต่ละจุดการอินทิเกรต จึงมีความต่อเน่ืองและมีประสิทธิภาพ 

แสดงไดด้งัในรูปท่ี 4.7 จากกราฟความสัมพนัธ์ระหว่างแรงเน่ืองจากฐานรากเทียบกบัระยะทาง

ตลอดความยาวของช้ินส่วนแนวแกน ท่ีต าแหน่งความยาวของช้ินส่วนแนวแกนเท่ากบั 19.8m  แรง

เน่ืองจากฐานรากเกิดการคราก ท าให้แรงหลงัจากจุดครากมีค่าคงท่ีไปจนถึงปลายของช้ินส่วน

แนวแกน 
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รูปท่ี 4.6 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งการกระจดัในแนวแกนกบัระยะทางตลอดความยาวของ

ช้ินส่วนแนวแกน 
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รูปท่ี 4.7 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงเน่ืองจากฐานรากกบัระยะทางตลอดความยาวของ 

ช้ินส่วนแนวแกน 
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4.2 ผลตอบสนองของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตัวแปร 

(Responses of Inelastic Beam Element Resting on Two-parameter Foundation 

Problem) 

 

 

 เพื่อตรวจสอบประสิทธิภาพและความแม่นย  าของแบบจ าลองช้ินส่วนคานท่ีวางอยู่

บนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร โดยในตวัอย่างน้ีน าเสนอโดยใช้แบบจ าลองฐานราก 

Winkler-Pasternak ซ่ึงมีความสัมพนัธ์ไร้เชิงเส้นในการวิเคราะห์ ไดมี้การแบ่งตวัอยา่งออกเป็น 2 

ส่วน ซ่ึงได้แก่ ส่วนของการศึกษาการลู่เข้าของผลตอบสนองของปัญหาและส่วนของการ

เปรียบเทียบผลตอบสนองของแบบจ าลองคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปรกับ

แบบจ าลองคานบนฐานรากไร้เชิงเส้นของ Winkler 

 

4.2.1 การลู่ เข้าของผลตอบสนองของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานราก Winkler-Pasternak ซ่ึงมี

ความสัมพันธ์ไร้เชิงเส้น (Responses of Inelastic Beam Element Resting on Winkler-Pasternak 

Foundation Convergence Studies) 

 

แบบจ าลองคานอิสระท่ีวางอยูบ่นฐานราก Winkler-Pasternak (Free-Free Beam on 

Winkler-Pasternak Foundation) รับน ้ าหนกับรรทุกท่ีกระท าอยูต่รงก่ึงกลางของคานดงัแสดงในรูป

ท่ี 4.8 เน่ืองจากคุณสมบติัความสมมาตรของแบบจ าลอง ท าให้สามารถแบ่งวิเคราะห์เพียงคร่ึงหน่ึง

ของปัญหาได้ โดยท่ีคุณสมบติัของคานอ้างอิงมาจากบทความวิชาการเร่ือง Nonlinear Finite 

Element Modeling of Beams on Two-Parameter Foundations (Mullapudi และ Ayoub,  

2010 b) เม่ือคานมีความยาว 10L m  หน้าตดัคานเป็นรูปส่ีเหล่ียมจตุัรัสมีขนาดความกวา้งและ 

สูงเท่ากบั 100mm  ค่าโมดูลสัยืดหยุ่น 200 GPaE   ความเคน้ท่ีจุดครากมีค่าเท่ากบั 207 MPa   

จุดครากของคานเน่ืองจากโมเมนตด์ดั (Yield Bending Moment) 34.5 kN.myM   และอตัราส่วน

การอ่อนตวัของคาน (Curvature-Hardening Ratio) มีค่าเท่ากบั 0.014  นอกจากน้ีคุณสมบติัของ 
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ฐานราก Winkler และ Pasternak อา้งอิงมาจากบทความวิชาการเร่ือง Inelastic Analysis of Beams 

on Two-Parameter Tensionless Elastoplastic Foundation (Sapountzakis และ Kampitsis, 2013) 

ก าหนดให้ค่าโมดูลสัตา้นทานของฐานราก Winkler มีค่าเท่ากบั 20 PaWk M โดยท่ีมีคุณสมบติั

เป็น Perfectly Plastic ในช่วงพลาสติก, จุดครากของแรงเน่ืองจากฐานราก Winkler (Yield Winkler 

Foundation Force) มีค่าเท่ากบั 60 kN/mWyP   และค่าโมดูลสัตา้นทานของชั้นแรงเฉือนใน

แบบจ าลองของ Pasternak มีค่าเท่ากบั 5000 NPk k ก าหนดใหมี้คุณสมบติัอยูใ่นช่วงอีลาสติก 

จากคุณสมบติัท่ีกล่าวไปขา้งตน้ ผลตอบสนองระหว่างแรงกบัค่าการกระจดัใน

แนวด่ิงของคาน (Global Response) ในกรณีช่วงอีลาสติก ตวัแปรเง่ือนไขเร่ิมต้นมีค่าเท่ากับ  
-23 mA  และ -412 mB   ซ่ึงจดัอยูใ่นกรณี 2A B    

 2 ,P 

 

10L m  

5L m  

,P   
𝑃𝑊(𝑘𝑁/𝑚) 

𝑘𝑊 = 20 𝑀𝑃𝑎 

60 

𝑢𝑊(𝑚) 
1 

0.1 𝑚 

0.1 𝑚 

𝐶𝑟𝑜𝑠𝑠 𝑆𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 

𝜎(𝑀𝑃𝑎) 

ε(𝑚/𝑚) 

207 

𝐸 = 200000 𝑀𝑃𝑎 

1 

𝑹𝒆𝒇𝒆𝒓𝒆𝒏𝒄𝒆 𝑺𝒕𝒓𝒖𝒄𝒕𝒖𝒓𝒆 

𝑃𝑃(𝑘𝑁) 

𝑢𝑃(𝑟𝑎𝑑) 

𝑘𝑃 = 5000 𝑘𝑁 

1 

 
รูปท่ี 4.8 ปัญหาคานท่ีวางอยูบ่นฐานราก Winkler-Pasternak ภายใตน้ ้าหนกับรรทุกท่ีกระท า 

ท่ีก่ึงกลางของคาน 

 

ภายใตก้ารควบคุมดว้ยการกระจดั (Displacement Control) ท่ีก่ึงกลางของคานซ่ึงมี

ค่าเท่ากบั 0.01m  เพื่อตรวจสอบจ านวนเอเลเมนตท่ี์ใชห้าผลตอบสนองของกราฟความสัมพนัธ์

ระหวา่งแรงกบัค่าการกระจดั ( P  ) ท่ีก่ึงกลางของคาน ท่ีมีค่าลู่เขา้สู่ค่าแม่นย  า โดยใชแ้บบจ าลอง

ภายใตก้ารวเิคราะห์ดว้ยวธีิการกระจดั ท่ีเสนอในงานวจิยัน้ีและในบทความวิจยัของ Mullapudi และ 
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Ayoub (2010) โดยบทความดังกล่าว ผลตอบสนองของปัญหาได้จากการวิเคราะห์ด้วยการใช้ 

เอเลเมนตท่ี์ประมาณฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างดว้ยสมการพหุนามก าลงัสาม หรือ Hermitian 

Polynomial Interpolation Functions ส่วนฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างของงานวิจยัน้ี ไดรั้บจาก

การแกส้มการสมดุลเชิงอนุพนัธ์ของปัญหาโดยตรง ซ่ึงไดก้ล่าวไวใ้นบทท่ี 2 ทฤษฎีท่ีเก่ียวขอ้ง โดย

ใช้จ  านวนเอเลเมนต์ 16 เอเลเมนต์ท่ีใช้การประมาณฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงรูปร่างด้วยสมการ 

พหุนามก าลงัสามเป็นค่าแม่นย  าในการเปรียบเทียบ หรือเรียกวา่ “Benchmark” ดงัแสดงในรูปท่ี 4.9 

และ 4.10 ผลตอบสนองดงักล่าวถูกวิเคราะห์โดยใช ้7 จุดการอินทิเกรต (Integration Points) โดย

ชนิดการอินทิเกรตท่ีใชคื้อ Gauss-Lobatto ซ่ึงจ านวนจุดการอินทิเกรตท่ีใช ้เป็นจ านวนท่ีเพียงพอต่อ

การไดม้าซ่ึงผลตอบสนองท่ีไม่เปล่ียนแปลงถึงแมว้า่จะใชจ้  านวนจุดการอินทิเกรตมากข้ึน จากรูปท่ี 

4.9 พบว่าจ านวนเอเลเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์ เพื่อหาค่า

ผลตอบสนองของปัญหาซ่ึงใช้เพียง 2 เอเลเมนต์ก็ไดค้่าผลตอบสนองท่ีเทียบเท่ากบั Benchmark 

โดยท่ีจ านวนเอเลเมนต ์1 เอเลเมนตก์็เกือบจะไดค้่าผลตอบสนองแม่นย  าในกรณีท่ีเกิดการครากของ

ปัญหา ซ่ึงจากกราฟพบว่าเกิดการเปล่ียนแปลงความชันถึง 2 คร้ังเน่ืองมาจากเกิดการครากใน

แบบจ าลองสปริงของฐานราก Winkler ท่ีการกระจดัเท่ากบั 0.003m   และเกิดการครากใน

ช้ินส่วนคานท่ีการกระจดัเท่ากบั 0.007m   โดยท่ีเม่ือเกิดการครากในแบบจ าลองสปริงของ 

ฐานราก Winkler ท าให้ตวัแปร B  มีค่าลู่เขา้ใกล ้ 0  หลงัจากนั้นฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างจะ

เปล่ียนจากกรณี 2A B  เป็น 2A B  โดยจะเกิดข้ึนบริเวณใตจุ้ดท่ีรับน ้ าหนักบรรทุกก่อน 

และจากรูปท่ี 4.10 แสดงถึงจ านวนเอเลเมนตท่ี์ใชก้ารประมาณฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างดว้ย

สมการพหุนามก าลงัสามในการหาค่าผลตอบสนองแม่นย  า โดยท่ีตอ้งใชถึ้ง 8 เอเลเมนต์จึงจะไดค้่า

ผลตอบสนองท่ีเทียบเท่ากบั Benchmark และจากกราฟพบว่าจ านวนเอเลเมนต์ 4 เอเลเมนต์ก็

เกือบจะไดค้่าผลตอบสนองแม่นย  า 

จากกราฟของตวัอย่างท่ีกล่าวไปพบว่า ในกรณีช่วงอีลาสติก ท่ีการกระจดัตรง

ก่ึงกลางของคานมีค่าไม่เกิน 0.003m   เอเลเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้าก

การวเิคราะห์ใชเ้พียง 1 เอเลเมนตก์จ็ะมีค่าเทียบเท่ากบั Benchmark ส่วนเอเลเมนตท่ี์ใชก้ารประมาณ

ฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงรูปร่างด้วยสมการพหุนามก าลงัสามจะตอ้งใช้ถึง 4 เอเลเมนต์ โดย

ตอบสนองท่ีไดมี้ระดบัประสิทธิภาพและความแม่นย  าท่ีเท่าเทียมกนั 
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รูปท่ี 4.9 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงกบัค่าการกระจดัท่ีก่ึงกลางของคานในกรณีการวเิคราะห์

ดว้ยเอเลเมนตท่ี์ใชฟั้งกช์นัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้ากการวเิคราะห์ทางทฤษฎี 
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รูปท่ี 4.10 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงกบัค่าการกระจดัท่ีก่ึงกลางของคานในกรณีการวเิคราะห์

ดว้ยเอเลเมนตท่ี์ประมาณฟังกช์นัการเปล่ียนแปลงรูปร่างดว้ยสมการพหุนามก าลงัสาม 
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เพื่อตรวจสอบประสิทธิภาพการลู่เขา้ของผลตอบสนองอ่ืนๆของปัญหา (Local 

Responses) ซ่ึงได้แก่ ความโคง้ของคาน (Curvature) โมเมนต์ดดัของคาน (Bending Moment)  

การกระจัดในแนวด่ิงของคาน (Vertical Displacement) หรือการกระจัดเน่ืองจากฐานราก 

(Foundation Deformation) แรงเน่ืองจากฐานราก (Foundation Force) มุมบิดของคาน (Beam 

Rotation) หรือความเครียดท่ีเกิดข้ึนในชั้นแรงเฉือน (Shear-Layer Sectional Strain)  และแรงท่ี

เกิดข้ึนในชั้นแรงเฉือน (Shear-Layer Sectional Force) โดยใชแ้บบจ าลองท่ีน าเสนอในงานวิจยัน้ี 

จ  านวนเอเลเมนต์ถูกใช้มากข้ึนในการไดม้าซ่ึงผลตอบสนองท่ีมีค่าลู่เขา้สู่ Benchmark ในกรณีของ

เอเลเมนตท่ี์ใช้ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์เพิ่มข้ึนจาก 2 เป็น 8 เอเลเมนต ์

ส่วนในกรณีของเอเลเมนต์ท่ีใช้การประมาณฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างด้วยสมการพหุนาม

ก าลงัสามเพิ่มข้ึนจาก 16 เป็น 64 เอเลเมนต ์

จากรูปท่ี 4.11 และ 4.12 แสดงถึงกราฟความสัมพนัธ์ระหว่างความโคง้และ

โมเมนตด์ดัของคานเทียบกบัระยะทางตลอดความยาวของคานท่ีจุดการอินทิเกรต เม่ือค่าการกระจดั

ท่ีก่ึงกลางของคานมีค่าเท่ากบั 0.01m   ในการวเิคราะห์ผลตอบสนองอ่ืนๆ การใชเ้อเลเมนตท่ี์ใช้

ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์ให้ผลตอบสนองท่ีดีและแม่นย  า แต่ในกรณี

การใช้เอเลเมนต์ท่ีใช้การประมาณฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงรูปร่างดว้ยสมการพหุนามก าลงัสาม

ความโคง้และโมเมนตด์ดับริเวณท่ีเกิด Plastic-Hinge หรือเรียกวา่ “Plastic-Hinge Zone” จะเกิดการ

กระโดดของขอ้มูล เน่ืองจากฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างดงักล่าวถูกท าให้อ่อนลง (Weak) จาก

การหาอนุพนัธ์อนัดบั 2 เทียบกบัระยะทางตลอดความยาวของคาน อย่างไรก็ตามแบบจ าลองท่ี

น าเสนอในงานวจิยัน้ี (8 เอเลเมนต)์ ค่อนขา้งจะท านายพฤติกรรมของความโคง้ของคานไดไ้ม่ค่อยดี

นกั เน่ืองจากเกิด Localization ในบริเวณท่ีเกิด Plastic-Hinge ดงัแสดงในรูปท่ี 4.11 จากผลการ

ทดลองพบวา่ เม่ือน าค่าความโคง้สูงสุดท่ีเกิดข้ึนของ Benchmark มาเปรียบเทียบกบักบัค่าความโคง้

ท่ีไดจ้ากแบบจ าลองท่ีน าเสนอในงานวิจยัน้ี พบวา่มีค่าประมาณ 1.89  เท่า ซ่ึงไม่เป็นท่ีน่าแปลกใจ 

เน่ืองจากผลของ Localization มีอยูเ่ป็นปกติในกรณีของการวิเคราะห์ดว้ยวิธีการกระจดัซ่ึงสามารถ

ขจดัไปดว้ยการเพิ่มจ านวนเอเลมนตท่ี์ใชใ้นการวิเคราะห์ (อา้งอิงจาก Limkatanyu และคณะ, 2009) 



86 

 
 

หรือการใชว้ิธีการวิเคราะห์ดว้ยแรง (อา้งอิงจาก Limkatanyu และ Spacone, 2006) หรือใชว้ิธีการ

วเิคราะห์ดว้ยวธีิผสม (อา้งอิงจาก Mullapudi และ Ayoub, 2010 b) 
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รูปท่ี 4.11 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งความโคง้กบัระยะทางตลอดความยาวของคาน 
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รูปท่ี 4.12 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งโมเมนตด์ดักบัระยะทางตลอดความยาวของคาน 
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จากรูปท่ี 4.13-4.17 แสดงถึงกราฟความสัมพนัธ์ระหว่างค่าการกระจดัในแนวด่ิง 

แรงเน่ืองจากฐานราก มุมบิด แรงดันเน่ืองจากฐานราก (Soil Pressure) และแรงท่ีเกิดข้ึนใน 

ชั้นแรงเฉือน ตามล าดับ เทียบกับระยะทางตลอดความยาวของคาน (โดยใช้ข้อมูลท่ีจุดการ

อินทิเกรต) เม่ือค่าการกระจดัท่ีก่ึงกลางของคานมีค่าเท่ากบั 0.01m   จากรูปท่ี 4.13 และ 4.15 

พบว่าบริเวณท่ีปลายของคานค่าการกระจดัและมุมบิด มีค่าน้อยมากเป็นผลเน่ืองมาจากความยาว

ของระบบคานมีค่ามากเกินไปท าใหผ้ลท่ีเกิดข้ึนส่งไปถึงท่ีบริเวณท่ีปลายของคานมีค่านอ้ยมาก และ

จากรูปท่ี 4.16 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงดนัดินหรือฐานรากกบัระยะทางตลอดความยาวของ

คาน จะสังเกตว่าเกิดการ Localization เป็นผลเน่ืองมาจากเกิด Plastic-Hinge ข้ึนในคานบริเวณท่ี

ก่ึงกลางของคาน ส่งผลให้การท านายพฤติกรรมแรงดนัดินหรือฐานรากบริเวณก่ึงกลางคานจึงไม่

ค่อยดีนกั เม่ือน าค่าท่ีไดจ้าก Benchmark มาเปรียบเทียบกบัค่าท่ีไดจ้ากงานวิจยัพบว่ามีค่าประมาณ 

1.63 เท่า 
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รูปท่ี 4.13 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งการกระจดัในแนวด่ิงกบัระยะทางตลอดความยาวของคาน 
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รูปท่ี 4.14 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงเน่ืองจากฐานรากกบัระยะทางตลอดความยาวของคาน 
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รูปท่ี 4.15 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งมุมบิดกบัระยะทางตลอดความยาวของคาน 
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รูปท่ี 4.16 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงดนัเน่ืองจากฐานรากกบัระยะทางตลอดความยาวของคาน 
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รูปท่ี 4.17 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงท่ีเกิดข้ึนในชั้นแรงเฉือนกบัระยะทางตลอดความยาว 

ของคาน 



90 

 
 

4.2.2 การเปรียบเทียบผลตอบสนองของปัญหาช้ินส่วนคานบนฐานราก Winkler-Pasternak กับ

ช้ินส่วนคานบนฐานราก Winkler (Responses of Inelastic Beam Element Resting on Winkler-

Pasternak and Winkler Foundations) 

 

แบบจ าลองคานอิสระท่ีวางอยูบ่นฐานราก Winkler-Pasternak (Free-Free Beam on 

Winkler-Pasternak Foundation) รับน ้ าหนกับรรทุกท่ีกระท าอยูต่รงก่ึงกลางของคานดงัแสดงในรูป

ท่ี 4.18 จุดประสงคห์ลกัของตวัอยา่งน้ีคือ เปรียบเทียบขอ้แตกต่างระหวา่งผลตอบสนองท่ีไดรั้บจาก

แบบจ าลองคานบนฐานราก Winkler-Pasternak กับแบบจ าลองคานบนฐานราก Winkler 

(Limkatanyu, 2013 b) โดยใช้คุณสมบติัของแบบจ าลองเหมือนกบัตวัอย่างก่อนหน้าน้ี แต่มีการ

สมมุติความยาวของคานให้สั้ นลงเหลือ 4L m  ผลตอบสนองของปัญหาได้รับจากการใช ้

เอเลเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดรั้บจากการวิเคราะห์ของปัญหาในการวิเคราะห์

จ านวน 32 เอเลเมนต ์โดยปัญหาถูกควบคุมดว้ยค่าการกระจดัท่ีกระท าท่ีก่ึงกลางของคาน 
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รูปท่ี 4.18 คานสั้นวางอยูบ่นฐานราก Winkler-Pasternak ภายใตน้ ้าหนกับรรทุกท่ีกระท าท่ี 

ก่ึงกลางของคาน 

จากกราฟความสัมพนัธ์ระหว่างแรงกบัค่าการกระจดัท่ีก่ึงกลางของคานซ่ึงไดรั้บ

จากการวิเคราะห์ด้วยแบบจ าลองคานบนฐานราก Winkler-Pasternak และแบบจ าลองคานบน 
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ฐานราก Winkler สามารถแบ่งกรณีการใส่น ้ าหนักบรรทุกให้กับระบบออกเป็น 3 กรณี  

ดงัแสดงในรูปท่ี 4.19 ไดแ้ก่ จุด A  และ 'A  คือจุดท่ีเกิดการครากในแบบจ าลองสปริงของ Winkler 

จุด B  และ 'B  คือจุดแรกท่ีเกิด Plastic Hinge ท่ีก่ึงกลางของคาน และจุด C  และ 'C  คือจุดท่ี 

ค่าการกระจดัในแนวด่ิงท่ีก่ึงกลางของคานมีค่าเท่ากบั 0.009m   จากกราฟพบว่าท่ีจุด A  และ 

'A  ค่าสตีฟเนสเร่ิมตน้ของแบบจ าลองคานบนฐานราก Winkler-Pasternak เทียบกบัแบบจ าลองคาน

บนฐานราก Winkler มีค่าประมาณ 1.24  เท่า แรงท่ีท าให้เกิด Plastic Hinge (จุด B  และ 'B ) ท่ี

ก่ึงกลางของคาน เม่ือน าค่ามาเปรียบเทียบมีค่าประมาณ 1.32  เท่า และค่าแรงท่ีก่ึงกลางของคาน (จุด 

C  และ 'C ) เม่ือน ามาค่าเปรียบเทียบพบวา่มีค่าประมาณ 1.38  เท่า  

ผลของชั้นแรงเฉือนหรือตวัแปรท่ี 2 ของแบบจ าลองคานท่ีวางอยู่บนฐานราก

ประเภท 2 ตวัแปร ส่งผลกระทบต่อต าแหน่งท่ีเกิด Plastic Hinge ในคาน (จุด B  และ 'B ) เกิดเร็ว

ข้ึนกวา่เม่ือเทียบกบัระยะความยาวของคาน ซ่ึงสังเกตไดจ้ากรูปท่ี 4.19 
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รูปท่ี 4.19 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงกบัค่าการกระจดัท่ีก่ึงกลางของคานเปรียบเทียบระหวา่ง

แบบจ าลองคานบนฐานราก Winkler-Pasternak กบัแบบจ าลองคานบนฐานราก Winkler 
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จากรูปท่ี 4.20 และ 4.21 คือกราฟแสดงความสัมพนัธ์ระหว่างความโคง้และ

โมเมนตด์ดัของคานเทียบกบัระยะทางตลอดความยาวคาน (โดยใชข้อ้มูลท่ีจุดการอินทิเกรต) ท่ีจุด 

C  และ 'C  ( 0.009m  ) จากรูปท่ี 4.20 ค่าความโคง้สูงสุดของคานท่ีไดรั้บจากแบบจ าลองคานท่ี

วางอยูบ่นฐานราก Winkler-Pasternak มีค่าเพิ่มข้ึนประมาณ 17.9%  เม่ือเปรียบเทียบกบัแบบจ าลอง

คานท่ีวางอยู่บนฐานราก Winkler ในกรณีของโมเมนต์ดดัค่าโมเมนต์ดดัมีค่าเพิ่มข้ึนเล็กน้อยตรง

บริเวณท่ีมีค่าโมเมนตด์ดัมีค่าเป็นลบ (Concave) แต่จะมีค่าลดลงเล็กนอ้ยบริเวณท่ีมีค่าโมเมนตด์ดัมี

ค่าเป็นบวก (Convax) เป็นผลเน่ืองจากฟังก์ชัน่มุมบิดท่ีเกิดข้ึนดงัแสดงในรูปท่ี 4.23 โดยท่ีฟังก์ชนั

ความโคง้ของปัญหาไดจ้ากการหาอนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของฟังก์ชนัมุมบิดของคานเทียบกบัระยะทาง

ตลอดความยาวของคาน 

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

0 1 2 3 4

C
u

va
tu

re
 (
ra

d
/m

)

Distance Along Beam (m)

Two-Parameter Foundations Model

Winkler Foundation Model

Yielding Curvature

 
รูปท่ี 4.20 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งความโคง้ของคานเทียบกบัระยะทางตลอดความยาวคาน 

ท่ีการกระจดัในแนวด่ิงก่ึงกลางคานมีค่าเท่ากบั 0.009m  ( 0.009m  ) 
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รูปท่ี 4.21 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งโมเมนตด์ดัของคานเทียบกบัระยะทางตลอดความยาวคาน 

ท่ีการกระจดัในแนวด่ิงก่ึงกลางคานมีค่าเท่ากบั 0.009m  ( 0.009m  ) 

จากรูปท่ี 4.22 และ 4.23 คือกราฟแสดงความสัมพนัธ์ระหว่างค่าการกระจดัใน

แนวด่ิงและมุมบิดของคานเทียบกับระยะทางตลอดความยาวของคาน (โดยใช้ข้อมูลท่ีจุดการ

อินทิเกรต) ต าแหน่งท่ีจุด C  และ 'C  ซ่ึงจากกราฟความสัมพนัธ์ระหว่างค่าการกระจดัในแนวด่ิง

ของคาน ผลเน่ืองจากชั้นแรงเฉือนมีผลกระทบต่อค่าการกระจดัในแนวด่ิงท่ีเกิดข้ึนอย่างมาก 

โดยเฉพาะอย่างยิ่งบริเวณท่ีปลายทั้งสองข้างของคาน สังเกตได้ว่าแบบจ าลองคานท่ีวางอยู่บน 

ฐานราก Winkler เกิดการยกตวัท่ีปลายทั้งสองขา้งของคาน แบบจ าลองคานท่ีวางอยู่บนฐานราก 

Winkler-Pasternak กลบัทรุดตวัลงอยูใ่นดินเล็กนอ้ย นอกจากน้ียงัมีอีกขอ้สังเกตหน่ึงท่ีพบจากกราฟ

ซ่ึงพบวา่ บริเวณก่ึงกลางคานท่ีรับน ้ าหนกัหนกับรรทุกและเกิด Plastic Hinge ท่ีการกระจดัเท่ากบั 

( 0.009m  ) ในกรณีของแบบจ าลองคานบนฐานราก  Winkler เร่ิมมีการกระโดดของข้อมูล

เล็กน้อย ส่วนในกรณีของแบบจ าลองคานบนฐานราก Winkler-Pasternak ยงัคงไม่ปรากฏการ

กระโดดของขอ้มูลซ่ึงสังเกตไดจ้ากกราฟความสัมพนัธ์ค่าการกระจดัในแนวด่ิงของคาน นอกจากน้ี

ผลของชั้นแรงเฉือนยงัช่วยตา้นการบิดท่ีเกิดข้ึนในคานดว้ยเช่นกนั ดงัแสดงในรูปท่ี 4.23 
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รูปท่ี 4.22 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งการกระจดัในแนวด่ิงของคานเทียบกบัระยะทางตลอด 

ความยาวคานท่ีการกระจดัในแนวด่ิงก่ึงกลางคานมีค่าเท่ากบั 0.009m  ( 0.009m  ) 
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รูปท่ี 4.23 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งมุมบิดของคานเทียบกบัระยะทางตลอดความยาวคาน 

ท่ีการกระจดัในแนวด่ิงก่ึงกลางคานมีค่าเท่ากบั 0.009m  ( 0.009m  ) 



95 

 
 

จากรูปท่ี 4.24-4.26 แสดงถึงกราฟความสัมพนัธ์ระหว่างแรงเน่ืองจากฐานราก 

แรงดนัเน่ืองจากฐานรากท่ีกระท าต่อคาน และแรงท่ีเกิดข้ึนในชั้นแรงเฉือนเทียบกบัระยะทางตลอด

ความยาวของคาน (โดยใช้ขอ้มูลท่ีจุดการอินทิเกรต) ท่ีต าแหน่งจุด C  และ 'C  โดยท่ีรูปท่ี 4.24 

เปรียบเทียบแรงเน่ืองจากฐานราก ซ่ึงได้รับจากการวิเคราะห์แบบจ าลองทั้ง 2 กรณี ในกรณี

แบบจ าลองคานบนฐานราก Winkler-Pasternak แรงเน่ืองจากฐานรากมีการแผ่ออกมากกว่ากรณี

แบบจ าลองคานบนฐานราก Winkler ในบริเวณท่ีเกิดการคราก (Yielding Zone) เป็นผลเน่ืองมาจาก

ชั้นแรงเฉือน ส่วนในรูปท่ี 4.25 เปรียบเทียบแรงดนัเน่ืองจากฐานรากท่ีกระท าต่อคาน จากกราฟจะ

เห็นว่าผลเน่ืองมาจากชั้นแรงเฉือนมีผลต่อแรงดนัเน่ืองจากฐานรากท่ีกระท าต่อคานอยา่งมาก โดย

สามารถแบ่งจุดส าหรับการอธิบายพฤติกรรมท่ีเกิดข้ึนออกเป็น 3 จุด ซ่ึงไดแ้ก่  oa  คือจุดท่ีฐานราก

อยูใ่นช่วงอีลาสติก (Linear Elastic) ab  คือจุดท่ีฐานราก Winkler ไปถึงจุดคราก จะสังเกตไดว้า่ใน

กรณีแบบจ าลองคานบนฐานราก Winkler-Pasternak แรงดนัเน่ืองจากฐานรากมีค่าเพิ่มข้ึนเน่ืองจาก

ผลของชั้นแรงเฉือน และ bc  คือจุดท่ีอยู่ในบริเวณท่ีเกิด Plastic Hinge แรงดนัดินจะเพิ่มข้ึนอย่าง

รวดเร็วตามลกัษณะของค่าความโคง้ท่ีเกิดข้ึนในคาน สุดทา้ยในรูปท่ี 4.26 แสดงถึงค่าแรงท่ีเกิดข้ึน

ในชั้นแรงเฉือนซ่ึงอยูใ่นกรณีของช่วงอีลาสติก 
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รูปท่ี 4.24 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงเน่ืองจากฐานรากเทียบกบัระยะทางตลอดความยาวคาน 

ท่ีการกระจดัในแนวด่ิงก่ึงกลางคานมีค่าเท่ากบั 0.009m  ( 0.009m  ) 



96 

 
 

-300

-240

-180

-120

-60

0

60

0 1 2 3 4

S
o

il
 P

re
ss

u
re

  (
k

N
/m

)

Distance Along Beam (m)

Two-Parameter Foundations Model

Winkler Foundation Model

FoundationYielding Force

a ao o

b b

c

 
รูปท่ี 4.25 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงดนัเน่ืองจากฐานรากท่ีกระท าต่อคานเทียบกบัระยะทาง

ตลอดความยาวคานท่ีการกระจดัในแนวด่ิงก่ึงกลางคานมีค่าเท่ากบั 0.009m  ( 0.009m  ) 
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รูปท่ี 4.26 กราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงท่ีเกิดข้ึนในชั้นแรงเฉือนเทียบกบัระยะทางตลอด 

ความยาวคานท่ีการกระจดัในแนวด่ิงก่ึงกลางคานมีค่าเท่ากบั 0.009m  ( 0.009m  ) 
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บทที ่5 

สรุปผลการวจิัย 

 

 

5.1 สรุปผลทีไ่ด้จากงานวจิัย 

 

 

 งานวิจยัน้ีน าเสนอแบบจ าลองโครงสร้างท่ีวางอยูบ่นฐานรากไร้เชิงเส้น ซ่ึงไดแ้ก่

ปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น คานบนฐานรากไร้เชิงเส้น และคานบนฐานราก 

ไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร ภายใตน้ ้ าหนักบรรทุกท่ีกระท า โดยวิเคราะห์ด้วยวิธีการกระจดั 

(Displacement Formulations) ผลตอบสนองของปัญหาได้จากการใช้เอเลเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันการ

เปล่ียนแปลงรูปร่างซ่ึงไดรั้บจากการวิเคราะห์ทางทฤษฎี โดยการแกส้มการสมดุลเชิงอนุพนัธ์ของ

แต่ละปัญหา เม่ือปัญหาช้ินส่วนแนวแกนและคานท่ีวางอยูบ่นฐานรากเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ก าลงั 

2 และ 4 ตามล าดบั  

เน่ืองจากฟังกช์นัการเปล่ียนแปลงรูปร่างของปัญหาท่ีน าเสนอในงานวิจยัน้ี จะตอ้ง

ใช้ค่าตวัแปรคุณสมบติัวสัดุของช้ินส่วนแนวแกนหรือคานและฐานราก (Parameters of Bar (or 

Beam) and Foundation) ในการประมาณค่า ซ่ึงอาจมีค่าไม่คงท่ีในแต่ละต าแหน่งของความยาว 

ช้ินส่วนแนวแกนหรือคาน ส่งผลให้เทคนิคในการประมาณค่าตวัแปรเหล่าน้ีจึงถูกเสนอและใชง้าน

ในงานวิจยัน้ี เพื่อทดสอบประสิทธิภาพและความแม่นย  าของผลตอบสนองท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์

แบบจ าลอง ในงานวจิยัน้ีไดมี้การแสดงตวัอยา่งการหาผลตอบสนองของปัญหา ซ่ึงสามารถสรุปได้

ดงัน้ี 

1. การทดสอบการลู่เขา้ของผลตอบสนองท่ีมีความสัมพนัธ์ไร้เชิงเส้นของปัญหา 

ซ่ึงได้จากการวิเคราะห์แบบจ าลองทั้งในกรณีของปัญหาช้ินส่วนแนวแกนและคานบนฐานราก 

ไร้เชิงเส้น พบว่าเอเลเมนตท่ี์ใช้ฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์ทางทฤษฎีมี

ประสิทธิภาพและความแม่นย  ามากกวา่เอเลเมนตท่ี์ใชก้ารประมาณฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่าง

ดว้ยสมการเส้นตรงและสมการพหุนามก าลงัสาม ตามล าดบั โดยพิจารณาจากจ านวนเอเลเมนต์ท่ีใช้
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ในการวิเคราะห์เพื่อหาค่าท่ีลู่เขา้สู่ค่าผลตอบสนองแม่นย  า นอกจากน้ีในกรณีการวิเคราะห์ด้วย

วิธีการกระจดั มกัจะพบการกระโดดของขอ้มูลในกราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งความเครียดและแรง

ในแนวแกนของบาร์ (กรณีปัญหาช้ินส่วนแนวแกนบนฐานรากไร้เชิงเส้น) เทียบกบัระยะทางตลอด

ความยาวช้ินส่วนแนวแกน หรือกราฟความสัมพนัธ์ระหว่างความโคง้และโมเมนต์ดดัของคาน 

(กรณีปัญหาคานบนฐานรากไร้เชิงเส้น) เทียบกบัระยะทางตลอดความยาวคาน ซ่ึงพบในกรณีท่ีใช้

เอเลเมนต์ท่ีประมาณฟังก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่างดว้ยสมการเส้นตรงและสมการพหุนามก าลงั

สาม ตามล าดบั แต่ขอ้เสียน้ีจะถูกขจดัไปในกรณีท่ีใชเ้อเลเมนตท่ี์ใชฟั้งก์ชนัการเปล่ียนแปลงรูปร่าง

ท่ีได้จากการวิเคราะห์ทางทฤษฎี เน่ืองมาจากคุณสมบัติเฉพาะของฟังก์ชั่นไฮเพอร์โบลิกและ

ตรีโกณมิติในฟังกช์นัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้ากการวเิคราะห์ทางทฤษฎี 

2. การเปรียบเทียบผลตอบสนองระหว่างกรณีการใช้แบบจ าลองคานบนฐานราก 
Winkler กบัแบบจ าลองคานบนฐานรากประเภท 2 ตวัแปร จากผลการทดลองในกรณีตวัอยา่งคาน
สั้นท่ีวางอยู่บนฐานรากไร้เชิงเส้นประเภท 2 ตวัแปร พบว่าค่าการกระจดัในแนวด่ิงและมุมบิดท่ี
เกิดข้ึนในคานมีค่านอ้ยกวา่เม่ือเปรียบเทียบกบัแบบจ าลองของ Winkler โดยเฉพาะอยา่งยิ่งบริเวณท่ี
ปลายของคาน ซ่ึงทั้งหมดเป็นผลเน่ืองมาจากชั้นแรงเฉือนในแบบจ าลองคานบนฐานรากประเภท 2 
ตวัแปร 

 
 

5.2 ข้อเสนอแนะ 
  
 

จากงานวิจยัท่ีน าเสนอในตวัอยา่งการทดลองในตวัอยา่งท่ี 2 และ 3 ค่าสติฟเนส 

ของฐานราก Pasternak (ชั้นแรงเฉือน) หรือพารามิเตอร์ตวัท่ี 2 ในกรณีแบบจ าลองคานท่ีวางอยูบ่น

ฐานรากประเภท 2 ตวัแปร จากความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงกบัค่าการเปล่ียนแปลงรูปซ่ึงอยู่ในช่วง 

อีลาสติก ส่งผลท าใหก้ราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงกบัค่าการกระจดัท่ีก่ึงกลางของคานมีแนวโนม้

เพิ่มข้ึนไปเร่ือยๆ เม่ือเทียบกบัแบบจ าลองของ Winkler เน่ืองจากจากค่าพารามิเตอร์ท่ีน ามาใช้ใน

การวเิคราะห์ปัญหา อา้งอิงจากบทความวิจยัท่ีน าเสนอพฤติกรรมของฐานรากเป็น Elastoplastic ท า

ใหผ้ลการทดลองท่ีไดเ้ป็นไปตามท่ีน าเสนอในตวัอยา่งท่ี 2 และ 3 ตามล าดบั  
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ในความเป็นจริงค่าสติฟเนสของปัญหาไม่ว่าจะเป็นของช้ินส่วนแนวแกน คาน 

และฐานราก อาจมีพฤติกรรมเป็นเป็นฟังก์ชนัอ่ืนๆ นอกเหนือจากสมการไบลิเนียร์ท่ีน าเสนอใน

งานวจิยัน้ี จึงจ าเป็นตอ้งมีการศึกษาและพฒันาต่อๆไปในอนาคต 

นอกจากน้ีงานวิจยัน้ีสามารถน าไปใชป้ระยุกตร่์วมกบัโปรแกรมออกแบบช้ินส่วน

โครงสร้างอาคารท่ีวางอยู่บนดินหรือฐานรากได ้เช่น ปัญหาท่อส่งน ้ ามนั คานคอดิน เป็นตน้ และ

เน่ืองจากการพฒันาระบบการท างานของคอมพิวเตอร์ในปัจจุบนั มีประสิทธิภาพมากกว่าในอดีต

หลายเท่าตวั ส่งผลท าให้การประมวลผลการวิเคราะห์ของปัญหา ทั้งในกรณีการใช้เอเลเมนตท่ี์ใช้

ฟังกช์นัการเปล่ียนแปลงรูปร่างท่ีไดจ้ากการวเิคราะห์ทางทฤษฎีกบัเอเลเมนตท่ี์ประมาณฟังก์ชนัการ
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Abstract 
   An alternative way to derive the exact element 
stiffness matrix for a bar with lateral interfaces is presented 
in this paper. The element formulation starts from the 
derivation of the exact element flexibility matrix. The virtual 
force principle is used to obtain the governing differential 
compatibility of the problem. The exact force interpolation 
functions are derived based on the analytical solution to 
the governing differential compatibility of the problem. The 
matrix virtual force equation is employed to obtain the 
exact element flexibility matrix using the exact force 
interpolation functions. The so-called “natural” element 
stiffness matrix is obtained by inverting the exact element 
flexibility matrix. A numerical example is used to verify the 
accuracy and the efficiency of the natural bar element with 
lateral interfaces.  
Keywords: Bar element; force-based formulation; virtual 
force principle; soil-pile interaction 

1. Introduction 
Pile-foundation problem is one of several substructure 

problems in engineering construction. The concept for 
analysis of piles embedded in elastic foundation is similar to 
a beam on elastic foundation [1-7]. For analysis, soil 
interaction or modulus of subgrade reaction [8] is replaced 
with linear springs modal along the length of bar [9]. 

In recent decades, several works on the behavior of 
piles under pure axial load have been reported. (for 
example [10-12])  

The objective of this paper is to alternatively derive the 
exact bar on Winkler foundation flexibility matrix base on 
the complementary virtual work or the principle virtual 
force. The governing differential compatibility equation is 
solved to obtain the exact axial interpolation functions for 
analysis the problem of bar on elastic foundation.  

This paper has one numerical example, is used to verify the 
accuracy and efficiency of the problem. It calculates by the 
computer software Mathematica [13]. 

2. Formulation 

2.1  Governing equation of a bar embedded in 
Winkler foundation 
The governing differential equilibrium equation of a bar 

embedded in Winkler foundation is derived based on Fig.1. 
And Fig.2 shows an infinitesimal segment dx . The axial 
equilibrium equation of the infinitesimal segment can be 
written as: 

                ( )
- ( ) 0s

dN x
P x

dx
             (1)   

 
 
 
 

 

 
Fig. 1 A bar embedded in Winkler foundation 

    
 
 
 
 
 
 
 

 
Fig. 2 The segment of bar element 
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Where ( )N x is the bar axial force and ( )sP x  is the 
foundation force.                                        

2.2  Force-deformation relation 
The constitutive relations of the bar section and lateral 

interface are defined as: 

    
( )

( )
du x

N x EA
dx

  and  0( ) ( )s sP x k u x          (2) 

Where ( )u x  is the axial displacement of the bar; 
( )su x is the foundation deformation; EA is the bar axial 

rigidity; and 
0k  is the lateral-interface stiffness. 

2.3  Differential compatibility equation: the 
virtual force principle 
The virtual force equation is written in the general from 

as: 
        * * * 0int extW W W                (3) 
Where *W  is the total complementary virtual work 

of the system; *

intW is the internal complementary virtual 

work of the system; *

extW is the external complementary 
virtual work of the system.  
   * ( ) ( ) ( ) ( )s s

L L

int N x u x dx P x u x dW x            (4)                    

                 *

extW    T
P U            (5) 

Where the vector 1 2{ }TP PP  consists of axial 

forces acting at bar ends while the vector 1 2{ }TU UU  
contains conjugate-work axial nodal displacements. Thus, 
Eq.(3) can be rewritten as: 
 

* ( ) ( ) ( ) ( )s s

L L

W N x u x dx P x u x dx       
T

P U   (6) 

Based the constitutive relations of Eq.(2) and Eq.(6) 
becomes: 

*

0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )s s

L L

W N x N x dx P x P x dx
EA k

  
       

   
                

                                    T
P U                                 (7) 

Enforcing the axial equilibrium of Eq.(1) and Eq.(7) can 
be expressed as:  

* 1
( ) ( )

L

W N x N x dx
EA

 
    

 
  

          
0

( ) 1 ( )

L

d N x dN x
dx

dx k dx


 
  

 


T
P U            (8) 

 
 
 

Applying integration by parts, Eq. (8) becomes : 
2

*

2

0

1 1 ( )
( ) ( )

L

d N x
W N x N x dx

EA k dx

   
      

    
                

             
0 0

1 ( )
( ) 0

L

dN x
N x

k dx


  
     
   

T
P U       (9) 

Enforcing the Cartesian sign convention, Eq.(9) can be 
written as : 

 
2

*

2

0

1 1 ( )
( ) ( )

L

d N x
W N x N x dx

EA k dx

   
      

    
  

1 1

0 0

1 ( )

x

dN x
P U

k dx


  
   

   
 

                  2 2

0

1 ( )
0

x L

dN x
P U

k dx


  
    

   
        (10) 

Since ( )N x  is arbitrary, the governing differential 
compatibility equation is: 

  
2

0

2

( )
( ) 0

kd N x
N x

dx EA

 
  
 

 for (0, )x L   (11) 

The end-boundary compatibility conditions are obtained 
due to the arbitrariness of P : 

 1 2

00 0

1 ( ) 1 ( )
;

x x L

dN x dN x
U U

k dx k dx 

      
       

      
(12) 

The exact axial interpolation functions are obtained by 
solving the governing differential compatibility equations of 
Eq. (11). The homogeneous solution of Eq. (11) is: 

           1 2( ) x xN x c e c e                 (13) 

Where  0k

EA
   ; 1c and 2c are the constants and 

can be determined by imposing force boundary conditions. 
The boundary conditions can be written as : 

           1(0)N P    ; 2( )N L P                   (14) 

Imposing force boundary conditions, the axial 
interpolation functions can be written in teams of P  as : 

           ( ) ( )N x  BBN x P                 (15)                                       

Where  1 2( ) ( ) ( )BB BBN x N xBBN x  is an array 

containing the axial force interpolation functions. 
Based on Eq. (1), the foundation force ( )sP x  can be 

expressed in terms of P as: 
           ( ) ( )sP x  SBN x P               (16) 

here  1 2( ) ( ) ( )SB SBN x N xSBN x  is an array 

containing the foundation-force interpolation functions.  
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Substituting Eq. (15) and Eq. (16) into Eq. (7), leading to: 

* 1
( ) ( )

L

W dx
EA

 
 

  
 


T T

BB BBP N x N x P  

0

1
( ) ( ) 0

L

dx
k

 
 

   
 


T T T

SB SBP N x N x P P U  (17) 

Due to the arbitrariness P , obtain the element 
flexibility equation as: 

                    FP U                                                                   (18) 

Where F  is the element flexibility matrix and can be 
expressed as: 

              BB SSF F F                          (19) 

       
1

( ) ( )
L

dx
EA

 
 
 

 
T

BB BB BBF N x N x          (20a) 

                     
0

1
( ) ( )

L

dx
k

 
 
 

 
T

SS SB SBF N x N x                (20b) 

Where 
BBF  and 

SSF  are bar and foundation 
contributions to the element flexibility matrix, respectively. 

3. Numerical example 
One numerical example is used to verify the accuracy 

and the efficiency of the natural bar element with lateral 
interfaces.  

3.1 Example I 
An elastic bar embedded in Winkler foundation and 

subjected to the load P is shown in Fig. 3. Given data are:  
bar length 55L m , diameter of bar 1D m ,  
elastic modulus 30,000E MPa , foundation stiffness 

0 100k kPa  and load 2,400P kN  [14] 
The axial displacement and axial force diagrams 

obtained with the proposed model are shown Fig. 4 and Fig. 
5. Stress and stain diagrams are shown Fig. 6 and Fig. 7.  

In all diagrams, the responses obtained with 1 bar 
element with linear interpolation function and 1 bar 
element quadratic interpolation function are compared with 
the proposed model. The results of one natural bar 
element (Exact Solution) are accurate and effective when 
compare a bar element with linear and quadratic 
interpolation functions. 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3 Example I: a bar embedded in Winkler foundation and 
subjected to load P  
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Fig. 4 Diagram for axial displacement for example I 
 

 

10 20 30 40 50
Bar Length m

2000

1500

1000

500

Axial Force kN

 
 
 

Fig. 5 Diagram for axial force for example I 
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Fig. 6 Diagram for stress for example I 
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Fig. 7 Diagram for stain for example I 
 

4. Conclusion 
The complementary virtual work or the virtual force 

principle is an alternative method to obtain the exact 
flexibility matrix. The so-called “natural” element stiffness 
matrix is obtained by inverting the exact element flexibility 
matrix. The problem of a bar embedded in Winkler 
foundation is considered in this paper. The axial-force and 
interface force interpolation functions are obtained by 
solving the governing differential compatibility equations of 
the system. The respones, are shown in a numerical 
example compare with linear and quadratic interpolation 
functions. The results of one natural bar element (Exact 
Solution) are accurate and effective when compare a bar 
element with linear and quadratic interpolation functions. 

 
 
 
 

 
References 
[1] Hetényi, M. (1946), “Beams on Elastic Foundation: Theory 

with Applications in the Fields of Civil and Mechanical 
Engineering” University of Michigan Press, Ann Arbor, 
Michigan, ISBN: 0472084453. 

[2] Kerr, A. D. (1964), “Elastic and Viscoelastic Foundation 
Models”, J. Appl. Mech., 31(4): 491–498. 

[3] Nogami, T., and O’Neill, M. W. (1985), “Beam on generalized 
two-parameter foundation.”, J. Engrg. Mech. ASCE., 111(5), 
664–679. 

[4] Scott, R. F. (1981), Foundation analysis. Prentice-Hall, Inc., 
Englewood Cliffs, N.J.   

[5] Selvadurai A. P. S (1979), Elastic Analysis of Soil Foundation 
Interaction, Elsevier Scientific Publishing Company, Inc., 
NewYork 

[6] Yang, TY. (1972),  “A finite element analysis of plates on a 
two parameter foundationmodel”, Compututer Structure., 
2(4), 593–614. 

[7] Zhaohua, F. and D. R. Cook (1983), “Beam Elements on 
Two-Parameter Elastic Foundation”, J.Eng. Mech., 109(3), 
1390-1401. 

[8] Terzaghi K. (1955), “Evaluation of coefficient of subgrade 
reaction”, Geotechnique, 5(4), 297-326. 

[9] Winkler, E. (1967), Die lehre von der elastizität und 
Festigkeit, Prag.  

[10] Coyle, H. M., and Reese, L. C. (1966), “Load transfer for 
axially loaded piles in clay”, J. Soil Mech. and Found. Div., 
92(2), 1–26. 

[11] Kraft Jr., L. M., Ray, R. P., and Kagawa, T. (1981), “Theoretical 
t-z curves”, J. Geotech. Engrg. Div., 107(11), 1543–1562. 

[12] Zhu, H., and Chang, M. F. (2002), “Load transfer curves 
along bored piles considering modulus degradation”, J. 
Geotech. Geoenviron. Eng., 128(9), 764–774. 

[13] Wolfram, S. (1992), Mathematica Reference Guide, Addison-
Wesley Publishing Company, Redwood City. 

[14] Jingpei, L., Yongwei, T., and Fayun, L. (2011), “A Modified 
Analysis Method for the Nonlinear Load Transfer Behaviour 
of Axially Loaded Piles”, KSCE Journal of Civil Engineering., 
16(3), 325-333. 

 
 
 

 
 

Exact solution 

1 Element Linear Interpolation 

1 Element Quadratic Interpolation 

Exact solution 

1 Element Linear Interpolation 

1 Element Quadratic Interpolation 



 5 

Appendix A : Force interpolation function, Foundation-Force interpolation function 
 
The Force interpolation function may be written as : 
 

0 0(2 )
0

1

1
( e e )( 1 [ ])

2

k k
L x x

EA EA
BB

k
Coth L

EA
N



     

 

0 0
2 [ ] [ ]BB

k k
Csch L Sinh x

EA EA
N   

 
The Foundation-Force interpolation function may be written as : 
 

0 0(2 )
0 0

1

1
(e e ) ( 1 [ ])

2

k k
L x x

EA EA
SB

k k
N Coth L

EA EA



     

 

0 0 0
2 [ ] [ ]SB

k k k
N Cosh x Csch L

EA EA EA
  

 

Appendix B : Beam on Winkler foundation flexibility matrix 
The beam contribution to the element flexibility matrix may be written as : 
 

11 12

21 22

BB BB

BB BB

F F

F F

 
  
 

BBF  

 

020
0

11

0

2
[ ] ( 2 [ ])

4

BB

k Lk
Csch L k L EASinh

EA EA
F

EA k

 

  

 
 

0 0 0
0

12

0

( [ ]) [ ]

2

BB

k k k
EA k LCoth L Csch L

EA EA EA
F

EAk



  

 

21 12

BB BBF F  

 

0

20

0

22

[2 ]

[ ] ( 2 )

4

BB

k
Sinh L

k EACsch L L
EA k

EA
F

EA
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The foundation contribution to the element flexibility matrix may be written as : 
 

11 12

21 22

SS SS

SS SS

F F

F F

 
  
 

SSF  

 

020
0 0

11

0

2
[ ] (2 [ ])

4

SS

k Lk
Csch L k L EA k Sinh

EA EA
F

EAk



  

 

0 0 0
0

12

0

( [ ]) [ ]

2

SS

k k k
EA k LCoth L Csch L

EA EA EA
F

EAk



  

21 12

SS SSF F  

 

20 0 0
0

22

0

[ ] [ ]

2

SS

k k k
EA Coth L k LCsch L

EA EA EA
F

EAk



  

 

The element stiffness matrix :  BB SSF F F  
 

11 12

21 22

F F

F F

 
  
 

F  

 

020

11

0

2
[ ] [ ]

2

k Lk
Csch L Sinh

EA EA
F

EA k
  

 

0

12

0

[ ]
k L

Csch
EA

F
EA k

  

 

21 12F F  

 

0

22

0

[ ]
k L

Coth
EA

F
EA k

  

 

Appendix C : Beam on Winkler foundation stiffness matrix 
The bar contribution to the element stiffness matrix may be written as : 
 

11 12

21 22

BB BB

BB BB

K K

K K

 
  
 

BBK  



 7 

 

20 0 0
11 0

1
( [ ] [ ] )

2

BB k k k
K EA Coth L k LCsch L

EA EA EA
   

 

0 0 0
12 0

1
( [ ]) [ ]

2

BB k k k
K EA k LCoth L Csch L

EA EA EA
    

 

21 12

BB BBK K  

 

20 0 0
22 0

1
( [ ] [ ] )

2

BB k k k
K EA Coth L k LCsch L

EA EA EA
   

 

The foundation contribution to the element stiffness matrix may be written as : 
 

 

11 12

21 22

SS SS

SS SS

K K

K K

 
  
 

SSK  

 

0 20
11 0 0

1
( [ ] [ ] )

2

SS
k L k

K EA k Coth k LCsch L
EAEA

   

 

0 0 0
12 0

1
( [ ]) [ ]

2

SS k k k
K EA k LCoth L Csch L

EA EA EA
    

 
 

21 12

SS SSK K  

 

 
 
 
 

 

0 20
22 0 0

1
( [ ] [ ] )

2

SS
k L k

K EA k Coth k LCsch L
EAEA

   

 

The element stiffness matrix :   BB SSK K K  
 

11 12

21 22

K K

K K

 
  
 

K  

 

0

11 0 [ ]
k L

K EA k Coth
EA

  

0

12 0 [ ]
k L

K EA k Csch
EA

   

 

21 12K K  

0

22 0 [ ]
k L

K EA k Coth
EA
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Abstract 

This paper presents an inelastic beam element resting on Winkler-Pasternak foundation. It is based 
on Euler-Bernouli beam theory and an assumption of plane strain for soil or foundation. The 
element is derived from a displacement-based formulation. The nonlinear responses of the problem 
are obtained from the analysis with the improved displacement shape functions elements. The 
improved displacement shape functions are derived from homogeneous solution of the governing 
differential equilibrium equation.  It can be divided to three cases for the homogeneous solution. 
The foundation parameters are first computed with average technique for the improved 
displacement shape functions approximation. A numerical example is used to verify the accuracy 
and the efficiency of the beam element model.  

Keywords: beam element, two-parameter foundation, virtual displacement principle, Pasternak 
foundation, nonlinear analysis, Winkler-Pasternak foundation 

Introduction 

The responses analysis of the substructures on foundation is the problems in 
engineering construction. It have been studied until the past into the present and used in 
several other applications (e.g. railroad tracks, highway, geotechnical and mechanical 
engineering). The beam on foundation is one of these problems. The behavior of soil is 
significantly complex due to many parameters for modeling. First, the basic model is 
Winkler foundation model [1]. It presents interaction between soil and substructure with a 
single layer of linear independent and discrete spring model along length of the 
substructures. Winkler model or Winkler foundation assumes the soil or foundation 
reaction at a paricular point is proportional to the soil or foundation displacement. The 
constant of these spring model is known as subgrade reaction coefficient [2]. In reality, 
these spring model should not be independent. To overcome the drawback of Winkler 
model, two-parameter elastic foundation models have been proposed by Filonenko-
Borodich foundation [3], Pasternak foundation [4], Generalized foundation [5], Hetenyi 
foundation [6], Vlasov and Leontiev model [7] where a second parameter is introduced to 
account for interaction among the Winkler springs model. The concept of Pasternak 
foundation model assumes the shear interaction among Winkler springs. 

The solutions of the beam element on two-parameter foundation have been proposed 
by several researchers. For example; Zhaohue and Cook [8] presented general form for 
model analysis included Winkler, Filonenko-Borodich, Pasternak, generalized and Vlasov 
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foundations. The element was based on the exact and cubic displacement shape functions. 
Alemder and Gülkan [9] represented a general solution for the displacement shape 
functions of a beam element on two-parameter foundations. It was not limit with a range of 
magnitudes of foundation parameters.  

In the reality, the behaviors of foundation aren’t only in elastic case. Inelastic analysis 
of beam on foundations has been proposed in recent years by several researchers. For 
example; Ravi Mullapudi and Ashraf Ayoub [10] presented an inelastic element for 
analysis of beams resting on two-parameter foundations. The element was derived from a 
two field mixed formulation. Sapountzakis and Kampitsis [11] presented a boundary 
element method for the inelastic beam element resting on two-parameter tensionless 
elastoplastic foundation analysis. 

The main objective of the paper proposes inelastic beam element resting on Winkler-
Pasternak foundation model. The element is derived from displacement-based formulation.  
It is accurately responses when compare with cubic displacement shape functions or 
Hermitian interpolation. The improved shape functions obtain form the analytically 
deriving based on the homogeneous solution of the governing differential equilibrium 
equation. An iterative technique [12] is used to determine the parameters for evaluating the 
displacement shape functions. All symbolic calculations in this paper are performed using 
the computer software Mathematica [13] and the responses of the problem are calculated 
by FEAP [14]. 

1. Definitions 

In the present study, a beam element on Winkler-Pasternak foundation modal is shown 
in figure 1. It can assemble two nodes in an element. A node is composed of two degrees 
of freedom as vertical displacement and rotation.   

The nodal displacements are defined as: 

                                                              1 1 2 2{ }Tv v U                                                      (1) 

Where U is a nodal displacements array, v  is vertical displacement, and   is rotation. 
Subscription number refers to a number node. 

The nodal forces are defined as: 

                                                            1 1 2 2{ }TP M P MP                                                         (2) 

Where P  is a nodal forces array, P  is shear force, and M  is bending moment. 
Subscription number refers to a number node. 
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Figure 1. A 2-Node Beam Element on Winkler-Pasternak Foundation 

The vertical displacement ( )Bv x  of beam section is grouped in the array. 

                                                                ( ) ( )}{ Bx v xu                                                        (3) 

The sectional curvature ( )B x  of beam section is grouped in the array. 

                                                                {( ) ( )}BB x xd                                                      (4) 

In this paper, the sectional shear deformation vanishes because of the kinematics of 
beam section is based on Euler-Bernoulli beam theory. The sectional shear force can be 
determined from equilibrium equation. The relation between sectional curvature and 

vertical displacement can be determined through compatibility relation 
2

2

( )( ) B
B

d v xx
dx

  . 

It can be written in matrix form as: 

                                                                 ( ) ( )B Bx x d u                                                      (5) 

Where B  is a differential operator. It is defined as: 

                                                                  
2

2B
d
dx
 

   
 

                                                          (6) 

The sectional moment ( )BM x  and conjugate work pair ( )x  are contained in  
the array ( )B xD . It can be written as: 

                                                                ( ) ( )B Bx M xD                                                    (7) 

The Winkler deformation ( )Wu x  is contained in the array ( )W xd . It can be written as: 

                                                                 ( ) ( )W Wx u xd                                                     (8) 

From Winkler foundation theory and compatibility equation show the relation between 
beam and Winkler deformations. It can be assigned as: 

                                                                  ( ) ( )W Bu x v x                                                       (9) 

 

  

  



Proceedings of the 6th ACEC and the 6th AEEC               21-22 November 2013, Bangkok, Thailand 

CE37-4 

 

From Eq. (9), it can be written in matrix form as: 

                                                                ( ) ( )W Wx x d u                                                    (10) 

Where W  is a differential operator. It is defined as: 

                                                                                 1W                                                            (11) 

The sectional Winkler force ( )WD x  and conjugate work pair ( )Wu x  are contained in 
the array ( )W xD . It can be written in matrix form as: 

                                                    ( ) ( )W Wx D xD                                                   (12) 

The Pasternak deformation ( )Pu x  is contained in the array ( )W xd  as: 

                                                     ( ) ( )P Px u xd                                                    (13) 

From compatibility equation shows relation between beam and Pasternak 
deformations. It can be assigned as: 

                                                    ( )( ) B
P

dv xu x
dx

                                                     (14) 

From Eq. (14), it can be written in matrix form as: 

                                                     ( ) ( )P Px x d u                                                    (15) 

Where P  is a differential operator. It is defined as: 

                                                       P
d
dx
     

                                                        (16) 

Finally, sectional Pasternak force ( )PD x  and conjugate work pair ( )Pu x  are contained 
in the array ( )P xD . It can be written in matrix form as: 

                                                     ( ) ( )P Px D xD                                                   (17) 

2. Governing Differential Equilibrium Equations: Beam Element on  
Winkler-Pasternak Foundation 

The free body diagram of an infinitesimal segment dx  of beam element resting on 
Winkler-Pasternak foundation is shown in figure 2. The equilibrium equations are 
considered in the undeformed configuration. It is shown in Eqs. (18)-(19). 

Vertical equilibrium equation: 

                                               
2

2

( )( ) ( ) ( ) 0B
W B P

d v xdV x k v x k q x
dx dx

                                    (18) 
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Moment equilibrium equation: 

                                                                 ( ) ( ) 0dM x V x
dx

                                                 (19) 

Where ( )V x  is shear force, ( )M x  is bending moment, Wk  is the Winkler stiffness,  
Pk  is the Pasternak stiffness and ( )q x  is the applied external distributed load.  

From Eqs. (18)-(19), it can be written: 

                                     
22

2 2

( )( ) ( ) ( ) 0B
W B P

d v xd M x k v x k q x
dx dx

                               (20) 

Parameters Wk  and Pk  are depended on the soil characteristics. This paper presents the 
foundation parameters in the nonlinear behavior. It is described in material constitutive 
laws later. 

 

Figure 2. Infinitesimal segment of beam element resting on Winkler-Pasternak 
foundation [9] 

3. Displacement Formulation of Beam Element on Winkler-Pasternak 
Foundation 

In the displacement-based formulation, the element displacement ( )xu  can be 
expressed as functions of the element nodal displacements U through the displacement 
shape functions matrix ( )B xN . 

                                                           ( ) ( )Bx xu N U                                                          (21) 

Where ( )B xN  are the displacement shape functions matrix. 
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4. Compatibility 

The deformations of problem are directly determined through the element nodal 
displacements U by compatibility conditions. 

                                                           ( ) ( )B Bx xd B U                                                        (22) 

                                                           ( ) ( )W Wx xd B U                                                       (23) 

                                                           ( ) ( )P Px xd B U                                                        (24) 

Where ( )B xB  is the beam deformations-displacements matrix,  ( )W xB  is the Winkler 
deformations-displacements matrix, and ( )P xB  is the Pasternak deformations-
displacements matrix.  

It can be defined in matrix form as: 

                                                              ( ) ( )B B Bx xB N                                                    (25) 

                                                              ( ) ( )W W Bx xB N                                                   (26) 

                                                              ( ) ( )P P Bx xB N                                                    (27) 

5. Material Constitutive Laws: Beam, Winkler and Pasternak Section  

The sectional moment ( )M x  and curvature ( )x  are related by a nonlinear  
constitutive relation. 

                                                 ( ) ( ) ( ) ( )B BM x x or x x   D ψ d                                       (28) 

The Winkler force ( )WD x  and deformation ( )Wu x  are related by a nonlinear  
constitutive relation. 

                                       ( ) ( ) ( ) ( )W W WW u orD x x x x  D Ξ d                                    (29)         

The Pasternak force ( )PD x  and deformation ( )Pu x  are related by a nonlinear  
constitutive relation. 

                                   ( ) ( ) ( ) ( )P P PP u orD x x x x  D Θ d                                    (30) 

In this study the nonlinear relation in Eqs. (28)-(30) are defined in the bilinear relation.  

The consistent linearization of the nonlinear relation between force and deformation of 
beam, Winkler and Pasternak foundations can be written in matrix from as: 

                                                     0( ) ( ) ( )B B B Bx x x D D k d                                              (31) 

                                                    0( ) ( ) ( )W W W Wx x x D D k d                                             (32) 
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                                                     0( ) ( ) ( )P P P Px x x D D k d                                              (33) 

Where 0 ( )B xD , 
0 ( )W xD  and 0 ( )P xD  are initial beam, Winkler and Pasternak section 

forces respectively. Bk , Wk  and Pk  are beam, Winkler and Pasternak section tangent 
stiffness matrix respectively. 

6. Equilibrium: The Virtual Displacement Principle 

In the displacement-based formulation, the result in weak equilibrium is obtained for 
applying the virtual displacement principle, substitution Eqs. (22)-(24) and subsequently 
imposing the arbitrariness of the virtual nodal displacements U . The equilibrium equation 
in integral form can be written as: 

                               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T
B B W W P P

L L L

x x dx x x dx x x dx    B D B D B D P                        (34)    

Substitution of Eqs. (31)-(33) into Eqs. (34) can be written in the finite element 
equation as: 

                                           0 0 0( ) ( )B W P B W P     K K K U P P P P                                   (35) 

Where  

( ) ( ) ( )T
B B B B

L

x x x dx K B D B  is the beam element stiffness matrix. 

( ) ( ) ( )T
W W W W

L

x x x dx K B D B  is the Winkler foundation element stiffness matrix. 

( ) ( ) ( )T
P P P P

L

x x x dx K B D B  is the Pasternak foundation element stiffness matrix. 

0 0( ) ( )T
B B B

L

x x dx P B D  is the beam element resistant force vector. 

0 0( ) ( )T
W W W

L

x x dx P B D  is the Winkler foundation element resistant force vector. 

0 0( ) ( )T
P P P

L

x x dx P B D  is the Pasternak foundation element resistant force vector. 

7. Improved Displacement Shape Functions 

The governing differential equation of beam element on Winkler-Pasternak foundation 
problem in figure 1 can be written as:  

                                              
4 2

4 2

( ) ( ) ( ) ( )B
BB P W

Bd dk k k
dx d
v x v x x x

x
v q                                 (36) 
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Where Bk  is the flexural rigidity of the beam section, Wk  is the Winkler stiffness, Pk  is 
the Pasternak stiffness, and ( )q x  is the applied external distributed load. 

The parameters /P BA k k  and /W BB k k  are defined for homogeneous solution 
solving when external distributed load is equal to zero ( ) 0q x  . The solutions are 
depended on beam and soil characteristic conditions. Alemder and Gülkan [9] represented 
the solutions of the problem into three cases. 

The homogeneous solutions: 

Case: 2A B  [8,15,16] 

    1 2 3 4( ) cos cosh cos sinh sin cosh sin sinhBv x c x x c x x c x x c x x              (37) 

Case: 2A B  

                                4 4 4 4

1 2 3 4( ) Bx Bx Bx Bx
Bv x c e c xe c e c xe                                    (38) 

       Case: 2A B   

           1 2 3 4( ) cosh cosh sinh cosh cosh sinh sinh sinhBv x c x x c x x c x x c x x           (39) 

The variable are defined by 

                                                         4
4

W

B

k
k

                                                        (40) 

                                                           
4

P

B

k
k

                                                         (41) 

                                                       2                                                         (42) 

In case 2A B , it always calculates parameter   by Eq. (43). 

                                                      2                                                          (43) 

In case 2A B , it always calculates parameter   by Eq. (44). 

                                                      2                                                          (44) 

The solutions of the problem can be written in the general matrix form as: 

                                                      ( )B
Tv x  Γ C                                                       (45) 

Where Γ  is column vector containing base functions for each solution case and C  is 
column vector containing the four constants of integration. 
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The four geometric boundary conditions are related to element nodal displacements as: 

                              1 1 2 20
0

; ; ;B B
B Bx x L

x x L

dv dvv v v v and
dx dx

 
 

 

                         (46) 

Substituting for ( )Bv x  and its derivatives from Eq. (45) into Eq. (46) yields the 
following algebraic relation: 

                                                             U TC                                                       (47)  

Where T  is the mapping matrix between the generalized coordinates and the element 
nodal displacements. Substituting Eq. (47) into Eq. (45), it can be written as: 

                                               1( ) ( )BB
Tv x x  Γ T U N U                                         (48) 

Where  1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )B B B BB x N x N x N x N xN  is the row vector containing the 
improved displacement shape functions.  

In cases 2A B  and 2A B , when the parameters Wk and Pk  tend to zero, the 
parameters  ,  ,   and   also tend to zero as well. The improved displacement shape 
functions also reduce to cubic polynomial displacement shape functions or Hermitian 
functions. Similarly, when the parameter of Pasternak Pk  tends to zero, the improved 
displacement shape functions also reduce to Winkler type foundation shape functions. 

The flexural rigidity of the beam section Bk , Winkler stiffness Wk  and Pasternak 
stiffness Pk  in material constitutive laws may not be constant. The parameters   and   
can be varied with loading magnitudes and local beam. Average technique is used to find 
the parameters    and   needed in evaluating the displacement shape functions ( )B xN  at 
each loading step. 

In the first scheme, the average parameters AVE  and AVE  are first computed as: 

                                                        
1

NIP
AVE i i

i

w
L






                                                  (49) 

                                                        
1

NIP
AVE i i

i

w
L






                                                  (50) 

Where iw is the weight of integration point i , NIP  is the number of integration point 
and L  is the length of beam element. 

In the second scheme, the average parameters AVE
Bk , AVE

Wk  and AVE
Pk  are first computed 

as: 

                                                        4
4

AVE
AVE W

AVE
B

k
k

                                                  (51) 
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4

AVE
AVE P

AVE
B

k
k

                                                   (52) 

Where 
1

NI
B

P
VE

i

iA i
B

wkk
L

 ; 
1

NI
W

P
VE

i

iA i
W

wkk
L

  and 
1

NI
P

P
VE

i

iA i
P

wkk
L

  

8. Numerical Examples  

A numerical example is used to verify the accuracy and the efficiency of the improved 
element model in this paper. In this example, the displacement is applied incrementally 
under displacement control at the tip of free-free beam on Winkler-Pasternak foundation. 
The deflection at the tip of beam is equal to 0.1 m . It is shown in figure 3. Given data are 
[10]: the length of beam 10L m ; flexural rigidity 21,666.667EI kN m  ; the yielding 
moment 34.5yM kN m  ; hardening ratio of beam is equal to 0.014 ; Winkler foundation 

stiffness 2621.227 /Wk kN m ; the yielding foundation force 200 /WyP kN m ; Pasternak 

foundation stiffness 4004.01Pk kN . In this paper assumes the yielding foundation 
moment, hardening ratio of Winkler and Pasternak foundations for analysis. Given data 
are: the yielding foundation moment 50 /PyP kN m m  , hardening ratio of Winkler and 

Pasternak foundations are equal to 0.01 . 

 

Figure 3. Example I: beam element resting on Winkler-Pasternak foundation 
applied a static load at the tip of beam 

The global response of the numerical example is compared between the model with 
improved displacement shape functions and the model with cubic displacement shape 
functions. It is shown in figure 4. The convergence solution relation between load and 
displacement at the tip on the beam are presented with 4 elements with improved 
displacement shape functions and 8 elements with cubic displacement shape functions.  

In the present work, the convergent responses or 64 displacement-based elements with 
cubic displacement shape functions are used for comparison. It is called “banchmark”. 
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                       (a)                                                                      (b) 

Figure 4. Global response: force and displacement at the tip on beam of Example I 

(a) Model with Improved Displacement Shape Functions; (b) Model with Cubic 
Displacement Shape Functions 

The local responses of the numerical example such as the vertical displacement, 
rotation, curvature, foundation force, bending moment, and foundation moment are 
presented by graph with distance along beam. Seven Gauss-Lobatto integration points are 
assumed for this paper. It’s sufficient to obtain the convergent solutions. This problem is 
kind of 1C continuity  problem. The vertical displacement and rotation must be continued at 
the joint between elements. The curvature and moment distributions between adjacent 
elements may be apparent discontinuities where plastic hinges are formed. In the present 
numerical example, plastic hinges aren’t formed because of beam is in elastic state. The 
curvature and moment distributions along beam in this example are also smooth. It is 
shown in figure 5. 

From example, the convergent responses are presented by 16 elements with improved 
displacement shape functions and 64 elements with cubic displacement shape functions.  
It is shown in figure 5-7.                     

 

                       

                              (a)                                                                           (b) 

Figure 5. Local responses: diagrams for curvature and moment for Example I 
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                              (a)                                                                            (b) 

 Figure 6. Local responses: diagrams for vertical displacement and foundation force 
for Example I 

                    

  
                                              (a)                                                                             (b) 

Figure 7. Local responses: diagrams for foundation rotation and moment for 
Example I 

9. Conclusions 

This paper presents inelastic beam element on Winkler-Pasternak foundation for the 
responses analysis of the substructures in engineering problems. The element is derived 
from a displacement-based formulation. The nonlinear responses of beam resting on 
Winkler-Pasternak foundation are obtained from the analysis with improved displacement 
shape functions elements. The improved displacement shape functions are derived from 
homogeneous solution of the governing differential equilibrium equation. The Average  
technique is used to estimating the values of the two parameters of the foundations. In the 
present study, a numerical example to compare the global and local responses between 
elements with improved displacement shape functions and elements with cubic polynomial 
interpolation was presented to confirm the accuracy and the efficiency of the beam element 
model for the nonlinear responses analysis. From the responses analysis of numerical 
example, elements with improved displacement shape functions are more accuracy and 
efficiency when compare with elements with cubic polynomial interpolation. 



Proceedings of the 6th ACEC and the 6th AEEC               21-22 November 2013, Bangkok, Thailand 

CE37-13 

 

10. References 

[1] Winkler, E., Die lehre von der elastizität und Festigkeit, Prag., 1867. 

[2] Terzaghi, K., “Evaluation of coefficient of subgrade reaction.” Geotechnique, Vol. 5, 
No.4, pp. 297-326, 1955. 

[3] Filonenko-Borodich, M. M., “Some approximate theories of elastic foundation”, 
Uchenyie Zapiski, Moskovskogo, Gosudarstvennogo Universiteta [in Russian] Mekhanica, 
46:3-18, 1940. 

[4] Pasternak, P. L., On a New Method of Analysis of an Elastic Foundation by Means of 
Two Foundation Constants (in Russian), Gosudarstvennoe Izdatelstvo Literaturi po 
Stroitelstvu I Arkhitekture, Moscow, U.S.S.R., 1954. 

[5] Kerr, A. D., “Elastic and Viscoelastic Foundation Models”, J. Appl. Mech.,  
Vol. 31, No.4, pp. 491–498, 1964. 

[6] Hetényi, M., “Beams on Elastic Foundation: Theory with Applications in the Fields of 
Civil and Mechanical Engineering” University of Michigan Press, Ann Arbor, Michigan, 
ISBN: 0472084453, 1946. 

[7] Vlasov, V. Z., and Leontiev, U. N., “Beam, Plates and Shells on Elastic Foundations 
(Translated from Russian)”, Isreal Program for Scientific Translation, Jerusalem, Isreal, 
1966. 

[8] Zhaohua, F. and Cook, R. D., “Beam Elements on Two-Parameter Elastic Foundation”, 
J.Eng. Mech., Vol. 109, No. 3, pp. 1390-1401, 1983. 

[9] Alemdar, B. N. and Gülkan, P., “Beams on generalized foundations: supplementary 
element matrices”, Engineering Structures, Vol. 19, No. 11, pp. 910-920, 1996. 

[10] Mullapudi, R. and Ayoub, A., “Nonlinear finite element modeling of beams on two 
parameter foundations”, Computers and Geotechnics, Vol. 37, No. 1, pp. 334-342, 2009. 
 
[11] Sapountzakis, E. J. and Kampitsis, A. E., “Inelastic analysis of beams on two-
parameter tensionless elastoplastic foundation”, Engineering Structures, Vol. 48, No. 1, 
pp. 389-401, 2013.  
 
[12] Limkatanyu, S., Kuntiyawichai, K., Spacone, E., and Kwon, M., “Nonlinear Winkler-
based Beam Element with Improved Displacement Shape Functions”, KSCE Journal of 
Civil Engineering, Vol. 17, No. 1, pp. 192–201, 2012. 
 
[13] Wolfram, S., Mathematica Reference Guide, Addison-Wesley Publishing Company, 
Redwood City, 1992. 
 
[14] Taylor, R.L., FEAP: A Finite Element Analysis Program. User manual: version 7.3, 
Department of Civil and Environmental Engineering, University of California, Berkeley, 
2000. 
 



Proceedings of the 6th ACEC and the 6th AEEC               21-22 November 2013, Bangkok, Thailand 

CE37-14 

 

[15] Scott, R. F., Foundation analysis, Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, N.J., 1981. 
 
[16] Chiwanga, M. and Valsangker, A. J., “Generalized beam element on two-parameter 
elastic foundation”, ASCE Journal of Structural Engineering, Vol. 114, No. 6, pp. 1414-
1427, 1988. 



128 

ประวตัิผู้เขยีน 
 

ช่ือ  สกุล นายวรเทพ แซ่ล่อง 
รหัสประจ ำตัวนักศึกษำ 5510120023 
วุฒิกำรศึกษำ 

วุฒิ ช่ือสถำบัน ปีทีส่ ำเร็จกำรศึกษำ 
วศิวกรรมศาสตรบณัฑิต  

สาขาวศิวกรรมโยธา 
มหาวทิยาลยัสงขลานครินทร์ 2555 

   
ทุนกำรศึกษำ   
ทุนบณัฑิตศึกษาวศิวกรรมศาสตร์ มหาวทิยาลยัสงขลานครินทร์ ปีการศึกษา 2555-2556 
ทุนอุดหนุนการวจิยัเพื่อวทิยานิพนธ์ ปีงบประมาณ 2556 
 
กำรตีพมิพ์เผยแพร่ผลงำน  
Worathep Sae-Long, Suchart Limkatanyu, Woraphot Prachasaree, Nattapong   

       Damrongwiriyanupap, and Kittisak Kuntiyawichai, (2013). Natural Stiffness Matrix for Bar  

       with Lateral Interfaces: Exact Force-Based Derivation. 18th National Convention on Civil  

       Engineering (NCCE 18), The Empress Hotel, Chiang Mai, Thailand, May 8-10, 2013. 

Worathep Sae-Long (2013). Finite Beam Element on Nonlinear Winkler-Pasternak Foundation  

       Model. The 6th ASEAN Civil Engineering Conference and The 6th ASEAN Environmental  

       Engineering Conference. Pathumwan Princess Hotel, Bangkok, Thailand, November 21-22,  

       2013. 
 


