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ภาคผนวก ค

การประมาณแบบกํ าลังสองนอยท่ีสุดดวยฟงกชันตั้งฉาก (ศิริพงษ ศรีพิพัฒน, 2528)

ในที่นี้เราจะพิจารณาเฉพาะการประมาณแบบกํ าลังสองนอยที่สุดในระบบไมตอเนื่อง    
ผลของหลักเกณฑแบบกํ าลังสองนอยที่สุด ทํ าใหไดระบบสมการนอรมอล (normal function) ซ่ึงก็
จะพบเสมอวาเมตริกซของสัมประสิทธิ์ของระบบสมการมีลักษณะที่ทํ าใหเกิดภาวะไมเหมาะสม 
ปญหาเชนนี้จะหมดไปถาใชวิธีการประมาณแบบกํ าลังสองนอยที่สุดดวยฟงกชันตั้งฉาก

การประมาณแบบกํ าลังสองนอยที่สุดในระบบไมตอเนื่องของขอมูลจํ านวน n+1 ขอมูลซ่ึง
มีคาเปน f0, f1, …, fn คอืการเลือกคาของตัวแปรเสริม  a0,  a1, …, am ที่ทํ าให

(ค.1)

มคีานอยที่สุด โดยที่ m<n

F (xr ;a0, a1, …, am)  เปนฟงกชันประมาณขอมูล fr

E ( a0, a1, …, am)      เปนผลรวมคายกกํ าลังสองของความคลาดเคลื่อน (f - F)  

โดยที่ F(x) มรูีปแบบดังนี้

F(x)= a0φ0(x) + a1φ1(x) + …+ amφm(x) =               (ค.2)

เพราะฉะนั้นคาที่ตองการคือคาตัวแปรที่ทํ าให

2

0
10

0

2
10 )],...,;([),...,,( ∑∑

==
−==

n

r
mrr

n

r
rm aaaxFfeaaaE

)(
0

xa k

m

k
kφ∑

=

mk
a

E

k

,...,1,0,0 ==
∂
∂



101

จาก (ค.1) และ (ค.2)

(ปราโมทย เดชะอํ าไพ, 2544)

ดงันั้นตัวแปรเสริมที่ตองการคือ                          ที่ทํ าให

โดยที่ k = 0, 1, …, m
จดัรูปใหมไดเปน

(ค.3)

จะไดระบบสมการเปน m+1 สมการ เรียกวา ระบบสมการนอรมอล และระบบสมการจะให
ผลเฉลย                          ชุดเดียวไมวาจะเลือกฟงกชันฐาน  φk(x) เปนอยางไร

แมวาระบบสมการนอรมอล จะเปนระบบสมการพีชคณิตเชิงเสนที่อาจหาผลเฉลยไดโดย
งาย แตก็พบเสมอวาแกสมการของระบบสมการนอรมอลอาจจะมีปญหาคาไมเหมาะสม ปญหาเชน
นีจ้ะหมดไปถาหากวาฟงกชันมูลฐาน  φk(x) ตาง ๆ เปนฟงกชันตั้งฉาก ซ่ึงมีคุณสมบัติดังนี้

(ค.4)

รูปแบบสมการ (ค.3) จะเปลี่ยนเปน

(ค.5)

ซ่ึงสามารถหาคาตัวแปรเสริม     ไดทันที อยางไรก็ดี   งานที่ตามมาคือการหาฟงกชัน
ตั้งฉาก φk(x)
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บทนิยาม ค-1 ผลคูณภายในของฟงกชัน p(x) และ q(x) ทีม่กีารถวงนํ าหนักในชวง [a,b] ใน
ระบบไมตอเนื่องซึ่งเขียนแทนดวย <p,q> คือ

(ค.6)

โดยที่ฟงกชันถวงนํ้ าหนัก (weight function)   w(x)  มคีาไมเปนลบในชวง  (a,b) และมี เงื่อน
ไขคือ ในระบบไมตอเนื่อง จุดบนตาราง   x0, x1 ,…, xn      อยูในชวง [a,b]

จากนยิามผลคูณภายในเราสามารถพิสูจนคุณสมบัติตาง ๆ ตอไปนี้ได คือ สํ าหรับฟงกชัน   
p(x), q(x), r(x)  ทีต่อเนื่องในชวง [a,b]  และคาคงที่ α ใด ๆ

1. <p,q> = <q,p>
2. <αp,q> = α<p,q>
3. <p,q+r> = <p,q> + <p,r>

และเราสามารถกํ าหนดบทนิยามสํ าหรับฟงกชันตั้งฉากโดยทั่วไปไดดังนี้

บทนิยาม ค-2  ฟงกชัน p(x) และ q(x) ตัง้ฉากซึง่กันและกันโดยมีฟงกชันถวงนํ าหนัก w(x)
ในชวง [a,b] กต็อเมื่อ <p,q> = 0

ฟงกชันตั้งฉากที่กํ าหนดโดย  (ค.4)  ก็สอดคลองกับบทนิยาม ค-2 นี้ โดยมี w(x) =1 ตอไป
ในการพจิารณาฟงกชันตั้งฉากถาไมมีการกํ าหนดฟงกชันถวงนํ้ าหนัก ใหถือวามีคาเปน 1

ปญหาการประมาณแบบกํ าลังสองนอยที่สุด โดยใชรูปแบบการคูณภายในมีดังนี้
f(x) เปนฟงกชันที่กํ าหนดใหในชวง [a,b]
F(x) =F ( x ; a0, a1, …, am) =        เปนฟงกชันที่ใชประมาณ f(x)
e(x) = f(x)-F(x)

ตองการหา     ที่ทํ าให

                     มีคานอยที่สุด
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จากบทนิยาม ค-1 จะได    <f-F,f-F> = <f,f> - 2<f,f> + <F,F>

และ f ไมขึ้นกับ  ak    ดังนั้น

ผลเฉลยที่ตองการคือ                             ที่ทํ าให

<F,φk > = <f,φk>               ,     k=0,1,…,m

ซ่ึงก็คือระบบสมการนอรมอล

(ค.7)

k = 0,1,…,m

ถา φ0 , φ1 , …, φm  เปนฟงกชันตั้งฉากซึ่งกันและกัน นั่นคือ

<φj ,φk > = 0 , j  ≠ k

ระบบสมการ (ค.7) จะเปลี่ยนเปน

ท ําใหได  (ค.8)

โดยมี Ak = <φk ,φk >
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ฟงกชันที่ตองการคือ     

F(x) = (ค.9)

ในระบบไมตอเนื่อง  (ค.10)

วธีิการสรางพหุนามตั้งฉาก  การหาพหุนามตั้งฉาก pk(x) ในชวงที่กํ าหนด เรามีกระบวนวิธี
ของกราม-ชมิตต (Gram - schmidt process) ทีใ่ชสรางพหุนามตั้งฉาก ตั้งแตดีกรีศูนย และเพิ่มดีกรี
ของพหนุามทีละหนึ่งเรื่อยไป แตในทางปฏิบัติเราพบวาการสรางพหุนามตั้งฉากโดยกระบวนวิธีนี้มี
ปริมาณงานและความยุงยากมาก จึงไดพยายามลดขั้นตอนวิธีดวยการใชความสัมพันธเวียนบังเกิดที่
เชือ่มโยงระหวางพหุนามที่มีดีกรีเรียงกันสามพหุนาม และมีผลซ่ึงสรุปไดดังนี้

ก ําหนดให pk(x) เปนพหุนามตั้งฉากดีกรี k , k = 0, 1, …, m ที่มีสัมประสิทธิ์ของ xk เปน
หนึ่ง

เราจะได p0(x) = 1
p1(x) = (x-B0) p0(x)

 และ pk+1(x)  = (x-Bk) pk(x) - Ck pk-1(x) (ค.11)
k = 1, 2, …, m-1

โดยมี

และ

สวน  Ak ก็คือ Ak = <pk,pk>   ,  k = 0, 1, …, m
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