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บทท่ี 4

รายละเอียดของแบบจําลอง

ในบทนี้กลาวถึงรายละเอียดของแบบจําลองยอยทั้ง 9 แบบจําลอง โดยอธิบายถึงราย
ละเอียดของการคํานวณ รวมทั้งแสดงหลักการและทฤษฎีที่นํามาใชในการคํานวณ ซ่ึงงานวิจัยนี้ได
นําหลักการทางไฟฟามาใชในการเปรียบเทียบลักษณะการไหลของกระแสไฟฟาเหมือนกับลักษณะ
การไหลของน้ํา เนื่องจากกระแสไฟฟาไหลจากจุดที่มีศักดาไฟฟาสูงไปยังจุดที่มีศักดาไฟฟาต่ํา และ
น้ําไหลจากที่สูงไปยังที่ต่ําเชนเดียวกัน ดังนั้น จึงใชหลักการทางไฟฟาเขามาประยุกต เพื่ออธิบาย
ลักษณะการไหลของน้ํา โดยเปรียบเทียบใหศักดาไฟฟาเปนระดับความสูงของแตละจุดในพื้นที่ที่
พิจารณา และเสนทางของกระแสไฟฟาเปรียบเทียบกับเสนทางการไหลของน้ํา

4.1  แบบจําลองระดับความสูง
จุดประสงคของแบบจําลองระดับความสูง คือ การคํานวณระดับความสูงของจุดใดๆในพื้น

ที่ที่พิจารณา ดังนั้น แบบจําลองนี้จึงสรางขึ้นเพื่อประมาณคาความสูงและคาอนุพันธความสูงของ
ทุกๆจุดภายในพื้นที่ เพื่อใชในการคํานวณสําหรับแบบจําลองอื่นๆตอไป

ในหัวขอนี้อธิบายถึงที่มาของขอมูลความสูง และการวิเคราะหขอมูลความสูงเหลานั้น เพื่อ
แสดงใหเห็นวา ขอมูลความสูงที่นํามาใชในการคํานวณมีคุณสมบัติที่สอดคลองกับสมการของ     
ลาปลาซ ( Laplace ‘ s Equation )

  4.1.1  เสนระดับความสูง
ขอมูลความสูงของพื้นที่มีดวยกันหลายรูปแบบ แตในงานวิจัยนี้เลือกใชขอมูลความสูงที่อยู

ในแผนที่ ซ่ึงเปนรูปแบบโดยทั่วๆไป ซ่ึงสามารถหาไดงาย นั่นคือ การใชขอมูลจากเสนระดับความ
สูงของแผนที่ โดยเทียบคาความสูงจากระดับน้ําทะเล ตัวอยางของขอมูลในรูปแบบนี้ไดแสดงไวใน
ภาพประกอบ 4-1 โดยใชขอมูลเสนระดับความสูงจากแผนที่เปนขอมูลเร่ิมตนในการคํานวณ
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ในภาพประกอบ 4-1 แสดงเสนระดับความสูงของพื้นที่ที่พิจารณา ซ่ึงเห็นไดวา มีขอมูล
ความสูงเพียงบางจุดเทานั้น และจุดที่ถูกแรงเงา ซ่ึงอยูในบริเวณระหวางเสนระดับความสูงเปนจุดที่
ไมทราบคาความสูง ดังนั้น ในแบบจําลองระดับความสูงจึงตองทําการคํานวณคาความสูงของจุด
เหลานั้นเพื่อใชเปนขอมูลเร่ิมตนเพื่อใชในการคํานวณในแบบจําลองเสนทางการไหลของน้ํา และ
แบบจําลองอัตราการไหลของน้ํา

4.1.2  การวิเคราะหขอมูลความสูง
การคํานวณหาความสูงของจุดใดๆ ในบริเวณที่อยูระหวางเสนระดับความสูงสองเสนที่อยู

ติดกัน มีวิธีการประมาณหลายวิธี เชน ระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง ( Finite Difference Method) 
ระเบียบวิธี ไฟไนทเอลิเมนต ( Finite Element Method ) และระเบียบวิธีบาวดารี่เอลิเมนต                
( Boundary Element Method ) เปนตน ซ่ึงการประมาณในแตละวิธีจะไดผลลัพธที่แตกตางกัน

เมื่อพิจารณาขอมูลความสูงจากแผนที่ ซ่ึงประมาณไดวา จุดใดๆในบริเวณที่อยูระหวางเสน
ระดับความสูงสองเสนที่อยูติดกัน จะมีคาความสูงอยูในชวงระหวางความสูงของเสนระดับความสูง
ทั้งสองเสน

ภาพประกอบ 4-1 แผนที่แสดงเสนระดับความสูงของจุดตางๆในพื้นที่เทียบกับระดับน้ําทะเล
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ในภาพประกอบ 4-2 แสดงการประมาณคาความสูงจากขอมูลความสูง ซ่ึงเปนขอมูลสมมุติ
ที่มีลักษณะเหมือนกับขอมูลจากเสนระดับความสูงของแผนที่ ซ่ึงถูกนํามาประมาณคาแบบเชิงเสน
และแบบกําลังสอง

ภาพประกอบ 4-2 แสดงการประมาณคาความสูง

 การประมาณแบบเชิงเสน
ระยะตําแหนง
ความสูง (h)
การประมาณแบบกําลังสอง



24

จากการประมาณคาความสูงที่อยูระหวางเสนระดับความสูงสองเสนที่อยูติดกัน เห็นไดวา 
ความสูงของจุดเหลานั้น มีคาอยูในชวงระหวางความสูงของเสนระดับความสูงทั้งสอง ในภาพ  
ประกอบ 4-3 จุด P เปนจุดที่อยูระหวางเสนระดับความสูงสองเสนที่อยูติดกัน คือ เสนระดับความ
สูง H1 และ H2 โดยแทนคาความสูง h ของจุดตางๆเหลานั้นดวยฟงกชัน ( )yxf , ซ่ึงจากการ
ประมาณคาความสูง พบวาฟงกชัน ( )yxf , ไมมีคาสูงสุดสัมพัทธและไมมีคาต่ําสุดสัมพัทธ แต
ความสูงจริงของพื้นผิวดังกลาวอาจมีคาสูงสุดสัมพัทธและต่ําสุดสัมพัทธได เนื่องจากพื้นที่ที่อยู
ระหวางเสนระดับความสูงอาจมีเนินเขาเล็กๆหรือหุบเขาเล็กๆ แตไมไดแสดงไวในแผนที่ ดังนั้น ใน
แบบจําลองนี้จึงประมาณคาความสูงในลักษณะที่ไมมีคาสูงสุดสัมพัทธและไมมีคาต่ําสุดสัมพัทธ 
ในขณะเดียวกัน ถาขอมูลของเนินเขาและหุบเขาถูกแสดงไวในแผนที่ แบบจําลองนี้ก็สามารถ
ประมาณคาความสูงของพื้นที่ในรูปของ ( )yxf , ในบริเวณนั้นได

4.1.3  จุดสูงสุดสัมพัทธและจุดต่ําสุดสัมพัทธ
ในทางคณิตศาสตรโดยทั่วไปฟงกชัน ( )yxf , ใดๆใหคาต่ําสุดและสูงสุด ตามคุณสมบัติดัง

ตอไปนี้
ฟงกชัน ( )yxf , จะใหคาต่ําสุดสัมพัทธ ก็ตอเมื่อฟงกชัน ( )yxf , สอดคลองตามสมการ  

(4-1) และสมการ(4-2)
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. p        h = f (x,y)
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ภาพประกอบ 4-3 แสดงจุดที่ตองการหาคาระดับความสูง
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และฟงกชัน ( )yxf , ใหคาสูงสุดสัมพัทธ ก็ตอเมื่อฟงกชัน ( )yxf , สอดคลองตาม            
สมการ(4-3) และสมการ(4-4)
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เมื่อนําสมการ(4-2) หารดวยสมการ(4-1) จะไดสมการ(4-5) ดังตอไปนี้
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  (4-5)

และนําสมการ(4-1) และสมการ(4-5) มารวมกันจะไดตามสมการ(4-6) ซ่ึงเปนสมการที่มี
ลักษณะเปนแบบยูนิไดเรกชั่นนอล ( Unidirectional ) นั่นคือ ไมสามารถหาคาของสมการยอนกลับ
ได ดังนั้น สมการ(4-6) ไมอาจกลาวไดวา ฟงกชัน ( )yxf , เปนฟงกชันที่ใหคาต่ําสุดสัมบูรณ แต
สามารถกลาวไดวา ฟงกชัน ( )yxf , ใหคาต่ําสุดสัมพัทธอยางแนนอน
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และเมื่อนําสมการ(4-4) หารดวยสมการ(4-3) จะไดสมการ(4-7) ดังตอไปนี้
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และนําสมการ(4-3) และสมการ(4-7) มารวมกันจะไดตามสมการ (4-8) ซ่ึงเปนสมการที่มี
ลักษณะเปนแบบยูนิไดเรกชั่นนอล ( Unidirectional ) นั่นคือ ไมสามารถหาคาของสมการยอนกลับ
ได ดังนั้น สมการ(4-8) ไมอาจกลาวไดวาไดวา ฟงกชัน ( )yxf , เปนฟงกชันที่ใหคาสูงสุดสัมบูรณ 
แตสามารถกลาวไดวา ฟงกชัน ( )yxf , ใหคาสูงสุดสัมพัทธอยางแนนอน

02

2

2

2

<
∂
∂

+
∂
∂

y
f

x
f (4-8)

จะเห็นไดวา เมื่อฟงกชัน ( )yxf , ที่สอดคลองตามสมการ(4-6) ซ่ึงจะมีคาต่ําสุดสัมพัทธ 
และหมายถึงจะไมมีคาสูงสุดสัมพัทธ และฟงกชัน ( )yxf , ที่สอดคลองตามสมการ(4-8) ซ่ึงมีคาสูง
สุดสัมพัทธ และหมายถึงไมมีคาต่ําสุดสัมพัทธ ดังนั้น จึงสรุปไดวา ฟงกชัน ( )yxf , ซ่ึงเปนฟงกชัน
ของการประมาณคาความสูงของจุดใดๆที่อยูระหวางเสนระดับความสูงทั้งสองเสนที่อยูติดกัน ไมมี
คาสูงสุดสัมพัทธและไมมีคาต่ําสุดสัมพัทธ ก็ตอเมื่อตองสอดคลองกับสมการ(4-9)  ซ่ึงเกิดจากการ
นําสมการ(4-6)รวมกับสมการ(4-8) ดังนี้

02

2

2

2
2 =

∂
∂

+
∂
∂

=∇
y
f

x
ff (4-9)

4.1.4  สมการลาปลาซ ( Laplace ‘s Equation )
สามการลาปลาซเปนสมการเชิงอนุพันธซ่ึงมีลักษณะตามสมการ(4-9) ในหัวขอ 4.1.3 เห็น

ไดวา เปนกรณีพิเศษของสมการ Helmholtz ซ่ึงมีลักษณะตามสมการ(4-10) โดยที่มีคาคงที่ k เทากับ
ศูนย หรือเปนกรณีพิเศษของสมการ Poisson ซ่ึงมีลักษณะตามสมการ(4-11) โดยมีคาคงที่ ρ  เทา
กับศูนย ฟงกชัน ( )yxf , ที่สอดคลองตามสมการลาปลาซ จะเปนฟงกชันฮารโมนิก ซ่ึงสามารถหา
ผลเฉลยไดจากคาฟงกชันของเสนขอบเขตหรือจากคาอนุพันธของฟงกชันตั้งฉากของเสนขอบเขต
โดยวิธีการแยกตัวแปร(separation of variables) ซ่ึงผลเฉลยของสมการลาปลาซไมมีคาสูงสุดและไม
มีคาต่ําสุด เพราะผลเฉลยจะอยูในลักษณะเชิงเสน

- สมการ Helmholtz ซ่ึงมีลักษณะตามสมการ(4-10) ดังนี้

022 =+∇ fkf (4-10)
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- สมการ Poisson ซ่ึงมีลักษณะตามสมการ(4-11) ดังนี้

022 =+∇ fkf (4-11)

ในสมการ (4-9) เราสามารถหาผลเฉลยของสมการในแบบสองมิติได โดยการพิจารณา
เงื่อนไขของขอบเขตจากคาของเสนระดับความสูง(H1) และเสนระดับความสูง(H2)ที่อยูติดกัน โดย
ไดผลเฉลยเปนฟงกชัน ( )yxf , ซ่ึงเปนฟงกชันความสูงของจุดใดๆบนพื้นที่ที่อยูระหวางเสนระดับ
ความสูงสองเสนใดๆที่อยูติดกัน และการคํานวณผลเฉลยของสมการลาปลาสในแบบสองมิตินั้น มี
วิธีคํานวณในลักษณะเดียวกับการหาผลเฉลยในแบบหนึ่งมิติ

ในแบบจําลองนี้ อธิบายการหาผลเฉลยของสมการลาปลาซ โดยการเปรียบเทียบคาความ
สูงของพื้นที่เปนศักดาไฟฟา และใหการไหลของน้ําแทนดวยกระแสไฟฟา ซ่ึงไดกลาวถึงราย
ละเอียดของผลเฉลยสมการลาปลาซในบทที่ 5   

สรุปไดวา ระดับความสูงและอนุพันธของคาระดับความสูง ซ่ึงเปนผลลัพธของแบบจําลอง
นี้ไดกําหนดเปนคาคงที่ตลอดเวลา แตเปนฟงกชันความสูงที่แปรตามจุดพิกัดตางๆในพื้นที่ที่
พิจารณา อยางไรก็ตามคาที่ไดจากการคํานวณเหลานี้สามารถนําไปใชในแบบจําลองอื่นๆ ซ่ึงอยูใน
พื้นที่ที่พิจารณาเดียวกัน
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4.2 แบบจําลองเสนทางการไหลของน้ํา
จุดประสงคของแบบจําลอง คือ การคํานวณเสนทางการไหลของน้ําที่ไหลผานจุดตางๆใน

พื้นที่ที่พิจารณา แบบจําลองนี้เปนการคํานวณเสนทางการไหลจากที่สูงลงสูที่ต่ําหรือจากที่ต่ําขึ้นสูที่
สูงโดยนําคาความสูง คาอนุพันธของฟงกชันความสูงอันดับที่หนึ่ง และอันดับที่สองจากแบบจําลอง
ระดับความสูง( Altitude Model )มาใชในการคํานวณเสนทางการไหลของน้ํา

ในหัวขอนี้อธิบายถึงการประมาณฟงกชันความสูง ( )yxf , โดยจัดใหอยูในรูปของเชิงขั้ว
( )θ,rh  เพื่องายตอการคํานวณทิศทางการไหลของน้ํา โดยทําการคํานวณจากจุดหนึ่งไปยังอีกจุด

หนึ่ง ซ่ึงเปนลําดับตอๆกันตามเสนทางการไหลของน้ํา
  4.2.1  การประมาณฟงกชันความสูงในรูปแบบของฟงกชันเชิงขั้ว

แบบจําลองระดับความสูง เปนแบบจําลองการประมาณคาความสูงของทุกๆจุดภายในพื้นที่    
ที่อยูระหวางเสนระดับความสูง และกําหนดใหฟงกชัน ( )yxf ,  เปนฟงกชันความสูงของจุดใดๆ
ภายในพื้นที่  ซ่ึงเปนผลเฉลยจากสมการลาปลาซ  จากฟงกชัน ( )yxf , ซ่ึงอยูในพิกัดคารทีเซียนจึง
ทําการแปลงเปนพิกัดเชิงขั้ว ( )θ,rh  สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบอนุกรมอนันตไดดังนี้

( ) ( )∑
∞

=

++=
1

0 sincos,
m

mm
m mbmararh θθθ

การประมาณฟงกชันความสูง ( )yxf ,  ใหอยูในรูปฟงกชัน ( )θ,rh  ตา
สามารถประมาณความสูงไดอยางถูกตองทุกๆจุด เนื่องจากฟงกชัน ( )θ,rh  อยูในล
อนันตซ่ึงประกอบดวยเทอมของคาคงที่และเทอมของฟงกชันตรีโกณมิติ อยาง
ประมาณฟงกชันความสูง ( )yxf , ในรูปแบบของอนุกรมอนันตเปนเรื่องยากตอการ
จากจํานวนเทอมของอนุกรมที่มีอยูอยางไมจํากัด ดังนั้น ในแบบจําลองนี้จึงเลือกว
ฟงกชันความสูง ( )yxf , ในรูปแบบของอนุกรมจํากัด

ตามภาพประกอบ 4-4 แสดงการแทนอนุกรมอนันตดวยอนุกรมจํากัด ซ
ประมาณฟงกชัน ( )yxf ,  ไดอยางถูกตองทุกๆจุดเฉพาะภายในพื้นที่วงกลมรัศมีขนา
และจุดอื่นๆที่อยูภายนอกพื้นที่วงกลมดังกลาว สามารถประมาณขึ้นมาใหมดวยอน
เดียวกัน แตคาสัมประสิทธิ์ของแตละเทอมมีความแตกตางกันขึ้นอยูกับคาความสูง 
ของฟงกชันความสูงอันดับที่หนึ่งและอันดับที่สองของจุดนั้นๆในพื้นที่ที่พิจารณา ด
สามารถประมาณดวยอนุกรมจํากัดภายในวงกลมที่มีรัศมี r0 ซ่ึงเรียกวิธีดังกลาวนี้วา  
overlapping approximation
(4-12)
มสมการ(4-12) 
ักษณะอนุกรม
ไรก็ตาม การ
คํานวณ เนื่อง
ิธีการประมาณ

ึ่งพบวาสามารถ
ดเล็กๆ (r < r0)
ุกรมจํากัดเชน
และคาอนุพันธ
ังนั้น ทุกๆจุด

many different 
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f(x,y)

r0(x,y)

4.2.2  การประมาณดวยอนุกรมจํากัดกําลังสอง
ในหัวขอนี้อธิบายถึงการประมาณฟงกชันความสูงดวยอนุกรมจํากัด และจะแสดงใหเห็น

ถึงเหตุผลที่เลือกใชอนุกรมจํากัดกําลังสอง

linear

quadratic

r

height

constant

cubic

close to original

ในภาพประ
(4-12) เมื่อเทียบกับค
term) ซ่ึงเปนเทอมท

ภาพประกอบ 4-4 แสดงฟงกชัน ( )yxf ,  ซ่ึงแทนดวยฟงกชัน ( )θ,rh ภายในวงกลมรัศมี r0


ภาพประกอบ 4-5 แสดงถึงคุณลักษณะของอนุกรมอนันต
กอบ 4-5 แสดงความสัมพันธในแตละเทอมของอนุกรมอนันต จากสมการ    
ารัศมี r  เห็นไดวา เมื่อรัศมี r เทากับศูนย ซ่ึงมีเฉพาะเทอมของคาคงที่ (constant 
ี่มีอิทธิพลเพราะเทอมอื่นมีคาเทากับศูนย และเมื่อรัศมี r มีคาเขาใกลศูนย เห็น
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ไดวา เทอมในลักษณะเชิงเสน(linear term) มีคาเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว ซ่ึงเปนเทอมที่มีอิทธิพล
ในชวงที่รัศมี r เขาใกลศูนย เนื่องจากเทอมอื่นๆมีการเปลี่ยนแปลงนอย เชน เทอมกําลังสอง 
(quadratic term) และเทอมกําลังสาม(cubic term) และสวนเทอมที่ไมการเปลี่ยนแปลง คือ เทอมที่
เปนคาคงที่ และเมื่อรัศมี r เร่ิมมีคามากขึ้น เทอมกําลังสองจะมีการเปลี่ยนแปลงเพิ่มขึ้นอยางรวดเร็ว 
และเมื่อรัศมีมีคาเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ เทอมอนุกรมที่มีกําลังสูงขึ้น เชน เทอมกําลังสาม เทอมกําลังสี่ และ
เทอมตอๆไป ก็จะมีการเปลี่ยนแปลงเพิ่มมากขึ้นอยางรวดเร็วเปนลําดับ

ดังนั้น เมื่อเราตองการประมาณคาความสูงในรูปแบบของฟงกชัน ( )θ,rh  เพื่อใหมีความ
ถูกตองทุกๆจุด จึงมีความจําเปนตองเลือกคารัศมี r ที่เหมาะสม ซ่ึงจากภาพประกอบ 4-5 จะเห็นได
วา เมื่อคารัศมี r มีคานอยเปนคารัศมีที่เหมาะสม ดังนั้น อนุกรมจํากัดมีอิทธิพลจาก 3 เทอม คือ 
เทอมคาคงที่(constant term) เทอมในลักษณะเชิงเสน(linear term) และเทอมกําลังสอง(quadratic 
term) ซ่ึงจะเห็นไดจากสมการ(4-13)

( ) ( ) ( )θθθθθ 2sin2cossincos, 22
2

110 barbararh ++++≈

เมื่อ 0rr < (4-13)

จากสมการ(4-13) จะเห็นวา การกําหนดคารัศมี r0 ที่เหมาะสมเปนสิ่งที่สําคัญตอความถูก
ตองในการประมาณ ซ่ึงในทางปฏิบัติอาจเลือกรัศมี r0 เปนคาที่เหมาะสมใดๆในครั้งแรก และหลัง
จากนั้นจึงทําการประมาณคาความสูงของพื้นที่ดวยฟงกชัน ( )θ,rh  เพื่อคํานวณเสนทางการไหล
ของกระแสน้ํา และเมื่อตองการเสนทางการไหลที่มีความสอดคลองกับธรรมการไหลของน้ําเพิ่ม
มากขึ้น สามารถทําไดโดยการลดคารัศมี r0 ในขณะเดียวกันการกําหนดใหคารัศมี r0 มีขนาดเล็กมาก
เกินไป ทําใหใชเวลานานในการคํานวณเนื่องจากมีจํานวนครั้งในการคํานวณเพิ่มมากขึ้น

4.2.3  การคํานวณคาสัมประสิทธ์ิของฟงกชันอนุกรมจํากัดกําลังสอง
ในหัวขอนี้เปนการอธิบายการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ตางๆของฟงกชันความสูงในรูปแบบ

อนุกรมจํากัดกําลังสอง ( )θ,rh  คาสัมประสิทธิ์เหลานี้ ไดแก a0  a1  b1  a2 และ  b2 ซ่ึงถูกแสดงใน  
สมการ(4-13) หัวขอ 4.2.2  โดยท่ัวๆไปการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน ( )θ,rh  สามารถ
คํานวณไดหลายรูปแบบ โดยจะขึ้นอยูกับหลักเกณฑการพิจารณาคาแตกตางกันระหวาง คาความสูง
จากพื้นที่จริงซึ่งเปนคาของฟงกชัน ( )yxf ,  และคาความสูงจากการประมาณซึ่งเปนคาของฟงกชัน 
( )θ,rh  ที่รัศมีมีคาเทากับศูนย มาใชเพื่อวัดคาความแตกตางดังกลาวขางตน ดังนั้น ในการประมาณ

ฟงกชันความสูง ( )θ,rh  ใหถูกตอง จึงกําหนดใหคาฟงกชันความสูง ( )yxf ,  มีคาเทากับคา
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ฟงกชันความสูง ( )θ,rh  เมื่อรัศมีมีคาเทากับศูนย และคาอนุพันธของฟงกชันความสูง ( )yxf ,  มี
คาเทากับคาอนุพันธของฟงกชันความสูง ( )θ,rh  เมื่อรัศมีมีคาเทากับศูนยเชนเดียวกัน

จากฟงกชันความสูง ( )yxf , และฟงกชันความสูง ( )θ,rh  สามารถแสดงการหาอนุพันธ
ของฟงกชันทั้งสองไดดังนี้

- คาอนุพันธอับดับที่หนึ่งและอันดับที่สองของฟงกชันความสูง ( )θ,rh เทียบกับรัศมี  r ซ่ึง
มีผลลัพธดังตอไปนี้

( ) ( ) ( )θθθθθ 2sin2cossincos, 22
2

110 barbararh ++++= (4-14)

( ) ( ) ( )θθθθθ 2sin2cos2sincos, 2211 barbahrh
r r +++==
∂
∂ (4-15)

( ) ( )θθθ 2sin2cos2, 222

2

bahrh
r rr +==
∂
∂ (4-16)

- คาอนุพันธอับดับที่หนึ่งและอันดับที่สองของฟงกชันความสูง ( )yxf , เทียบกับรัศมี  r
ซ่ึงมีผลลัพธดังตอไปนี้

fyxf =),( (4-17)

θθ sincos),( yxryrxr ffyfxffyxf
r

+=+==
∂
∂ (4-18)

              ( ) ( )
rryrxrrrr yfxfffyxf

r
+===

∂
∂ ),(2

2

        θθθθ 22 sinsincos2cos yyxyxx fff ++= (4-19)

จากการกําหนดใหคาฟงกชันความสูง ( )yxf ,  มีคาเทากับคาฟงกชันความสูง ( )θ,rh  เมื่อ
รัศมีมีคาเทากับศูนย และกําหนดใหคาอนุพันธของฟงกชันความสูง ( )yxf ,  มีคาเทากับคาอนุพันธ
ของฟงกชันความสูง ( )θ,rh  เมื่อรัศมีมีคาเทากับศูนยเชนเดียวกัน ทําใหสามารถหาคํานวณคา
สัมประสิทธิ์ของเทอมตางๆในฟงกชัน ( )θ,rh  ไดดังนี้
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จากสมการ(4-17) ซ่ึงเทากับสมการ(4-14) ในกรณีที่รัศมี( r ) เทากับศูนย

fah == 0 (4-20)
จากสมการ(4-18) ซ่ึงเทากับสมการ(4-15) ในกรณีที่รัศมี( r ) เทากับศูนย

ryxr fffbah =+=+= θθθθ sincossincos 11 (4-21)

จากสมการ(4-19) ซ่ึงเทากับสมการ(4-16) ในกรณีที่รัศมี( r ) เทากับศูนย

rryyxyxxrr ffffbah =++=+= θθθθθθ 22
22 sinsincos2cos2sin2cos2       (4-22)

จากสมการ(4-20) จะไดสัมประสิทธิ์ a0  ตามสมการ(4-23) ดังนี้

fa =0             (4-23)

และจากสมการ(4-21) จะไดสัมประสิทธิ์ a1 และ b1  เมื่อแทนคา θ  = 0 และ θ  = π/2

xfa =1              (4-24)
yfb =1              (4-25)

และจากสมการ(4-22) จะไดสัมประสิทธิ์ a2 และ b2 เมื่อแทนคา θ  = 0 และ θ  = π/4

xxfa *5.02 =              (4-26)

( )yyxxyyxyxx fffffb +=++= *25.025.0*5.0*25.02              (4-27)

จากสมการ(4-27) สามารถลดรูปโดยใชเงื่อนไขของสมการลาปลาซ เนื่องจาก yyxx ff +

ก็คือ 2

2

2

2

y
f

x
f

∂
∂

+
∂
∂  ซ่ึงมีคาเทากับศูนย ตามสมการ(4-9) ดังนั้น  

xyfb *5.02 = (4-28)

ดังนั้น จึงสามารถเขียนฟงกชันความสูงในรูปแบบอนุกรมกําลังสอง ( )θ,rh  เพื่อนําไป
ใชในการคํานวณไดดังนี้

( ) ( )θθθθθ 2sin5.02cos*5.0sincos),( 2
xyxxxx ffrffrfrh ++++=    (4-29)
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เห็นไดวา เมื่อสามารถหาคาสัมประสิทธของฟงกชันความสูงในรูปแบบอนุกรมจํากัดกําลัง
สองไดทําใหทราบคาความสูงของจุดใดๆภายในวงกลมรัศมี r0 ดังนั้น จึงสามารถคํานวณเสนทาง
การไหลของน้ําได

4.2.4  การคํานวณทิศทางการไหลของน้ํา

ในหัวขอนี้อธิบ
( )θ,rh ในสมการ(4-29)

หนึ่งเปนลําดับตอๆกัน 
เร่ิมจากจุดที่มีความสูงมา

ภาพประกอบ 4
รัศมี 0rr <  ซ่ึงเสนทา
ของวงกลมที่มีรัศมีนอยก
ดังนั้น เสนทางการไหลจ

ภาพปร

minθ

( )θ,rh

maxθ
x

ายถึงวิธีการคํานวณเสนทางการไหลของน้ําโดยใช
 ซ่ึงเปนการคํานวณเพื่อสรางเสนทางการไหลของน้ําจา
โดยเริ่มจากจุดที่มีความสูงนอยกวาไปยังจุดที่มีความสูงม
กกวาไปยังจุดที่มีความสูงนอยกวา
-6 แสดงฟงกชัน ( )θ,rh  ซ่ึงเปนฟงกชันความสูงของพ
งการไหลของน้ําสามารถคํานวณไดตามเสนทางของ S
วาหรือเทากับ 0r โดยมีทิศทางตามแนวความชันที่มีคาม
ึงประกอบดวย 2 ทิศทาง คือ จากจุดศูนยกลางไปยังจุด

ะกอบ 4-6 แสดงเสนทางการไหลของน้ําจากการคํานวณ
y

z

r0
A

S

ฟงกชันความสูง
กจุดหนึ่งไปอีกจุด
ากกวา หรือโดย

ื้นที่ภายในวงกลม
 จากจุดศูนยกลาง    
ากที่สุด(แนว AB) 
 A ซ่ึงเปนจุดที่มี
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ความสูงนอยที่สุด และจากจุดศูนยกลางทิศทางการไหลไปยังจุด B ซ่ึงเปนจุดที่มีความสูงมากที่สุด 
โดยทั้งสองจุดอยูบนเสนรอบวงของวงกลมที่รัศมี 0rr =  ซ่ึงตําแหนงของจุดทั้งสองขึ้นอยูกับมุม 
θ  และสามารถคํานวณมุม θ  ไดตามขั้นตอนตอไปนี้

1.  คํานวณหาอนุพันธของฟงกชัน ( )θ,rh  โดยเทียบกับมุม θ จะได

( ) ( ) ( )θθθθθ
θ θ 2cos2sin2cossin, 22

2
01100 0

barbarhrh r +−++−==
∂
∂    (4-30)

2.  คํานวณคามุม θ  ที่ทําใหคาของฟงกชันมีคามากที่สุดหรือมีคาต่ําที่สุด โดยกําหนดให
อนุพันธของฟงกชัน ( )θ,rh  ในสมการ(4-30) มีคาเทากับศูนย จะไดเปนสมการ(4-31) ดังนี้

θθθθ 2cos2cos2sin2sin 021021 rbbraa +=+ (4-31)

จากสมการ(4-31)  เห็นไดวามีเทอมของฟงกชันตรีโกณมิติอยู 2 ฟงกชัน คือ cosine และ
sine ดังนั้น จึงทําการแปลงฟงกชันทั้งสองใหเปนฟงกชัน cosine หรือ sine ในรูปแบบใดรูปแบบ
หนึ่ง เพื่อใชในการแกสมการหามุม θ  และแปลงเปนสมการกําลังสี่ (Quartic Equation) หลังจาก
นั้น เมื่อไดรากของสมการจึงแปลงกลับมาเปนฟงกชันตรีโกณมิติอีกครั้ง ดังนั้น จึงสามารถคํานวณ
หามุม θ  โดยไดมุม θ  ทั้งหมดสี่มุม และนํามุม θ  เหลานั้นไปแทนในฟงกชัน ( )θ,rh  เพื่อ
พิจารณามุม θ  ที่ทําใหคาฟงกชัน ( )θ,rh  มีคามากที่สุดหรือนอยที่สุด หลังจากนั้นเมื่อทราบมุม θ
ที่เหมาะสม จึงใชมุม θ  ดังกลาวเปนตัวบอกทิศทางของเสนทางการไหลของน้ําในลําดับตอไป
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4.2.5 สรุปลําดับการคํานวณของแบบจําลองเสนทางการไหลของน้ํา

ในภาพประกอบ 4-7 แสดงแผนผังลําดับการคํานวณเสนทางการไหลของน้ํา โดยเริ่มจาก
การกําหนดจุดเริ่มตนของเสนทางการไหล เห็นไดวา จุดพิกัด (x,y) เมื่อ x = x0 และ y = y0 เปนจุด
พิกัดเริ่มตนใดๆที่ตองการทราบคาความสูงในรูปของฟงกชัน ( )yxf ,  และคาอนุพันธความสูงของ

ภาพประกอบ 4-7 สรุปลําดับการคํานวณเสนทางการไหลของน้ํา

หาคาความสูงและคาอนุพันธของฟงกชันความสูงที่จุด
(x,y)จากแบบจําลองระดับความสูง ( Altitude Model )

ประมาณฟงกชัน ( )θ,rh ในวงกลมรัศมี 0rr <
โดยการหาคาสัมประสิทธิ์  a0 , a1 , b1 ,  a2 , b2

แกสมการหาคาของมุม θ  และเลือกมุม θ  ที่ทําใหคา
ฟงกชัน ( )θ,rh  มีคามากที่สุดหรือนอยที่สุด

คํานวณหาคาพิกัดใหม
θcos0 rxx +=   และ  θcos0 ryy +=

กําหนดจุดพิกัดเริ่มตน  (x0 , y0) และกําหนดจํานวน
ครั้งของการหาเสนทางการไหล ( N )

I < Nจบการคํานวณ

ใช

ไม
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ฟงกชัน ( )yxf ,  ซ่ึงสามารถคํานวณไดจากแบบจําลองระดับความสูง( Altitude Model ) แลวจึงใช
ผลลัพธที่ได ซ่ึงเปนคาความสูงและคาอนุพันธของฟงกชันความสูง เพื่อคํานวณคาสัมประสิทธิ์ของ
ฟงกชัน ( )θ,rh  ซ่ึงเปนฟงกชันความสูงภายในพื้นที่วงกลมรัศมี  0rr <  และหลังจากนั้น จึงทําการ
แกสมการเพื่อคํานวณหาคามุม θ  ซ่ึงเปนรากของสมการกําลังสี่ที่ไดจากการแปลงสมการ(4-31) 
โดยมีทั้งหมด 4 คา และนํารากของสมการเหลานั้นแทนลงในฟงกชัน ( )θ,rh  เพื่อหาคามุม θ  ที่
เหมาะสมโดยการพิจารณามุม θ  ที่ทําใหคาฟงกชันมีคามากที่สุดหรือมีคานอยที่สุด ดังนั้น คามุม 
θ  ที่เหมาะสมจึงถูกใชเพื่อแสดงแนวเสนทางการไหลของกระแสน้ําจากจุดเริ่มตน (x0,y0) ไปยังจุด
ปลาย ( x,y) ซ่ึง x และ y  เปนจุดพิกัดใหมที่มีคาสัมพันธกับพิกัดของจุดเริ่มตนและคาของมุม θ

4.3 แบบจําลองพื้นท่ีรับน้ํา
จุดประสงคของแบบจําลอง คือ การคํานวณพื้นที่ที่รองรับน้ําฝน ซ่ึงขนาดของพื้นที่มีผลตอ

ระดับความลึกของน้ําทวม ดังนั้น จึงตองทราบขนาดของพื้นที่รับน้ําเพื่อนําไปใชในการคํานวณภาย
ในแบบจําลองความลึกของน้ําตอไป การคํานวณพื้นที่รองรับน้ําใชวิธีเชิงตัวเลข(Numerical) โดยทํา
การอินทิเกรต(integrate)ตามเสนทางการไหลของน้ํา ซ่ึงเสนทางการไหลของน้ําเปนผลลัพธของ
แบบจําลองเสนทางการไหลของน้ํา

ในหัวขอนี้อธิบายถึงสวนประกอบตางๆของพื้นที่รับน้ํา วิธีการคํานวณพื้นที่รับน้ําและคา
อนุพันธของพื้นที่รับน้ําตามแนวของเสนทางการไหลของน้ํา

  4.3.1  พื้นท่ีรับน้ํา
ในภาพประกอบ 4-8 แสดงพื้นที่รับน้ํา

สูง h0 ซ่ึงเปนขอมูลความสูงของพื้นที่ที่พิจารณ
ผลลัพธจากแบบจําลองเสนทางการไหลของน้ํา
จากแนวสันเขาผานพื้นที่รับน้ํา ซ่ึงแนวเสนทา
และแนวเสนทางการไหล u  มีทิศทางจากแน
ความสูง h0 ดังนั้น ปริมาณน้ําฝนที่ตกในพื้นที่ร
จุด A และ B ซ่ึงเรียกชองทางนี้วา ชองทางรับน
(C)ที่ถูกลอมรอบโดยแนวสันเขา EF เสนระดับความ
า และเสนทางการไหลของน้ํา u0 u1 u2และ u ซ่ึงเปน
 เห็นไดวา ฝนที่ตกในพื้นที่รับน้ําทําใหเกิดน้ําที่ไหล
งการไหล u0 มีทิศทางจากแนวสันเขาตัดผานจุด A 
วสันเขาตัดผานจุด B ซ่ึงจุดทั้งสองอยูบนเสนระดับ
ับน้ําไหลออกจากพื้นที่ดังกลาวผานชองทางระหวาง
้ํา
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จุด P เปนจุดภายในพื้นที่ที่พิจารณาซึ่งถูกแสดงในพิกัดคารทีเซียน (Cartesian Coordinates) 
P(x,y) และยังสามารถแสดงในพิกัด curvilinear P(u,h) ซ่ึงเกิดจาการตัดกันของเสนทางการไหลใดๆ
และเสนระดับความสูงใดๆ ดังนั้น จุด P จึงเปนจุดตัดของเสนระดับความสูงและเสนทางการไหลที่
อยูในพื้นที่รับน้ํา ความกวางของชองทางรับน้ํา(w) สามารถคํานวณโดยการอินทิเกรตตามเสนระดับ
ความสูงจากจุด A ไปยังจุด B โดยกําหนดให ds เปนสวนประกอบเสนตรงเชิงอนุพันธขนาดเล็ก
ของเสนระดับความสูง ดังนั้น ความกวางของชองทางรับน้ํา (w) สามารถคํานวณไดตามสมการ    
(4-32)  ดังนี้

∫=
B

A

dsw 1 (4-32)

เสนระดับความสูง

แนวสันเขา

เสนทางการไหลของน้ํา

เสนทางการไหลของน้ํา w
∆w

P(u,h)

ชองทางรับน้ํา

h1

h0

h2
h3

h4

u0

u
u1

u2

ภาพประกอบ 4-8 แสดงพื้นที่รับน้ํา

A

∆C
C
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เมื่อทําการหาคาอนุพันธของ w โดยเทียบกับ ds ในสมการ(4-32) จะไดคาเทากับ 1                 
ดังสมการ(4-33)

1=
ds
dw  (4-33)

4.3.2  คาอนุพันธของพื้นท่ีรับน้ํา
ในหัวขอนี้เปนการอธิบายการหาคาอนุพันธของพื้นที่รับน้ํา ซ่ึงจากภาพประกอบ 4-8 เมื่อ

แบงพื้นที่รับน้ําออกเปนพื้นที่รับน้ํายอย คือ C∆  ซ่ึงอยูระหวางเสนทางการไหลของกระแสน้ําและ
เสนระดับความสูง ดังนั้น คาอนุพันธของพื้นที่รับน้ํา(L) คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของพื้นที่รับน้ํา
( C∆ ) เทียบกับการเปลี่ยนแปลงความกวางของชองทางรับน้ํา ( w∆ ) ซ่ึงเขียนเปนสมการไดดังตอ
ไปนี้

ds
dC

ds
dw

dw
dC

dw
dC

w
CL

w
===

∆
∆

=
→∆
lim

0
(4-34)

และเมื่อทําการอินทิเกรตคาอนุพันธของพื้นที่รับน้ํา ตามเสนระดับความสูงจากจุด A ไปยัง
จุด B สามารถคํานวณขนาดของพื้นที่รับน้ํา ไดดังตอไปนี้

∫=
B

A

LdsC (4-35)

เห็นไดวา สมการ(4-35) สามารถคํานวณพื้นที่รับน้ําจากการอินทิเกรตคาอนุพันธของพื้นที่
รับน้ําตามชองทางรับน้ําได

4.3.3  การคํานวณคาอนุพันธของพื้นท่ีรับน้ําจากเสนทางการไหลของน้ํา
จากสมการ(4-34) ในหัวขอ 4.3.2 ไดกลาวถึงการคํานวณคาอนุพันธของพื้นที่รับน้ํา โดย

แบงพื้นที่รับน้ําออกเปนพื้นที่รับน้ํายอย( C∆  ) ซ่ึงมีขอบเขตเปนเสนระดับความสูงสองเสนที่มี
ระดับความสูงแตกตางกัน และเสนทางการไหลของน้ําสองเสน ซ่ึงไดจากแบบจําลองเสนทางการ
ไหล โดยเสนทางการไหลของน้ําทั้งสองเสนนี้มีทิศทางขึ้นอยูกับคาความสูง และขึ้นอยูกับคาความ
ชันจุดใดๆในพื้นที่ที่พิจารณา
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ภาพประกอบ 4-9 แสดงพื้นที่รับน้ํายอย C∆  ซ่ึงอยูระ
ระดับความสูง(EF) และเสนทางการไหลของน้ําสองเสน คือ เสน
และเสนทางการไหลจากจุด B ไปยังจุด E  ซ่ึงเมื่อพิจารณาเสนทา
วาจุด A เปนจุดเริ่มตนของการคํานวณความยาวของเสนทางการ
เทากับ 0 (s = 0)  ซ่ึงจุด A เปนจุดที่อยูบนเสนระดับความสูง AB
คํานวณความยาวของเสนทางการไหลโดยที่จุดนี้มีคาระยะทาง s 
ที่อยูบนเสนระดับความสูง EF ดังนั้น น้ําที่ไหลเขาสูพื้นที่รับน้ํา 
และไหลออกจากพื้นที่รับน้ํา ณ บริเวณที่มีระยะทาง s = 0 โดยเร
มีความกวางเทากับ w∆  ดังนั้น จึงสามารถคํานวณคาอนุพันธ
การเปลี่ยนแปลงของพื้นที่รับน้ํา C∆ เทียบกับความกวางของชอ
ใกลศูนย ดังนี้








∆
∆

=
→∆ w

CL
w 0
lim

การคํานวณเชิงตัวเลขเพื่อหาคาอนุพันธพื้นที่รับน้ํา(L)ใ
ความสัมพันธระหวางพื้นที่ยอย C∆  และความกวางของชองทาง

ภาพประกอบ 4-9 แสดงพื้นที่รับน้ําย

h∇

0h∇

  n

n

w∆ n

s = m

I

C∆

I

A

หวางเสนร
ทางการไห
งการไหลจ
ไหลโดยท
 สวนจุด F
เทากับ m (
ณ บริเวณ
ียกบริเวณน
ของพื้นที่ร
งทางรับน้ํา

นสมการ(4
รับน้ํา w∆

อย C∆
B

F

E

s = 0
w

n

D

C

ะดับความสูง(AB) เสน
ลจากจุด A ไปยังจุด F
ากจุด A ไปยังจุด F พบ
ี่จุดนี้จะมีคาระยะทาง s
 เปนจุดสุดทายของการ
s = m) ซ่ึงจุด F เปนจุด
ที่มีคาระยะทาง s = m 
ั้นวา ชองทางรับน้ํา ซ่ึง
ับน้ําไดจากการหาอัตรา
 w∆ เมื่อ w∆ มีคาเขา

(4-36)

-36) จําเปนตองทราบ
 ซ่ึงในการคํานวณเพื่อ
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หาความสัมพันธของ C∆  ในรูปของ w∆ โดยใชเสนทางการไหลของกระแสน้ํา และทฤษฎีบท  
ไดเวอรเจนซ ( Divergence Theorem )

ในแบบจําลองเสนทางการไหลของน้ํา ซ่ึงไดทําการคํานวณเสนทางการไหล โดยใช             
เกรเดียนต( Gradient)ของฟงกชันความสูง ( h∇ ) ซ่ึงสอดคลองตามสมการของลาปลาซ( Laplace’s 
Equation ) เนื่องจาก 02 =∇h  นอกจากนี้  2h∇  ยังมีคาเทากับลาปลาซเซียน( Laplacian )ของ
ฟงกชันความสูง( h∇⋅∇ ) ดังสมการ(4-37)

     02 =∇⋅∇=∇ hh (4-37)

ทฤษฎีไดเวอรเจนตไดกลาวไววา การอินทิเกรตบนพื้นที่ใดๆของไดเวอรเจนซของสนาม       
เวคเตอรเทากับฟลักซช้ีออกรวมของเวคเตอรที่ไหลผานตลอดเสนขอบเขตวงปดที่ลอมรอบพื้นที่
นั้น ซ่ึงเขียนเปนสมการไดดังนี้

∫ ∫
Γ

⋅=⋅∇
γ

α ndsAAd (4-38)

เมื่อ
 A เปนสนามเวกเตอร
γ เปนพื้นที่ใดๆ
Γ เปนเสนขอบเขตวงปดที่ลอมรอบพื้นที่ใดๆ
αd เปนสวนประกอบพื้นที่เชิงอนุพันธขนาดเล็กมาก
ds  เปนสวนประกอบเสนตรงเชิงอนุพันธขนาดเล็กมาก

เมื่อพิจารณาสมการ(4-37) พบไดวา h∇  เปนสนามเวกเตอรที่เกิดจากการเกรเดียนตของ
ฟงกชันความสูง ซ่ึงจากทฤษฎีไดเวอรเจนตในสมการ(4-38) ทําใหการอินทิเกรตตามพื้นที่ (γ ) ของ
ไดเวอรเจนซของ h∇  เทากับฟลักซออกรวมของเวคเตอร h∇  ที่ไหลผานเสนขอบเขตวงปดที่ลอม
รอบพื้นที่ (Γ ) ซ่ึงเขียนเปนสมการไดดังนี้

∫ ∫
Γ

⋅∇=∇⋅∇
γ

α ndshhd (4-39)
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และเนื่องจากฟงกชันความสูง h สอดคลองกับสมการลาปลาซตามสมการ(4-37) ดังนั้น 
การอินทิเกรตตามเสนขอบเขตวงปดของ h∇  ในสมการ(4-39) มีคาเทากับศูนย ซ่ึงสามารถแสดง
ในรูปของสมการไดดังนี้

0=⋅∇∫
Γ

ndsh (4-40)

เมื่อพิจารณาภาพประกอบ 4-9 เห็นไดวา พื้นที่ยอยที่ตองการอินทิเกรตในสมการ(4-40)       
โดยมีเสนขอบเขตของพื้นที่ (boundary  Γ ) ซ่ึงประกอบดวย 2 สวน ดังนี้

- สวนแรก คือ เสนทางการไหลของน้ําสองเสน ซ่ึงเปนเสนทางการไหลจากจุด D ไปยังจุด 
A และเสนทางการไหลจากจุด C ไปยังจุด B

- สวนที่สอง คือ เสนระดับความสูงสองเสน ซ่ึงเปนเสนระดับความสูง AB และเสนระดับ
ความสูง DC

ดังนั้น การอินทิเกรตพื้นที่ยอยตามเสนขอบเขต สามารถเขียนเปนสมการไดดังตอไปนี้

∫ ∫∫∫ =⋅∇+⋅∇+⋅∇+⋅∇
D

C

A

D

C

B

B

A

ndshndshndshndsh 0 (4-41)

การอินทิเกรตตามเสนทางการไหลจาก B ไปยัง C และจาก D ไปยัง A มีคาเทากับศูนย 
เนื่องจากเวคเตอร n และทิศทางของเสนทางการไหลทํามุมตั้งฉากกัน ซ่ึงทําใหผลการคูณเชิง 
สเกลาร( Dot Product )ของเวคเตอรมีคาเทากับศูนย สวนการอินทิเกรตตามเสนระดับความสูงจาก 
A ไปยัง B และ C  ไปยัง  D มีคาไมเทากับศูนย เนื่องจากเวคเตอร n และเสนทางการไหลมีทิศทาง
ขนานกัน ซ่ึงทําใหผลการคูณเชิง สเกลาร( Dot Product )ของเวคเตอรมีคาเทากับ h∇−  และ h∇

ตามลําดับ ดังนั้นจากสมการ(4-41) สามารถเขียนใหมไดดังนี้

0=∇+∇− ∫∫
D

C

B

A

dshdsh (4-42)

จากการกําหนดใหความกวางของชองทางรับน้ํามีคาเขาใกลศูนย ( )0→∆w  ซ่ึงทําใหขนาด
ของเกรเดียนต( h∇ ) เปนคาคงที่ ดังนั้น การอินทิเกรตตามเสนระดับความสูงจากจุด A ไปยังจุด B
จะมีคาคงที่เทากับ - 0h∇  และการอินทิเกรตตามเสนระดับความสูงจากจุด C ไปยังจุด D มีคาคงที่
เทากับ h∇  ดังนั้นจากสมการ(4-42) สามารถเขียนใหมไดดังนี้
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00 =+∇− ∫∫
D

C

B

A

dsdsh (4-43)

ในสมการ(4-43) เห็นไดวา เหลือเพียงเทอมการอินทิเกรตของความยาวของเสนระดับความ
สูงระหวาง AB และระหวาง CD ซ่ึงผลการอินทิเกรตมีคาเทากับ  ∆w0  และ  w  ตามลําดับ คือ

00 =∇+∆∇− whwh

h
wh

w
∇

∆∇
= 0 (4-44)

ดังนั้น  w  ซ่ึงเปนระยะทางระหวางเสนทางการไหลสองเสนที่อยูบนแนวเสนระดับความ
สูงใดๆในพื้นที่ที่พิจารณา สามารถเขียนอยูในรูปผลคูณของขนาดความกวางของชองทางรับน้ํา ∆
w และขนาดของเกรเดียนต 0h∇  หารดวย h∇  ซ่ึง 0h∇ เปนขนาดเกรเดียนต ณ จุดเริ่มตนของ
การคํานวณเสนทางการไหล และ h∇  เปนขนาดเกรเดียนต ณ จุดสิ้นสุดของการคํานวณเสนทาง
การไหล(ดูภาพประกอบ 4-9)

จากภาพประกอบ 4-9 สามารถคํานวณพื้นที่ยอย C∆ โดยการอินทิเกรตระยะทางระหวาง
เสนทางการไหลสองเสนที่อยูบนเสนระดับความสูงใดๆ(w)ตามเสนทางการไหลของน้ํา AF จากจุด
เร่ิมตนของการคํานวณเสนทางการไหลที่มีระยะทาง s = 0 ไปยัง จุดสุดทายของการคํานวณเสนทาง
การไหลของน้ําที่มีระยะทาง s = m ดังนั้น พื้นที่รับน้ํายอยสามารถคํานวณไดตามสมการ(4-45)ดังนี้

∫ ∫ ∇∇∆==∆
m m

ds
h

hwwdsC
0 0

00
1 (4-45)

เมื่อนําพื้นที่ยอย ∆C จากสมการ(4-45) แทนลงในสมการ(4-36) จะไดคาอนุพันธของพื้นที่
รับน้ํา ดังนี้

∫ ∇∇=






∆
∆

=
→∆

m

w
ds

h
h

w
CL

0
00

1lim (4-46)
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จึงสรุปไดวา คาอนุพันธของพื้นที่รับน้ํา หมายถึง ความยาวของแนวเสนทางการไหลสอง
เสนขนานกัน ซ่ึงบรรจุพื้นที่รับน้ําไว และแนวเสนทางการไหลของน้ําทั้งสองเสนนี้มีระยะหางเทา
กับความกวางของชองทางรับน้ํา ณ จุดเริ่มตนของการคํานวณเสนทางการไหลของน้ํา

4.4  แบบจําลองปริมาณน้ําฝน
จุดประสงคของแบบจําลองปริมาณน้ําฝน คือ การคํานวณความเขมน้ําฝน ที่ตกลงบนจุด

ตางๆ ในพื้นที่ที่พิจารณา การคํานวณไดใชขอมูลในอดีตของน้ําฝนที่ตกลงในบริเวณนั้นๆหรือ    
ขอมูลที่สรางขึ้นเพื่อตองการทดสอบ ซ่ึงในการวิเคราะหแบบจําลองน้ําฝนเพื่อใหการคํานวณสอด
คลองกับแบบจําลองอื่นๆ โดยกําหนดให R แทนความเขมของฝน แตไมไชความเร็วของฝนที่ตกลง 
และกําหนดใหแบบจําลองนี้เปนชนิดคงตัวและสม่ําเสมอ ซ่ึง R เปนคาคงที่ไมขึ้นอยูกับพิกัดของ x
และ y ซ่ึง x และ y เปนพิกัดของจุดใดๆในพื้นที่ จึงกําหนดใหความเขมของฝน R มีคาเทากัน โดย
R มีหนวยเปนมิลลิเมตรตอช่ัวโมง (mm/hr)

4.5  แบบจําลองพื้นผิวดิน
จุดประสงคของแบบจําลองพื้นผิวดิน คือ การระบุชนิดของดินที่จุดตางๆในบริเวณที่

พิจารณา โดยเทียบกับชนิดของดินที่เปนมาตรฐาน ในทางปฏิบัตินั้นการระบุชนิดของดิน ไดมาจาก
การสํารวจพื้นที่ที่พิจารณา กําหนดใหแบบจําลองนี้เปนชนิดไมสม่ําเสมอและคงตัว ซ่ึงชนิดของดิน
กําหนดเปนใหคาคงที่ตลอดชวงเวลาแตเปลี่ยนแปลงตามพื้นที่ที่พิจารณา ในการสรางแบบจําลองนี้
ใชหลักการทางไฟฟาเขามาประยุกตโดยใหปริมาณน้ําที่ไหลผานหรือกระแสน้ําเทียบไดกับกระแส
ไฟฟาที่ไหลในวงจร และใหลักษณะพื้นผิวดินที่ตานทานกระแสน้ําเทียบไดกับตัวตานทาน             
( RESISTOR ) ในวงจรไฟฟา

4.6  แบบจําลองพื้นผิวตนไม
จุดประสงคของแบบจําลองพื้นผิวตนไม คือ การระบุชนิดของสภาพแวดลอมทางธรรม

ชาติโดยเนนที่พื้นที่ปาไมที่จุดตางๆในบริเวณที่พิจารณา โดยเทียบชนิดของตนไมที่เปนมาตรฐาน 
ในทางปฏิบัติการระบุชนิดของตนไม ไดมาจากการสํารวจพื้นที่ที่พิจารณา กําหนดใหแบบจําลองนี้
เปนชนิดไมสม่ําเสมอและคงตัว ซ่ึงชนิดของสภาพแวดลอมทางธรรมชาติถูกกําหนดใหเปนคาคงที่
ตลอดชวงเวลาแตเปลี่ยนแปลงตามพื้นที่ที่พิจารณา และความสมบูรณของสภาพแวดลอม มีผลตอ
การตานทานกระแสน้ําไดดี เพราะทําใหน้ําลดความเร็วลง และสามารถชวยดูดซับน้ําดวย
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4.7  แบบจําลองความตานทานการไหลของน้ํา
แบบจําลองนี้เปนการศึกษาเกี่ยวกับความตานทานการไหลของน้ํา ซ่ึงขึ้นอยูลักษณะของ

พื้นผิวดินและวัตถุตางๆที่อยูเหนือผิวดินนั้น ตัวอยางเชน คอนกรีตหรือพื้นดินแข็ง เมื่อมีน้ําไหลลง
มาทําใหเกิดการไหลผานอยางรวดเร็ว สวนพื้นดินที่มีความขรุขระหรือมีหินกอนใหญ ซ่ึงมีสวน
ชวยใหความเร็วของน้ําลดลง สวนพื้นดินที่มีความอุดมสมบูรณของตนไมนั้น ก็เปนอีกปจจัยหนึ่งที่
ชวยลดความเร็วของน้ําได ดังนั้น จุดประสงคของการสรางแบบจําลองนี้ คือ การศึกษาลักษณะพื้น
ผิวดินในแตละชนิดที่ไดกลาวมาแลว เพื่อนํามาวิเคราะหหาแรงตานทานน้ําของผิวดินในแตละชนิด 
ซ่ึงการที่พื้นผิวดินมีแรงตานทานน้ํา ทําใหน้ําเกิดการสูญเสียพลังงานของการไหลของน้ํา เนื่องจาก
แรงตานมีทิศทางตรงกันขามกับการไหลของน้ํา แรงตานทานน้ําขึ้นอยูกับปจจัย 3 สวนที่สําคัญ คือ 
สภาพของผิวดิน ความเร็วของน้ํา และปริมาตรหรือมวลของน้ํา ซ่ึงปจจัยทั้ง 3 สวนนี้นํามาพิจารณา
ในรูปของคาความคลองตัวของพื้นผิวที่มีผลตอน้ํา

  4.7.1  แรงตานทาน

ในภาพประกอบ 4-10 แสดงวัตถุซ่ึงเปนมวลข
ความเร็ว v เมตรตอวินาที( m/s ) และเกิดแรงตานทาน
ทิศทางการเคลื่อนที่ของวัตถุนี้ ซ่ึงแรงตานทานของพ
ตัวของพื้นผิวที่วัตถุกดทับ ความเร็วของวัตถุ และมวล
ในรูปของตัวแปรดังตอไปนี้

กําหนดให σ เปนคาความคลองต
 v เปนความเร็วของวัต
 m เปนมวลของวัตถุ

v
fR

ภาพประกอบ 4-10 แสดง

mg
m

องน้ําขนาด m กิโลกรัม( Kg ) เคลื่อนที่ดวย
น้ําของพื้นผิว Rf  ในทิศทางตรงกันขามกับ
ื้นผิวที่กระทําตอวัตถุขึ้นอยูกับคาความคลอง
ของวัตถุ ซ่ึงทั้งสามปจจัยนี้ไดกําหนดใหอยู

ัวของพื้นผิวที่วัตถุกดทับ
ถุ

ทิศทางของแรงตานทาน
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ซ่ึงในแบบจําลองนี้พิจารณาใหตัวแปรตางๆเหลานี้เปนอิสระตอกัน ซ่ึงสรางเปนฟงกชัน
ความสัมพันธของตัวแปรทั้งสามไดดังนี้

),,( σvmff R = (4-47)

  4.7.1.1  คาความคลองตัวของพื้นผิวท่ีมีผลตอน้ํา
พื้นผิวเรียบและมีความแข็งมาก เชน พื้นคอนกรีตหรือดินแข็ง เปนพื้นผิวที่ทําใหน้ําไหล

ผานไดงาย จึงอาจกลาวไดวา พื้นผิวลักษณะนี้มีคาความตานทานการไหลของน้ําต่ํา สวนพื้นผิวที่มี
ความขรุขระ เชน กอนหินตางๆ เปนพื้นผิวที่กีดขวางการไหลของน้ําไมใหผานไปไดโดยงาย ดังนั้น
พื้นผิวขรุขระ จึงมีคาความตานทานการไหลของน้ําสูง สําหรับพื้นที่ที่ปกคลุมไปดวยตนไมหรือทุง
หญามีความตานทานการไหลของน้ําสูงกวาพื้นที่ไมมีตนไมหรือทุงหญาปกคลุม

คาความคลองตัวของพื้นผิวที่มีผลตอการไหลของน้ํา สามารถพิจารณาไดจากสภาพพื้นผิว
และสภาพทางธรรมชาติของตนไมของพื้นที่นั้น กลาวคือ ถาพื้นที่นั้นมีคาความคลองตัวสูง แสดงวา
พื้นที่นั้นมีความตานทานการไหลของน้ําต่ํา ดังนั้น น้ําสามารถไหลผานไปไดโดยงาย สวนพื้นที่ที่มี
คาความคลองตัวต่ํา แสดงวา พื้นที่นั้นมีความตานทานการไหลของน้ําสูง ดังนั้น น้ําจึงไมสามารถ
ไหลผานไดอยางสะดวก

ดังนั้น จึงสามารถเขียนความสัมพันธทางคณิตศาสตรของอัตราการเปลี่ยนแปลงระหวาง
แรงตานทานกับคาคาความคลองตัวของพื้นผิว ซ่ึงไดผลลัพธเปนฟงกชันลดดังสมการตอไปนี้

0<
σd
df R (4-48)

4.7.1.2  มวลและความเร็วของน้ํา
ความเร็วของน้ํามีผลตอแรงตานทานเชนกัน แรงตานทานมีคาสูงขึ้นเมื่อความเร็วของน้ํา

เพิ่มมากขึ้น เพราะน้ําที่มีการไหลแบบปนปวนทําใหเกิดการสูญเสียพลังงาน โดยมีการเปลี่ยนแปลง
รูปแบบของพลังงานจลนซ่ึงเปนพลังงานของการเคลื่อนที่กลายเปนพลังงานความรอน และน้ําที่ที่
ไหลในระดับน้ําลึกมีลักษณะการไหลแบบปนปวนมากกวาในระดับน้ําตื้น ดังนั้น ในระดับน้ําลึกจะ
เกิดแรงตานทานมากกวาระดับน้ําตื้น

จึงเขียนความสัมพันธทางคณิตศาสตรของอัตราการเปลี่ยนแปลงระหวางแรงตานทานกับ
ความเร็วของน้ํา ซ่ึงเห็นวาผลลัพธเปนฟงกชันเพิ่มดังสมการตอไปนี้
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0>
dv
df R (4-49)

ในทํานองเดียวกัน สามารถเขียนความสัมพันธทางคณิตศาสตรของอัตราการเปลี่ยนแปลง
ระหวางแรงตานทานกับมวลของน้ํา ซ่ึงเห็นไดวา ในสมการ(4-49) มีผลลัพธเปนฟงกชันเพิ่มเชน
เดียวกัน เพราะน้ําเกิดสูญเสียพลังงานของการเคลื่อนที่ โดยเปลี่ยนแปลงรูปแบบของพลังงานเปน
พลังงานความรอน ซ่ึงพลังงานของการเคลื่อนที่ขึ้นอยูกับมวลวัตถุ

0>
dm
df R (4-50)

4.7.2  การกําหนดคาความคลองตัว
แรงตานทาน ความเร็วและมวลของน้ําเปนพารามิเตอรที่วัดคาไดจริง แตพารามิเตอรคา

ความคลองตัวไมสามารถวัดคาไดโดยตรง ดังนั้น คาความคลองตัวที่ใชเพื่อการคํานวณในแบบ
จําลองนี้ ถูกกําหนดใหสัมพันธกับพารามิเตอรของมวล ความเร็ว และแรงตานทาน ซ่ึงการกําหนด
คาความคลองตัวสามารถพิจารณาไดเปน 2 ลักษณะดังนี้

1.  กําหนดใหคาความคลองตัว(σ ) สัมพันธกับมวลของน้ํา (m) เมื่อเพิ่มมวล ( m ) เปน
จํานวน k เทาจะทําใหคาแรงตานทาน( Rf  ) เพิ่มขึ้น k เทา ดังนั้น เมื่อตองการรักษาใหแรงตานทาน 
( Rf  )มีคาคงเดิม ตองทําการเพิ่มคาความคลองตัว(σ ) เปนจํานวน k เทาดวย  ซ่ึงความสัมพันธดัง
กลาวนี้ สามารถแสดงไดดังสมการ(4-50)

( ) ( )σσ kvkmfvmff R ,,,, == (4-51)

2.  กําหนดใหคาความคลองตัว(σ ) สัมพันธกับความเร็วของน้ํา( v ) เมื่อเพิ่มความเร็ว( v ) 
เปนจํานวน k เทาทําใหคาแรงตานทาน( Rf ) เพิ่มขึ้น k เทา ดังนั้น เมื่อตองการรักษาใหแรงตานทาน 
( Rf )มีคาคงเดิม ตองทําการเพิ่มคาความคลองตัว(σ ) เปนจํานวน k เทาดวย  ซ่ึงความสัมพันธดัง
กลาวนี้ สามารถแสดงไดดังสมการ (4-51)

( ) ( )σσ kkvmfvmff R ,,,, == (4-52)

เมื่อทําการหาคาอนุพันธของฟงกชันแรงตานทานเทียบกับคา k เมื่อ k เปนจํานวนจริงใดๆ 
ดังนั้น คาอนุพันธของฟงกชันมีคาเทากับศูนย เนื่องจากแรงตานทานไมมีการเปลี่ยนแปลง
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( ) 0,, =+=
σ

σσ
d
df

dm
dfmkvkmf

dk
d (4-53)

( ) 0,, =+=
σ

σσ
d
df

dv
dfvkkvmf

dk
d (4-54)

เห็นไดวา เมื่อพิจารณาเงื่อนไขตางๆในสมการ(4-47) (4-48) และ(4-49) ซ่ึงไดผลเฉลยของ
ฟงกชันแรงตานทานตามสมการ(4-54) โดยท่ี α  เปนคาตัวประกอบจํานวนเทาใดๆ ซ่ึงผลเฉลยดัง
กลาวสามารถตรวจสอบไดงาย โดยทําการอนุพันธสมการ(4-54)  ซ่ึงผลลัพธของการอนุพันธตอง
สอดคลองตามสมการ(4-52) และสมการ(4-53)








>′







=

0f

mvff R σ
α

(4-55)

ในสมการ(4-54) เห็นไดวา ฟงกชันแรงตานทานถูกเขียนอยูในรูปแบบทั่วไป ซ่ึงสามารถ
เขียนเปนฟงกชันเฉพาะไดจากการทดลอง และไดออกแบบการทดลองไวในหัวขอตอไปโดยมี
ลักษณะที่สอดคลองกับพฤติกรรมการไหลของน้ํา

4.7.3  การกําหนดลักษณะของฟงกชันแรงตานทาน
โดยทั่วๆไปแลวแรงตานทานระหวางของไหลกับพื้นผิวดินไมเปนฟงกชันแบบเชิงเสนเมื่อ

เทียบกับความเร็ว ดังนั้นเพื่องายตอการวิเคราะห จึงไดกําหนดเงื่อนไขความสัมพันธของฟงกชัน
แรงตานทานกับคาความคลองตัว โดยแบงออกเปน 2 เงื่อนไข ดังตอไปนี้

เงื่อนไขที่หนึ่ง กําหนดใหคาความคลองตัวเปนคาคงที่ และฟงกชันแรงตานทานเปน
ฟงกชันไมเปนเชิงเสน

เงื่อนไขที่สอง กําหนดใหคาความคลองตัวเปนฟงกชันที่ไมเปนเชิงเสน ซ่ึงอยูในรูปฟงกชัน
ของมวลและความเร็ว ( )vm,σ  สวนฟงกชันแรงตานทานกําหนดใหเปนฟงกชันเชิงเสน

แบบจําลองนี้เลือกใชเงื่อนไขที่สอง โดยฟงกชันแรงตานทานเปนฟงกชันเชิงเสน ซ่ึง
สามารถเขียนในรูปของฟงกชันไดดังนี้

( )



= vm
mvff R ,σ

α (4-56)
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4.7.3.1 คาความคลองตัวแบบไมเปนเชิงเสน
โดยทั่วไปการหาคาความคลองตัว  สามารถทําไดจากการทดลองเทานั้น โดยจะมี

ความคลาดเคลื่อนเกิดขึ้น ซ่ึงสภาพความเปนจริงในทางปฏิบัติ เราไมสามารถทดลองวัดคาความ
คลองตัวสําหรับทุกรูปแบบของพื้นผิวได ดังนั้น การกําหนดคาคาความคลองตัวในพื้นที่ที่พิจารณา 
จึงใชวิธีการประมาณเทียบเคียงกับสภาพของดินหรือพื้นผิว และสภาพแวดลอมที่เปนมาตรฐาน

ดังนั้น การกําหนดฟงกชันคาความคลองตัวใหใกลเคียงความเปนจริง ในทางปฏิบัติ จึงมีขอ
แนะนําใหพิจารณาแบงคาความคลองตัวออกเปน 4  ลักษณะที่แตกตางกัน ตามขนาดของมวลและ
ขนาดของความเร็ว ดังตารางที่ 4-1 ซ่ึงในแบบจําลองนี้ไดกําหนดคาความคลองตัวโดยประมาณเปน
คาคงที่ในแตละสวนของพื้นที่ที่พิจารณา

    ตารางที่ 4-1 แสดงชนิดของคาความคลองตัว
Low velocity High velocity

Small mass SLσ SHσ

Large mass LLσ SHσ

4.7.3.2  การคํานวณฟงกชันของแรงตานทานน้ํา
จากสมการที่ 10 เห็นไดวา ฟงกชันแรงตานทาน Rf  อยูในลักษณะเชิงเสนที่มีเทอมคาคงที่

เปนศูนย ดังนั้นจึงสามารถเขียนฟงกชัน Rf ใหมในลักษณะเฉพาะที่ลดรูปไดเปน ( ) xxf R =  ซ่ึง
เห็นไดวา ถาเราทราบคาα ก็ไดความสัมพันธระหวางแรงตานทาน มวล ความเร็วและคาความ 
คลองตัว

แบบจําลองนี้ไดกําหนดคาความคลองตัว เพื่ออธิบายลักษณะของพื้นผิวที่น้ําไหลผานเทา
นั้น โดยไมรวมถึงสภาพแวดลอมของพื้นผิว ตัวอยางเชน เมื่อเคลื่อนยายพื้นผิวจากโลกไปยังดวง
จันทร หรือในอวกาศ คาความคลองตัวจะไมมีการเปลี่ยนแปลงใดๆ

หากพิจารณาสภาพในอวกาศ  แรงตานทานระหวางพื้นผิวและน้ํามีคาเปนศูนย และเมื่อ
พิจารณาสภาพบนดวงจันทร แรงปฏิกิริยาของพื้นผิวที่กระทําตอวัตถุ(N) มีคาหนึ่งในสี่ของแรง
ปฏิกิริยาของพื้นผิวบนโลก ทําใหแรงตานทานลดลงหรือความตานทานการไหลมีคาลดลงดวยเชน
กัน ดังนั้น ที่ตั้งของสภาพพื้นผิวจะสงผลตอแรงโนมถวงของที่ตั้งนั้นๆ
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จากภาพประกอบ 4-11 แสดงการเปลี่ยนความชันของพื้นผิว ซ่ึงเมื่อปรับความชันใหมุมθ
มีคาเทากับ 90 องศา ทําใหแรงปฏิกิริยา(N)ของพื้นผิวที่กระทําตอวัตถุมีคาเทากับศูนย ดังนั้นแรง
ตานทาน R จึงมีคากับศูนยดวย( เนื่องจาก R มีคาเปนปฏิภาคโดยตรงกับคา N )  ดังนั้น เมื่อความชัน
มีคามากขึ้นทําใหแรงตานทานมีคาลดลง

ซ่ึงในแตละกรณีที่กลาวมานั้น เห็นไดวาเมื่อสภาวะระหวางพื้นผิวกับน้ํามีการเปลี่ยนแปลง
สงผลตอแรงปฏิกิริยา N และแรงตานทานน้ํา R แตไมมีผลตอมวล และคาความคลองตัว ซ่ึงสามารถ
เขียนเปนสมการของแรงปฏิกิริยาไดดังนี้

θcosmgN = (4-57)

แบบจําลองนี้ไดกําหนดคาตัวประกอบ(α ) ใหมีคาขึ้นอยูกับคาความเรงโนมถวง และคา
มุมของความชันของพื้นผิว ซ่ึงสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้

θα cosg= (4-58)

ในที่สุดสามารถเขียนฟงกชันเชิงเสนของแรงตานทานการไหลไดดังนี้

σ
θ

σ
θ vmg

vm
vmgR ×=×= cos
),(

cos (4-59)

θ

R

mg
v

m

N = mgcosθ

ภาพประกอบ 4-11 แสดงแรงตานทานการไหลกระน้ําบนพื้นผิวที่มีความชัน
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  4.7.4  การวัดคาความคลองตัว

คาความคลองตัวสามารถหาไดจากการทดลองดังภาพประกอบ 4-12 ซ่ึงชุดการทดลอง
ประกอบดวยแผนระนาบสี่เหล่ียมถูกยึดติดในแนวนอนกับชองทางผานของน้ํา น้ําไหลผานระนาบ
ส่ีเหล่ียมดวยความเร็ว (v) ซ่ึงทําใหเกิดแรงผลักของน้ํา (D) ไปตามแนวทางการไหลของน้ํา ซ่ึงน้ําที่
ไหลผานเหนือแผนระนาบมีมวลเทากับ (m) แผนระนาบถูกยึดดวยแรงดึงR ที่จุดตรึง A ซ่ึงแรงดึง R 
มีทิศทางตรงกันขามกับแรงผลัก (D) แตมีขนาดเทากัน ดังนั้นแผนระนาบจะอยูในภาวะสมดุลไม
เคลื่อนที่ และเมื่อไดคาของแรงดึง R จากการวัดสามารถนําคาที่ไดไปคํานวณหาคาความคลองตัวได
ดังสมการตอไปนี้

( )
R
mgv

R
vmg =×= θσ cos (4-60)

เมื่อมุม θ มีคาเทากับศูนย เนื่องจากแผนระนาบวางอยูในแนวนอน

4.8  แบบจําลองอัตราการไหลของน้ํา ( Flow Model )
ในความเปนจริงน้ําที่ไหลอยูในแมน้ํา และน้ําที่ไหลบนพื้นผิวตางๆ มีลักษณะการไหลแบบ

ปนปวน โดยท่ีทฤษฎีของการไหลแบบปนปวนและการไหลในรางเปด ( เชน คูระบายน้ํา คลอง 
เปนตน ) ไดมีการอธิบายไวในหนังสือเกี่ยวกับทฤษฎีของไหล

ในงานวิจัยฉบับนี้ไดสรางแบบจําลองอัตราการไหลของน้ํา เพื่อบรรยายพฤติกรรมของน้ําที่
ไหลผานพื้นผิวใดๆ ดวยทฤษฎีการเคลื่อนที่ของวัตถุ ซ่ึงไมเปนไปตามทฤษฎีของไหล การสราง

plate
m

v
DR

Tether A

ภาพประกอบ 4-12 แสดงการทดลองเพื่อหาคาความคลองตัว
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แบบจําลองอัตราการไหลของน้ําดวยการบรรยายพฤติกรรมของน้ําในลักษณะเชนนี้ เพื่อตองการ
เพียงประมาณความร็วของน้ํา ดังนั้น การประมาณจึงมีความสอดคลองกับธรรมชาติการไหลของน้ํา
นอยกวาการบรรยายพฤติกรรมการไหลของน้ําที่ใชอยูโดยทั่วๆไป และเมื่อตองการใหมีความสอด
คลองกับธรรมชาติการไหลของน้ําเพิ่มมากขึ้น แบบจําลองนี้สามารถปรับปรุงไดโดยการนําทฤษฎี
ของไหลมาใชในการอธิบายการไหลของน้ําได อยางไรก็ตาม การนําทฤษฎีของไหลมาสรางใน
แบบจําลอง จะทําใหขอบเขตของงานวิจัยนี้กวางเกินไป

จุดประสงคของแบบจําลองอัตราการไหลของน้ํา คือ การคํานวณปริมาณของน้ําที่ไหลผาน
จุดตางๆและความเร็วของน้ําที่จุดใดๆในพื้นที่ที่พิจารณา ซ่ึงการคํานวณในแบบจําลองนี้ใชคาความ
คลองตวที่ไดจากแบบจําลองความตานทานการไหลของน้ํา ( Impedance Model ) และคาอนุพันธ
ความสูง ( h∇ ) จากแบบจําลองระดับความสูง ( Altitude Model ) นอกจากนี้คาคงที่ตางๆเชน คา
ความหนาแนนของน้ํา ( ρ ) และคาความเรงโนมถวงของโลก ( g ) ก็นํามาใชเพื่อการคํานวณใน
แบบจําลองนี้ดวยเชนกัน

ในแบบจําลองนี้ ความเร็วและอัตราการไหลของน้ําไมแปรเปลี่ยนตามเวลา แตไดแสดงใน
ลักษณะฟงกชันของพิกัดตําแหนงตางๆภายในพื้นที่ที่พิจารณา ซ่ึงสมการที่นํามาใชในแบบจําลอง
อัตราการไหลของน้ํามาจากการประมาณโดยใชหลักการพื้นฐาน 2 ขอ คือ

ขอแรก เปนการประมาณใหน้ําไหลจากที่สูงลงสูที่ต่ําเพียงทิศทางเดียว ซ่ึงโดยทั่วๆไปการ
ประมาณดังกลาวไมเปนความจริงทั้งหมด เนื่องจากเมื่อพิจารณาน้ําที่ไหลดวยความเร็วสูง ทําใหเกิด
พลังงานจลนและโมเมนตัม ซ่ึงทําใหน้ําสามารถไหลจากที่ต่ําขึ้นสูที่สูงไดในระยะทางสั้นๆ ดังนั้น 
พลังงานจลนในน้ําเปลี่ยนเปนพลังงานศักย  ซ่ึงเปนไปตามกฎอนุรักษ พลังงาน

ขอที่สอง เปนการประมาณใหน้ําไหลในทิศทางที่มีความชันนอยที่สุดเพียงทิศทางเดียว ซ่ึง
โดยทั่วๆไปนั้น การประมาณดังกลาวสามารถเปนจริงไดก็ตอเมื่อ ความตานทานที่จุดตางๆภายใน
พื้นผิวมีคาเทากันตลอดพื้นผิวนั้นหรือผลตางของความตานทานเปนคาคงที่

  4.8.1  สภาวะที่เหมาะสมในการคํานวณอัตราการไหล
จากหลักการพื้นฐานในการประมาณลักษณะการไหลของน้ํา สามารถสรุปสภาวะที่เหมาะ

สมในการคํานวณอัตราการไหลของน้ําเพื่อนําแบบจําลองนี้ไปใชงาน ดังนี้
1.  น้ํามีความเร็วในการไหลไมสูงมาก เนื่องจากไดทําการประมาณใหน้ําไหลจากที่สูงลงสู

ที่ต่ําเพียงทิศทางเดียว ซ่ึงเปนการประมาณใหพลังงานจลนในน้ํามีคาต่ํามากเมื่อเทียบกับพลังงาน
ศักย ดังนั้นการคํานวณอัตราการไหลของน้ําในแบบจําลองนี้ จึงเหมาะสมกับสภาวะที่น้ํามีคา
ความเร็วไมสูงมาก
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2.  พื้นผิวที่น้ําไหลผานตองมีคาความตานทานของน้ําไมเปลี่ยนแปลงอยางทันทีทันใด 
ตลอดเสนทางการไหลในพื้นที่ที่พิจารณา เพราะคาความคลองตัวของพื้นที่ที่พิจารณามีคาคงที่ ซ่ึง
สงผลใหการคํานวณอัตราการไหลของน้ํามีความถูกตองใกลเคียงความจริง

เนื่องจากเมื่อไดประมาณคาแรงตานทานการไหลใหแปรตามความเร็วกําลังหนึ่ง ซ่ึงตามกฏ
ทฤษฎีของไหลนั้น คาแรงตานทานการไหลไดแปรตามความเร็วกําลังสอง ดังนั้น แบบจําลองอัตรา
การไหลของน้ํา สามารถประมาณไดอยางใกลเคียงความจริง เมื่อทําการคํานวณอัตราการไหลของ
น้ําที่มีความเร็วต่ําๆไมสูงมาก และพื้นผิวที่มีการเปลี่ยนแปลงของความตานทานอยางชาๆ

4.8.2  การปรับปรุงแบบจําลองในอนาคต
ในการปรับปรุงแบบจําลองนี้ เพื่อพัฒนาการคํานวณอัตราการไหลของน้ําใหมีความสอด

คลองกับพฤติกรรมของธรรมชาติเพิ่มมากขึ้น สามารถทําไดโดยการปรับเปลี่ยนสมการพื้นฐานที่ใช
ในการประมาณทั้ง 2 ขอ ในหัวขอ 4.6.1 ดังนี้

1. ใชสมการของพลัวซอง ( Poisson’s Equation ) แทนสมการลาปลาซ ( Laplace’s 
Equation ) ซ่ึงทําใหการประมาณทิศทางการไหลมีลักษณะใกลเคียงกับความเปนจริงมากขึ้น

2. พิจารณาแรงเฉื่อยและทิศทางการไหลของน้ําจากที่ต่ําขึ้นสูที่สูง
ทั้งนี้ การปรับเปลี่ยนสมการทั้ง 2 สวน ทําใหการหาผลเฉลยของสมการมีความยุงยากเพิ่ม

มากขึ้น
4.8.3  หลักการคํานวณคาความหนาแนนของน้ํา

ในขั้นตอนการคํานวณคาอัตราการไหลของน้ํา (Q) ในแบบจําลองนี้ จําเปนตองทราบคา
ความเร็วของน้ํา ซ่ึงความเร็วของน้ํามีความสัมพันธกับแรงตานทานการไหลที่ไดจากแบบจําลอง
ความตานทานการไหลของน้ํา(Impedance Model) ความเร็วของน้ําถูกคํานวณในภาวะสมดุล ซ่ึงมี
ผลลัพธขึ้นอยูกับคาความคลองตัวจากแบบจําลองความตานทานการไหลของน้ํา และคาความชัน
ของพื้นที่ที่พิจารณาซึ่งไดจากแบบจําลองเสนระดับความสูง

ภาพประกอบ 4-13 แ

θ

θsinmg

θcosmg
 m

สดงแรงที่ก
ระทําตอน้ําไหลลงส
x

h

vs
N

R

ูที่ต่ํา
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ในภาพประกอบ 4-13 แสดงแรงที่กระทําตอน้ําที่มีความเร็ว sv โดยน้ํามีทิศทางการไหลตาม
แนวเอียงของพื้นผิว ซ่ึงมุมθ กับแนวระนาบ แรงกระทําตอน้ํามีทั้งหมด 3 แรง คือ แรงโนมถวงของ
โลก(mg) แรงปฏิกิริยาของพื้นผิว(N) และแรงตานทานการไหลของน้ํา(R)

เห็นไดวา ในแนวการไหลของน้ํา สามารถเขียนความสัมพันธของแรงกระทําไดดังนี้

maRmg =−θsin (4-61)

เมื่อ  a คือความเรงของน้ํา
และในแนวตั้งฉากกับการไหลของน้ํา   สามารถเขียนความสัมพันธของแรงกระทําไดดังนี้

0cos =− Nmg θ (4-62)

  4.8.3.1  แรงตานทานการไหลของน้ํา
น้ําเกิดการสูญเสียพลังงานเนื่องจากการกระทําของแรงตานทานการไหล ซ่ึงพลังงานที่สูญ

เสียถูกเปลี่ยนไปเปนพลังงานความรอน แรงตานทานการไหลถูกพิจารณาจากแบบจําลองความตาน
ทานการไหลของน้ํา( Impedance Model ) ซ่ึงองคประกอบที่มีผลตอขนาดและทิศทางของแรงตาน
ทานการไหลน้ํา มีดวยกัน 3 สวน คือ มวล ความเร็ว และคาความคลองตัว ซ่ึงสามารถเขียนในรูป
ของฟงกชันไดดังสมการ(4-61) และ(4-62)

( )σ,, SvmfR = (4-63)

( )σφ ,, SvmR =∠ (4-64)

เมื่อ  R    คือ ขนาดของแรงตานทานการไหล
        R∠   คือ ทิศทางของแรงตานทานการไหล
จากหลักการพื้นฐานในขอที่สองของการคํานวณอัตราการไหลของน้ํา ซ่ึงไดทําการ

ประมาณใหน้ําไหลในทิศทางที่มีความชันนอยที่สุดเพียงทิศทางเดียว ดังนั้น แรงตานทานการไหล
ของน้ํามีทิศทางตรงกันขามกับเสนทางการไหล จึงสามารถแสดงทิศทางของแรงตานทาน ซ่ึง
สัมพันธกับคาเกรเดียนตของฟงกชันความสูง ดังสมการ(4-63)

( ) ( )hvm ∇∠=σφ ,, (4-65)
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ขนาดของแรงตานทานการไหลของน้ํา R ในสมการ(4-61) สามารถคํานวณไดจากคา
ฟงกชันเชิงเสนของแรงตานทานการไหลของน้ําในแบบจําลองความตานทานการไหลของน้ํา(ดูหัว
ขอ 4.7.3.2 ) ดังนั้น ซ่ึงสามารถคํานวณขนาดของแรงตานทานการไหลของจากสมการ(4-66) ดังนี้

( )
σ
θ Svmg

R
cos

= (4-66)

4.8.3.2  ความเร็วในภาวะสมดุล
ในภาพประกอบ 4-13 เห็นไดวา เมื่อแทนขนาดของแรงตานทานการไหลจากสมการ(4-66) 

ลงในสมการ(4-61) ซ่ึงสามารถเขียนสมการใหมไดตามสมการ(4-67) ดังนี้

( )
ma

vmg
mg S =−

σ
θ

θ
cos

sin (4-67)

เมื่อพิจารณาใหน้ําอยูในภาวะสมดุล หมายถึง น้ําไหลดวยความเร็วคงที่ sv ซ่ึงทําให
ความเรงมีคาเทากับศูนย (a =0 ) ดังนั้น จากสมการ(4-67) จะสามารถเขียนสมการไดใหมดังนี้

( )
σ
θ

θ Svmg
mg

cos
sin = (4-68)

จากสมการ(4-68) สามารถหาคาความเร็วในภาวะสมดุลไดตามสมการ(4-69) ดังนี้

θσ
θ
θσ tan

cos
sin

==Sv (4-69)

4.8.3.3  ความเร็วในแนวระนาบ
ในแบบจําลองน้ําทวมนี้ ใชประโยชนของความเร็วน้ําที่เคลื่อนจากจุดหนึ่งไปยังอีกจุดหนึ่ง

ในแนวระนาบ เนื่องจากตองการแสดงคาผลลัพธบนแผนที่ ดังนั้น ในหัวขอนี้จึงไดทําการหาคา
ความเร็วของน้ําในแนวระนาบ

จากภาพประกอบ 4-13 เห็นไดวา ทิศทางของความเร็ว sv ทํามุมθ กับแนวระนาบ ซ่ึง
สามารถคํานวณคาความเร็วในแนวระนาบไดจากสมการ(4-70)ดังนี้

θcosSvv = (4-70)
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เมื่อ v  คือ ความเร็วของน้ําในแนวระนาบ
และเมื่อแทนคาความเร็ว sv จากสมการ(4-69) ลงในสมการ(4-70) ไดคา v อยูในเทอมของ

คาความคลองตัวและคาความชันดังสมการ(4-71)

  
θ

θσθθσ
2tan1

tancostan
+

==v (4-71)

ดังนั้น จากสมการ(4-71) สามารถคํานวณคาความเร็วในแนวระนาบได ก็ตอเมื่อทราบคา
ความคลองตัว(σ )และคาความชันของพื้นผิว(tanθ )

เห็นไดวา ในสมการ(4-65) สามารถคํานวณทิศทางของแรงตานทานการไหลไดจากทิศทาง
เกรเดียนตของฟงกชันความสูง h ซ่ึงทิศทางของแรงตานทานมีอยูในแนวเอียงของพื้นผิว ดังนั้น 
สามารถหาคาความชันของพื้นผิวไดจากขนาดของเกรเดียนตของฟงกชันความสูง( h∇ ) ตามสมการ   
(4-72) ดังนี้

h∇=θtan (4-72)

เมื่อนําคาความชันในสมการ(4-72) แทนลงในสมการ(4-71) จะสามารถหาคาความเร็วใน
แนวระนาบไดตามสมการ(4-73) ดังนี้

      
21 h

h
v

∇+

∇
=σ (4-73)

4.8.3.4  คาอัตราการไหลของน้ําในแนวระนาบ
ตามกฎทรงมวล( Law of Conservation of mass ) คาอัตราการไหลของน้ํามีคาขึ้นอยูกับ

ความเร็วของน้ําและความหนาแนนของน้ํา ซ่ึงสามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการไดดังนี้

  vQ ρ= (4-74)
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และเมื่อแทนคาความเร็วของน้ําในแนวระนาบจากสมการ(4-73)ลงในสมการ(4-74) 
สามารถคํานวณคาอัตราการไหลของน้ําไดดังสมการ(4-75)

      
21 h

h
Q

∇+

∇
=

ρσ (4-75)

4.9  แบบจําลองความลึก ( Depth Model )
แบบจําลองนี้เปนการคํานวณความลึกของระดับน้ําในทุกๆจุดบนพื้นที่ที่พิจารณา ซ่ึงการ

คํานวณใชคาผลลัพธของแบบจําลองตางๆ คือ คาความเขมน้ําฝน(R) ซ่ึงเปนผลลัพธจากแบบจําลอง
ปริมาณน้ําฝน คาพื้นที่รับน้ํา(C)และคาอนุพันธของพื้นที่รับน้ํา(L) ซ่ึงเปนผลลัพธจากแบบจําลอง
พื้นที่รับน้ํา รวมทั้งคาอัตราการไหลของน้ํา(Q)และความเร็วของน้ํา(v) ซ่ึงเปนผลลัพธจากแบบ
จําลองอัตราการไหลของน้ํา สวนผลลัพธของแบบจําลองความลึก คือ คาระดับความลึก(d) มีหนวย
เปนเมตร ซ่ึงสามารถแสดงความสัมพันธของแบบจําลองตางๆที่นํามาใชในการคํานวณได  ดังภาพ
ประกอบ 4-14    ดังนี้

แบบจําลอง
ปริมาณน้ําฝน

แบบจําลอง
พื้นที่รับน้ํา

แบบจําลอง
อัตราการไหลของน้ํา

แบบจําลองความลึกของระดับ

C LR v Q

ภาพประกอบ 4-14 แสดงความสัมพันธของแบบจําลองตางๆที่ใชในการ
คํานวณแบบจําลองความลึก
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ภาพประกอบ 4-15 แสดงลักษณะของฝนที่ตกลงบนพื้นที่รับน้ํา และแสดงลักษณะของน้ํา
ที่ไหลผานชองทางรับน้ํา ซ่ึงเห็นไดวา พื้นที่รับน้ํา(C) ซ่ึงมีชองทางรับน้ํา(w) โดยมีความเขมน้ําฝน
ตกลงสูพื้นที่รับน้ําดวยอัตราคงที่(R) และไหลออกจากพื้นที่รับน้ําทางชองทางรับน้ําดวยความเร็ว
ในแนวระนาบ(v) ดังนั้น ณ ชองทางรับน้ําจะมีคาความลึกของระดับน้ํา(d)

  4.9.1  การไหลของน้ําน้ําและคาอัตราการไหลของน้ํา
ในทางไฟฟาโดยทั่วๆไป กระแสไฟฟา I สามารถคํานวณไดจากการอินทิเกรตความหนา

แนนของกระแสไฟฟา J บนพื้นที่ A ดังนั้น เมื่อเปรียบเทียบใหกระแสไฟฟาเปนการไหลของน้ํา ซ่ึง
ใชสัญลักษณ I เชนเดียวกัน และใหความหนาแนนของกระแสไฟฟา J เทียบไดกับความหนาแนน
ของการไหลของน้ํา Q ซ่ึงสามารถกลาวไดวา ตัวแปร I คือ อัตราการไหลของมวลน้ําในแนวระนาบ
โดยมีหนวย คือ กิโลกรัมตอวินาที( kg/s ) ซ่ึงสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้

∫=
A

QdAI (4-76)

R

Ii = ρRC

v

d

w

∫=
mouth

LdsC

Io=Qwd

ภาพประกอบ 4-15 แสดงระดับความลึกของน้ําที่ไหลผานชองทางรับน้ํา
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จากกฎทรงมวลในสมการ(4-74) ในหัวขอ 4.8.3.4 เมื่อแทนคา v ดวยความเร็วของปริมาณ
น้ําฝน(R)ที่ตกลงในพื้นที่ที่พิจารณา ทําใหไดคาคาอัตราการไหลของน้ํา(Q)ที่ไหลลงสูพื้นที่เปนไป
ตามสมการ(4-77) ดังนี้
                                                                  RQ ρ= (4-77)

และจากภาพประกอบ 4-145 เมื่อนําคาอัตราการไหลของน้ําที่ไหลเขาสูพื้นที่จากสมการ   
(4-77) แทนลงในสมการ(4-76) โดยมี C เปนขนาดของพื้นที่ที่พิจารณา ดังนั้น ปริมาณของน้ําที่ไหล
ลงสูพื้นที่ที่พิจารณา(Iin) มีคาตามสมการ(4-78)ดังนี้

     RCI in ρ= (4-78)

ในทํานองเดียวกัน เมื่อพิจารณาปริมาณของน้ําที่ไหลออกจากพื้นที่ ซ่ึงไหลผานชองทางรับ
น้ําที่มีขนาดเทากับ ผลคูณระหวางความกวางของชองทางรับน้ํา(w) และคาระดับความลึกของน้ํา(d) 
ณ ชองทางรับน้ํา ดังนั้น จึงสามารถคํานวณปริมาณของน้ําที่ไหลออกจากพื้นที่รับน้ํา(Iout) ไดตามสม
การ(4-78) ดังนี้

QwdIout = (4-79)

4.9.2  การไหลของน้ําในสภาวะคงตัว
ในสภาวะคงตัว (steady state ) น้ําที่ไหลออกจากพื้นที่รับน้ํา ( I0ut ) มีคาเทากับน้ําที่ไหลเขา

สูพื้นที่รับน้ํา ( Iin  )
ดังนั้น น้ําที่ไหลเขาพื้นที่ที่พิจารณาจากสมการ(4-78) มีคาเทากับน้ําที่ไหลออกจากพื้นที่ที่

พิจารณา(4-79) ซ่ึงสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้

        QwdRC =ρ (4-80)

จากสมการ(4-80) เมื่อทําการหาอนุพันธของเทอม C และเทอม w โดยเทียบกับสวน
ประกอบเสนตรงเชิงอนุพันธขนาดเล็ก (ds)  ไดสมการดังตอไปนี้







=








ds
dCR

ds
dwdQ ρ  (4-81)
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จากสมการ(4-33) ซ่ึง 
ds
dw  มีคาเทากับ 1  และจากสมการ(4-35) เมื่อทําการหาอนุพันธของ

พื้นที่รับน้ํา C เทียบกับ ds จะมีคาเทากับ L ซ่ึงเปนคาอนุพันธของพื้นที่รับน้ําจากแบบจําลองพื้นที่
รับน้ํา ดังนั้น จากสมการ(4-81)สามารถเขียนสมการใหมไดดังนี้

      RLdQ ρ=  (4-82)

จากสมการ(4-82) สามารถคํานวณคาความลึกของระดับน้ําไดดังนี้

v
RL

Q
RLd ==

ρ (4-83)

ดังนั้น เมื่อตองการคํานวณคาระดับของความลึกที่สัมพันธกับความเขมน้ําฝน สามารถ
คํานวณไดตามสมการ(4-84) ดังนี้

     
v
L

Q
L

R
d

==
ρ (4-84)

ความสัมพันธระหวางความลึกของน้ําและปริมาณของน้ําในสมการ(4-84)  ในงานวิจัยนี้
เรียกวา คาความเสี่ยงของการเกิดอุทกภัย ซ่ึงเห็นไดวา ในบริเวณใดบริเวณหนึ่งของพื้นที่ที่พิจารณา 
เมื่อมีคา d/R สูงแสดงวา เมื่อปริมาณน้ําฝนนอยแตคาความลึกของน้ํามีคามาก ดังนั้น พื้นที่บริเวณ
นั้นจึงมีความเสี่ยงในการเกิดอุทกภัยสูง และในทางตรงกันขาม บริเวณใดที่มีคา d/R ต่ํา แสดงวา แม
วาปริมาณน้ําฝนสูงแตคาความลึกของน้ํามีคานอย ดังนั้น พื้นที่บริเวณนั้นจึงมีความเสี่ยงในการเกิด
อุทกภัยต่ํา
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