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บทท่ี 5

ผลเฉลยของสมการลาปลาซดวยระเบียบวิธีบาวดารี่เอลิเมนต

ในบทนี้กลาวถึง การหาผลเฉลยของสมการลาปลาซดวยวิธีการ Boundary Element 
Method ( BEM ) โดยอธิบายในรูปแบบของไฟฟา ซ่ึงเปรียบเทียบลักษณะของน้ํากับกระแสไฟฟา 
และเปรียบเทียบความสูง (h) ของพื้นผิวกับคาแรงดันไฟฟาที่จุดตางๆในพื้นที่   

ในการคํานวณคาแรงดันที่จุดใดๆภายในพื้นที่ที่พิจารณา ซ่ึงเปนผลเฉลยของสมการ        
ลาปลาซโดยวิธี BEM จําเปนตองทราบคาขอบเขตของพื้นที่ที่พิจารณา ดังนั้น จึงไดกําหนด      
พารามิเตอรที่ใชในการคํานวณหาผลเฉลยของสมการลาปลาซในภาพประกอบ 5-1 ดังนี้

ในภาพประกอบ 5-1 แสดงพารามิเตอรที่ใชในการคํานวณหาผลเฉลยของสมการลาปลาซ  
ซ่ึงไดกําหนดใหพารามิเตอรมีรายละเอียดดังตอไปนี้

S  เปนเซตที่ประกอบดวยจุดใดๆที่อยูบนเสนขอบเขตของพื้นที่ที่พิจารณา ซ่ึงจุดเหลานั้น
จะมีทิศทางตั้งฉากกับเสนสัมผัสของขอบเขตพื้นที่ และทิศทางดังกลาวอยูในแนวเดียวกับ           
เวคเตอร n

Jn

V(P∈S)

V(Q∈S)

V(P∉S)
∇ 2V  = 0

inside
σ

Boundary S

ภาพประกอบ 5-1 พารามิเตอรที่ใชในการคํานวณหาผลเฉลย
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เวคเตอร n   เปนเวคเตอรขนาดหนึ่งหนวยที่มีทิศทางตั้งฉากกับแนวเสนสัมผัสของขอบเขต
พื้นที่ที่พิจารณา

   J       เปนกระแสไฟฟาที่ไหลตัดกับเสนขอบเขตของพื้นที่ ณ จุด Q ใดๆ
V(P)   เปนแรงดันที่จุด P ซ่ึงจุด P อยูภายในพื้นที่และอยูบนเสนขอบเขตของพื้นที่ที่

พิจารณา
V(Q)  เปนแรงดันที่จุด Q ซ่ึงจุด Q อยูบนเสนขอบเขตของพื้นที่ที่พิจารณา
σ       เปนคาสภาพความนําไฟฟาภายในพื้นที่ที่พิจารณา

โดยทั่วๆไป การหาผลเฉลยของสมการลาปลาซดวยวิธี BEM มีดวยกัน 2 วิธี คือ การหาผล
เฉลยในเชิงวิเคราะห และการหาผลเฉลยในเชิงตัวเลข

5.1  ผลเฉลยสมการลาปลาซในเชิงวิเคราะห
จากภาพประกอบ 5-1 คาแรงดันไฟฟาที่จุดใดๆภายในพื้นที่ที่พิจารณา ซ่ึงครอบคลุมดวย      

สมการเชิงอนุพันธในรูปแบบสมการของลาปลาซ ดังนี้
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โดย  V  แทนแรงดันไฟฟาที่เปลี่ยนแปลงตามจุดพิกัดของ x และ y  ซ่ึงการหาผลเฉลยใน
เชิงวิเคราะหของสมการลาปลาซดวยวิธี BEM แสดงในสาการ (5-1) และ สมการ (5-2 ) ดังตอไปนี้

1. สมการของแรงดัน )( SPV ∉ ที่จุดใดๆภายในพื้นที่
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2. สมการของแรงดัน )( SPV ∈ ที่จุดใดๆบนเสนขอบของพื้นที่

( ) ( )∫ ∫ ⋅−=⋅
−

−
+∈

S S QQ ndsJQPnds
QP
QPQVSPV ln2σψσ (5-3)

โดยแตละเทอมของสมการ(5-2)และ(5-3) มีรายละเอียดดังนี้
)( SPV ∉  คือ แรงดันที่จุดใดๆภายในพื้นที่
)( SPV ∈   คือ แรงดันที่จุดใดๆบนเสนขอบเขต
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)(QV          คือ แรงดันที่จุดใดๆบนเสนขอบเขต
nJ ⋅       คือ กระแสที่มีทิศทางตั้งฉากกับเสนขอบเขต

นอกจากนั้น ในสมการ(5-3) คาของ ψ จะถูกกําหนดจากรูปรางของเสนขอบเขตที่   จุด P 
เชน

เมื่อจุด P อยูบนเสนขอบเขตที่มีลักษณะเปนเสนตรง ทําใหคา ψ มีคาเทากับ π
เมื่อจุด P อยูบนจุดรวมของเสนขอบเขตจํานวนสองเสน ทําใหคา ψ  มีคาเทากับคาของมุม

ภายในที่อยูระหวางเสนขอบเขตทั้งสอง

5.2  ผลเฉลยในเชิงตัวเลข
ในงานดานวิศวกรรมและวิทยาศาสตร การแกไขปญหาดวยระเบียงวิธีเชิงตัวเลขจะมีความ

สําคัญอยางมาก เพราะสามารถนําระเบียงวิธีเชิงตัวเลขไปใชในการคํานวณดวยคอมพิวเตอร เพื่อหา
ผลเฉลยโดยการประมาณสําหรับบางปญหา ดังนั้นจึงทําใหการคํานวณมีความรวดเร็วอยางมากเมื่อ
เปรียบเทียบกับวิธีทางคณิตศาสตรแบบเดิม

การหาผลเฉลยของสมการในเชิงวิเคราะหในสมการ(5-2)และ(5-3) มีความจําเปนตองการ
ทราบคาของฟงกชันของแรงดันบนเสนของเขต และตองทําการอินทิเกรตตามเสนขอบเขต ดังนั้น
การสรางฟงกชันของแรงดันบนเสนขอบเขตในเชิงวิเคราะหจึงทําไดยาก และถึงแมวาจะสามารถ
สรางฟงกชันแรงดันบนเสนขอบเขตได ก็ไมสามารถทําการอินทิเกรตแตละเทอมในสมการเชิง
วิเคราะหไดเชนเดียวกัน ดังนั้น จึงไดทําการหาผลเฉลยของสมการลาปลาซดวยวิธีเชิงตัวเลข โดย
การนําสมการ(5-2)และ  สมการ(5-3) มาทําการคํานวณในเชิงตัวเลขโดยมีรายละเอียดดังนี้

ขั้นตอนแรกของการคํานวณเริ่มตนดวยการแบงเสนขอบเขต ออกเปนสวนยอยๆ ซ่ึง
กําหนดให Sj เปนเสนขอบเขตยอยของเสนขอบเขต S แสดงในภาพประกอบ 5-2
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จากผลเฉลยเชิงวิเคราะหของสมการ(5-2)และ(5-3) สามารถแปลงเปนสมการเชิงตัวเลขได
ตามสมการ(5-4)และ(5-5)ตามลําดับ
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ในการคํานวณหาแรงดันภายในพื้นที่ )( SPV ∉ จะสามารถคํานวณไดจากสมการ(5-4) ก็
ตอเมื่อทราบคาของแรงดัน )(QV และกระแสบนเสนขอบเขต nJ ⋅  ซ่ึงในตอนแรกจะทราบเพียงคา
ของแรงดันบนเสนขอบเขต )(QV เพียงคาเดียว ดังนั้นจึงตองเริ่มจากการคํานวณหาคาของกระแส
บนขอบเขต nJ ⋅ ดวยสมการ(5-5)

ภาพประกอบ 5-2 แสดงการแบงขอบเขต S เปนขอบเขตยอย
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  5.2.1  การประมาณคาของแรงดันและกระแสบนเสนขอบเขต
กําหนดฟงกชันของแรงดันและกระแสในแตละขอบเขตยอย Sj   ใหเปนฟงกชันของตัว

แปร sซ่ึง s เปนระยะหางจากจุดกึ่งกลางของขอบเขตยอย Sj  โดยลักษณะการประมาณคาแรงดัน
และกระแสเปนดังนี้

การประมาณคาแรงดันบนเสนขอบเขตดวยฟงกชันเสนตรง ซ่ึงลักษณะฟงกชันจะเปนดังนี้

 j
j

j W
l
sVQV +≈)( (5-6)

การประมาณคากระแสที่ไหลตัดกับเสนขอบเขตดวยฟงกชันกําลังสาม ซ่ึงลักษณะฟงกชัน
เปนดังตอไปนี้
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(5-7)

โดยที่  Vj  , Wj  , Jj , Kj , Lj , Mj   เปนคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน
lj  เปนความยาวของ Sj
s  เปนระยะหางจากจุดกึ่งกลางของแตละขอบเขตยอย Sj  ซ่ึงคาของ s จะมี

คาอยูระหวาง  
22
jj l

s
l

≤≤−

จากการประมาณคาแรงดันและกระแสใหอยูในรูปของฟงกชัน s ในสมการ(5-6)และ(5-7) 
จะเห็นไดวาฟงกชันของแรงดันและกระแสในแตละขอบเขตยอยสามารถประมาณไดถูกตอง ก็ตอ
เมื่อคุณสมบัติของเสนขอบเขต S สอดคลองกับเงื่อนไขดังตอไปนี้

1) แรงดันและกระแสเปลี่ยนแปลงอยางตอเนื่องภายในขอบเขตยอย
2) เสนขอบเขตยอย Sj จะตองถูกแบงใหจํานวนมากพอที่จะทําใหขอบเขต S ไมผิดเพี้ยน

ในกรณีที่ตองการเพิ่มความแมนยําของการคํานวณคาแรงดันภายในพื้นที่ )( SPV ∉ เรา
สามารถทําไดโดยการแบงเสนขอบเขตยอย Sj ใหมีจํานวนเพิ่มมากขึ้นหรือทําการเปลี่ยนฟงกชัน

)(QV หรือฟงกชัน nJ ⋅ ซ่ึงเปนฟงกชันโพลิโนเมียลที่มีอันดับสูงขึ้น
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นําฟงกชันที่ไดจากการประมาณคาของแรงดันและกระแส จากสมการ(5-6) และ (5-7) ตาม
ลําดับ ไปแทนลงในสมการ(5-4) และ (5-5) จะไดสมการ(5-8) และ (5-9)
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จากสมการ(5-8) และ(5-9) เมื่อแปลงเปนสมการเวคเตอร จะไดดังสมการ(5-10) และ (5-11)    
ดังนี้
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เมื่อกําหนดให
jj WV ,         เปนสัมประสิทธิ์ในฟงกชันแรงดันที่อยูบนเสนขอบเขต
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jjjj MLKJ ,,,   เปนสัมประสิทธิ์ในฟงกชันกระแสที่อยูบนเสนขอบเขต
jjjjjj MLMJWV ~,~,~,~,~,~     เปนพจนตางๆที่แสดงลักษณะของเสนขอบเขตโดยคาเหลานี้

จะไมขึ้นอยูกับปริมาณของแรงดันหรือกระแส แตขึ้นอยูกับลักษณะของเสนขอบเขตและตําแหนง
ของ   จุด P ดังนี้
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(5-12)

∫ −⋅=
jS

Q
j

j dsQP
l
sL ln~

∫ −=
jS

Qj dsQPM ln~

5.2.2  กระแสบนเสนขอบเขต
ในแตละเสนขอบเขตยอย Sj ไดทําการประมาณคาของกระแสขอบเขตเปนไปตามสมการ 

(5-7) จะเห็นไดวา ฟงกชันกระแสที่ไหลตัดกับเสนขอบเขตเปนฟงกชันกําลังสาม ซ่ึงมีสัมประสิทธิ์
จํานวน 4 ตัว คือ jjjj MLKJ ,,, และเมื่อตองการคํานวณหาคาของกระแสบนเสนขอบเขตจําเปน
ตองแก สมการหาคาตัวแปรที่ไมสามารถคา 4 ตัวในแตละเสนขอบเขตยอย Sj ดังนั้นสมการ(5-9) จึง
เปนสมการแสดงความสัมพันธระหวางแรงดัน )( SPV ∈ และกระแส nJ ⋅ ซ่ึงคา )( SPV ∈ เปน
ตัวแปรที่ทราบคา หลังจากนั้นนําสมการนี้มาคํานวณคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันกระแสบนเสน
ขอบเขตยอย Sj โดยการแทนแทนคา )( SPV ∈ ที่ s มีคาเทากับ 
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เสนขอบเขตยอย Sj จึงสามารถสรางสมการเพื่อหาคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันกระแสบนเสน
ขอบเขตได 4 สมการดังนี้
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การสรางสมการเพื่อหาคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันกระแสบนเสนขอบเขต แสดงใหเห็นได
วา ในแตละเสนขอบเขตยอยสามารถสรางสมการได 4 สมการ และเมื่อสรางสมการในทุกๆเสน
ขอบเขตยอย Sj ซ่ึงมีจํานวน N เสน จะไดสมการทั้งหมด 4N สมการและสามารถแสดงในรูป
เมตริกซ(matrix)ไดดังนี้
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นั่นคือ
BJVAD =+ )(σ  (5-18)

สมการ(5-17)เปนสมการบาวดารี่เอลิเมนตที่สรางขึ้นเพื่อหากระแสบนเสนขอบเขต ซ่ึง
ประกอบดวยเทอมตางๆดังนี้

D   =  เมตริกซของคา ψ
A    =  เมตริกซที่แสดงลักษณะเสนขอบเขตของแรงดัน
B    =  เมตริกซที่แสดงลักษณะเสนขอบเขตของกระแส
V    =  เวคเตอรที่แสดงคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันแรงดันบนเสนขอบเขต
J    =  เวคเตอรที่แสดงคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันกระแสบนเสนขอบเขต
เห็นไดวา เมตริกซและเวคเตอรตางๆในสมการ(5-18) ถูกแบงออกเปนสวนยอยๆ ซ่ึง

สามารถแสดงไดดังตอไปนี้
เมตริกซ D ขนาด 4Nx2N แบงออกเปนเอลิเมนตเมตริกซของคา ψ (Dii) ขนาด 4x2 จํานวน 

NxN สวน โดยที่ i = 0 , 1 , 2 ,…,N-1
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เมตริกซ A  ขนาด 4Nx2N แบงออกเปนเอลิเมนตเมตริกซที่แสดงลักษณะเสนขอบเขตของ    
แรงดัน(Aii) ขนาด 4x2 จํานวน NxN สวน โดยที่ i = 0 , 1 , 2 ,…,N-1 และ j = 0 , 1 , 2 ,…,N-1
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เมตริกซ B  ขนาด 4Nx2N แบงออกเปนเอลิเมนตเมตริกซที่แสดงลักษณะเสนขอบเขตของ
กระแส(Bii) ขนาด 4x2 จํานวน NxN สวน โดยที่ i = 0 , 1 , 2 ,…,N-1 และ j = 0 , 1 , 2 ,…,N-1
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เมตริกซ V  ขนาด 2Nx1 แบงออกเปนเอลิเมนตเวคเตอรที่แสดงคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน
แรงดันบนเสนขอบเขตขนาด 2x1 จํานวน N สวน โดยที่ j = 0 , 1 , 2 ,…,N-1
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เมตริกซ J  ขนาด 4Nx1 แบงออกเปนเอลิเมนตเวคเตอรที่แสดงคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน
กระแสบนเสนขอบเขตขนาด 2x1 จํานวน N สวน โดยที่ j = 0 , 1 , 2 ,…,N-1
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จากสมการ(5-17) เห็นไดวาเวคเตอร  V  เปนตัวแปรที่ทราบคา ดังนั้น จะสามารถคํานวณ
หา เวคเตอร  J ไดตามสมการตอไปนี้

VADBJ )(1 += −σ (5-19)

เห็นไดวาการคํานวณเวคเตอร J ในสมการ(5-19)สามารถทําไดเมื่อทราบอินเวอสเมตริกซ 
B (B-1) ซ่ึงเมตริกซ B ตองไมเปนเมตริกซเอกพันธ(คาดีเทอมิเนนทของเมตริกซมีคาไมเทากัยศูนย)

ในกรณีที่เมตริกซ B เปนเมตริกซเอกพันธ ซ่ึงไมสามารถหาคาอินเวอสเมตริกซได จึงมี
ความ จําเปนที่จะตองสรางระบบสมการบาวดารี่ขึ้นใหม ซ่ึงระบบสมการบาวดารี่ถูกสรางขึ้นจาก
การใชคาแรงดัน )( SPV ∈  ที่ s = -0.5 , -0.25 , 0.0 , 0.25 ในแตละเสนขอบเขตยอย Sj ที่มีจํานวน 
N สวน ดังนั้นเมื่อตองการหาคาอินเวอสของเมตริกซ B จึงไดสรางระบบสมการที่ใชคาแรงดัน 
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)( SPV ∈  ที่ s = -0.5 , -0.3 , -0.1 , 0.1 , 0.3 ในแตละเสนขอบเขตยอย Sj  ซ่ึงจะทําใหระบบสมการ
เปน over-determined system

ดังนั้น จึงสามารถคํานวณเวคเตอร J ไดตามสมการ(5-20) ดังนี้

BJVAD =+ )(σ

JBBVADB TT =+ )(σ

VADBBBJ TT )()σ( 1 += − (5-20)

5.2.3  การคํานวณแรงดันภายในเสนขอบเขต
ในการคํานวณแรงดันภายในเสนขอบเขต )( SPV ∈ จําเปนตองใชคาสัมประสิทธิ์ของ

ฟงกชันแรงดันบนเสนขอบเขต และคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันกระแสบนเสนขอบเขต ซ่ึงฟงกชัน
แรงดันบนเสนขอบเขตสามารถสรางขึ้นไดจากคาแรงดันที่จุดตางๆของเสนขอบเขต และฟงกชัน
กระแสบนเสนขอบเขตสามารถสรางขึ้นไดจากคาสัมประสิทธิ์ที่ไดจากการคํานวณในหัวขอ 5.2.2  
ซ่ึงจะเห็นไดวา เมื่อแทนคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันทั้งสองลงในสมการ(5-8) จะสามารถคํานวณคา
แรงดันภายในเสนขอบเขต )( SPV ∈ ไดซ่ึงจะอยูในรูปเวคเตอรตามสมการ(5-10)

นั่นคือ
( ) bJaVSPV =+∉ σπσ2 (5-21)

สมการ(5-20) เปนสมการบาวดารี่ที่สรางขึ้น เพื่อหาแรงดันภายในเสนขอบเขต ซ่ึงประกอบ
ดวยเทอมตางๆดังนี้

V  =  เวคเตอรที่แสดงคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันแรงดันบนเสนขอบเขต
J  =  เวคเตอรที่แสดงคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันกระแสบนเสนขอบเขต
a  =  เวคเตอรที่แสดงลักษณะตําแหนงที่ตั้งของแรงดันภายในเสนขอบเขต )( SPV ∉ เทียบ

กับตําแหนงที่ตั้งแรงดันบนเสนขอบเขต )( SPV ∈

b  =  เวคเตอรที่แสดงลักษณะตําแหนงที่ตั้งของแรงดันภายในเสนขอบเขต )( SPV ∉ เทียบ
กับตําแหนงที่ตั้งกระแสบนเสนขอบเขต nJ ⋅

จะเห็นไดวา เวคเตอร  a และเวคเตอร b ในสมการ(5-21) ถูกแบงออกเปนสวน
ยอยๆ ซ่ึงสามารถแสดงไดดังตอไปนี้

เวคเตอร a  ขนาด 1x2N แบงออกเปนเอลิเมนต aj ขนาด 1x2 จํานวน N สวน จะได
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        aj   = [ ]jj WV ~~

เวคเตอร a  ขนาด 1x2N แบงออกเปนเอลิเมนต aj ขนาด 1x2 จํานวน N สวน จะได

  bj   = [ ]jjjj MLKJ ~~~~

จากสมการ(5-21) สามารถคํานวณคาแรงดันภายในขอบเขต )( SPV ∉ ตามสมการตอไปนี้

( )bJaVσ
πσ

SPV +−=∉
2

1)( (5-22)
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5.2.4  กระบวนการคํานวณคาแรงดันภายในเสนขอบเขต

จา
ซ่ึงมี ขั้นตอ

ขั้น
และนําคาส

ขั้น
S แลวนําค

คํานวณ
ฟงกชันแ
ขอมูลแรงดันบนเสน
ขอบเขต S
กภาพประกอบ 5-3  แสดงถึงขั้นตอนการคํา
นดังนี้
ตอนที่หนึ่ง เปนการประมาณคาแรงดันบนเส
ัมประสิทธิ์ของฟงกชันมาจัดใหอยูในรูปของ
ตอนที่สอง เปนการคํานวณคา jjj JWV ~,~,~

าที่ไดแทนลงในเมตริกซ D A และ B

คาสัมประสิทธิ์ของ
รงดันบนเสนขอบเขต

คํานวณคาตา
ในเมตริกซ

ฟ

คํานวณคาแรงดันภายในเสนขอบเขต

ภาพประกอบ 5-3 กระบวนการคํานวณคาแ

( )SPV ∈

V

V J
จุดพิกัดตางๆของเสน
ขอบเขต S
งๆเพื่อแทนลง
 D A และ B

คํานวณคาตางๆเพื่อแทน
ลงในเมตริกซ a และ b

P∉S
คํานวณคาสัมประสิทธิ์ของ
งกชันกระแสบนเสนขอบเขต
นวณคาแรงดันภ

นขอบเขต (PV
เวคเตอร

jjj MLM ~,~,~,  โ

ขอบเขต V(P ∉

รงดันภายในเสน
    a           b
ายในขอบเขต  ( )SPV ∉

)S∈  ดวยฟงกชันเสนตรง

ดยใชพิกัดของเสนขอบเขต

S)

ขอบเขต V(P ∉S)
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ขั้นตอนที่สาม เปนการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันกระแส J.n บนเสนขอบเขต โดย
การแทนเวคเตอร V ที่ไดจากขั้นตอนที่สอง และแทนคาของเมตริกซ D A และ B ที่ไดจากขั้นตอนที่
สาม ลงในสมการ (5-19) ซ่ึงทําใหทราบคากระแสบนเสนขอบเขต

ขั้นตอนที่ ส่ี เปนการกําหนดจุดพิกัดภายในเสนขอบเขตที่ตองการทราบคาแรงดัน
( )SPV ∉

ขั้นตอนที่หา เปนการคํานวณคา jjjjjj MLMJWV ~,~,~,~,~,~  จากสมการ (5-12) โดยใชพิกัด
ตําแหนงของเสนขอบเขต และพิกัดตําแหนงของจุด P ที่ตองการทราบคาแรงดัน ( )SPV ∉

ขนตอนที่หก เปนการคํานวณคาแรงดันภายในเสนขอบเขต โดยการเวคเตอร V  J.n a และ
b ลงในสมการ(5-22)

และเมื่อตองการคํานวณคาแรงดันภายในเสนขอบเขต ( )SPV ∉ ที่จุดอื่นๆ สามารถทําได
โดยการเริ่มจากขั้นตอนที่ส่ีถึงขั้นตอนที่หก โดยไมตองทําการคํานวณซ้ําในขั้นตอนที่หนึ่งถึงสาม
เนื่องจากในขั้นตอนที่หนึ่งถึงขั้นตอนที่สาม เปนการคํานวณหาเวคเตอร V และ J  ซ่ึงเปนคาคงที่
ตามเสนขอบเขตนั้นๆ ซ่ึงไมเปลี่ยนแปลงตามพิกัดของจุด P ที่ตองการคํานวณหาคาแรงดัน

5.2.5  การคํานวณคาอนุพันธอันดับท่ีหนึ่งของแรงดันภายในเสนขอบเขต
คาอนุพันธอันดับที่หนึ่งของแรงดันภายในขอบเขต ( )SPVP ∉∇  สามารถหาไดจากการ

อนุพันธสมการ(5-4)เทียบกับจุด P ซ่ึงเปนจุดที่ตองการทราบคาอนุพันธ  ในสวนของเทอมที่ไมเปน
ฟงกชันของจุด P จะกําหนดใหเปนคาคงที่ ดังนั้น จะแสดงเทอมที่ทําการอนุพันธในสมการ(5-23) 
ดังตอไปนี้

 ( )[ ] ( ) [ ]∑ ∑ ∫∫
= =

⋅−∇=











⋅

−

−
∇+∉∇

N

j

N

j S
QP

S
QPP

jj

ndsJQPdsn
QP
QPQVSPV

1 1
2 ln2 σπσ

(5-23)

ขั้นตอนของการหาคาอนุพันธแตละเทอมจะกลาวในภาคผนวก  ซ่ึงจะไดผลลัพธของ
การอนุพันธตามสมการ(5-24) ดังตอไปนี้
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( )[ ] ( ) ( ) ( )∑ ∫
= 
















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



−
−

⋅−
−

−
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N

j S
QP
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dsQP
QP
nQPn
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QVSPV

1
22 212 σπσ

                                                       =   ∑ ∫
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⋅












−

−N

j S
Q

j

ndsJ
QP
QP

1
2      (5-24)

นําฟงกชันที่ไดจากการประมาณคาของแรงดันและกระแส จากสมการ(5-6) และ(5-7) ตาม
ลําดับ ไปแทนลงในสมการ(5-24) จะไดสมการ(5-25)

( )[ ] ( ) ( )∑ ∫
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





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


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
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−
−

⋅−
−

−









++∉∇

N

j S
Qj

j
jP

j

dsQP
QP
nQPn

QP
W

l
sVSPV

1
22 212 σπσ
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



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
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



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









−
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j S
Qj

j
j

j
j

j
j

j

dsM
l
sL

l
sK

l
sJ

QP
QP

1

23

2          (5-25)

จากสมการ(5-25) เมื่อแปลงเปนสมการเวคเตอร จะไดดังสมการ(5-26) ดังนี้

[ ] [ ] [ ]































∗
∗

∗
∗

∗∗∗∗=

























∗
∗

∗
∗

∗∗∗∗+∉∇

j

j

j

j

jjjj
j

j
jjP

M
L
K
J

KLKJ
W
V

WVSPV '''''' ~~~~~~)(2 σπσ
   (526)

เมื่อกําหนดให
 jj WV ,         เปนสัมประสิทธิ์ในฟงกชันแรงดันที่อยูบนเสนขอบเขต

jjjj MLKJ ,,,  เปนสัมประสิทธิ์ในฟงกชันกระแสที่อยูบนเสนขอบเขต
'''''' ~,~,~,~,~,~ jjjjjj MLMJWV  เปนพจนตางๆที่แสดงลักษณะของเสนขอบเขตโดยคา

เหลานี้จะไมขึ้นอยูกับปริมาณของแรงดันหรือกระแส แตขึ้นอยูกับลักษณะของเสนขอบเขตและ
ตําแหนงของจุด P ดังนี้
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จากสมการ(5-26) เมื่อแปลงเปนสมการเวคเตอร จะไดดังสมการ(5-28) ดังนี้

[ ] JbaSP ''σ)(vσ2 P =+∉∇π (5-28)

สมการ(5-28) เปนสมการบาวดารี่ที่สรางขึ้น เพื่อหาคาอนุพันธอันดับที่สองของแรงดันภาย
ในเสนขอบเขต ซ่ึงประกอบดวยเทอมตางๆดังนี้

V  =  เวคเตอรที่แสดงคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันแรงดันบนเสนขอบเขต
J  =  เวคเตอรที่แสดงคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันกระแสบนเสนขอบเขต
a' =  เวคเตอรที่แสดงลักษณะตําแหนงที่ตั้งของแรงดันภายในเสนขอบเขต )( SPV ∉ เทียบ

กับตําแหนงที่ตั้งแรงดันบนเสนขอบเขต )( SPV ∈

b’ =  เวคเตอรที่แสดงลักษณะตําแหนงที่ตั้งของแรงดันภายในเสนขอบเขต )( SPV ∉ เทียบ
กับตําแหนงที่ตั้งกระแสบนเสนขอบเขต nJ ⋅

จะเห็นไดวา เวคเตอร  a'  และเวคเตอร  b'  ในสมการ(5-28) ถูกแบงออกเปนสวนยอยๆ ซ่ึง
สามารถแสดงไดดังตอไปนี้

เวคเตอร a' ขนาด 1x2N แบงออกเปนเอลิเมนต  a’j ขนาด 1x2 จํานวน N สวน จะได

        a’j   = [ ]'' ~~
jj WV

เวคเตอร b’j ขนาด 1x2N แบงออกเปนเอลิเมนต b’j ขนาด 1x2 จํานวน N สวน จะได
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  b’j   = [ ]'''' ~~~~
jjjj MLKJ

จากสมการ(5-28) สามารถคํานวณคาแรงดันภายในขอบเขต ( )SPVP ∉∇ ตามสมการตอ
ไปนี้

( )JbVaSPVP ''
2
1)( +−=∉∇ σ
πσ

(5-29)

5.2.6  การคํานวณคาอนุพันธอันดับท่ีสองของแรงดันภายในเสนขอบเขต
คาอนุพันธอันดับที่สองของแรงดันภายในขอบเขต ( )[ ]SPVPP ∉∇∇  สามารถหาไดจาก

การอนุพันธสมการ(5-24)เทียบกับจุด P ซ่ึงเปนจุดที่ตองการทราบคาอนุพันธ  ในสวนของเทอมที่
ไมเปนฟงกชันของจุด P จะกําหนดใหเปนคาคงที่ ดังนั้น จะแสดงเทอมที่ทําการอนุพันธในสมการ 
(5-30) ดังตอไปนี้
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ขั้นตอนของการหาคาอนุพันธแตละเทอมจะกลาวในภาคผนวก  ซ่ึงจะไดผลลัพธของการ
อนุพันธตามสมการ(5-31) ดังตอไปนี้
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นําฟงกชันที่ไดจากการประมาณคาของแรงดันและกระแส จากสมการ(5-6) และ(5-7) ตาม
ลําดับ ไปแทนลงในสมการ(5-31) จะไดสมการ(5-32)
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2 21        (5-32)

จากสมการ(5-32) เมื่อแปลงเปนสมการเวคเตอร จะไดดังสมการ(5-33) ดังนี้
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 (5-33)

เมื่อกําหนดให
 jj WV ,  เปนสัมประสิทธิ์ในฟงกชันแรงดันที่อยูบนเสนขอบเขต

jjjj MLKJ ,,,   เปนสัมประสิทธิ์ในฟงกชันกระแสที่อยูบนเสนขอบเขต
"""""" ~,~,~,~,~,~ jjjjjj MLMJWV เปนพจนตางๆที่แสดงลักษณะของเสนขอบเขตโดยคา

เหลานี้จะไมขึ้นอยูกับปริมาณของแรงดันหรือกระแส แตขึ้นอยูกับลักษณะของเสนขอบเขตและ
ตําแหนงของจุด P ดังนี้
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จากสมการ(5-33) เมื่อแปลงเปนสมการเวคเตอร จะไดดังสมการ(5-35) ดังนี้

[ ]( ) JbVaSP "")(vσ2 PP =+∉∇∇ σπ (5-35)

สมการ(5-35) เปนสมการบาวดารี่ที่สรางขึ้น เพื่อหาแรงดันภายในเสนขอบเขต ซ่ึงประกอบ
ดวยเทอมตางๆดังนี้

V  =  เวคเตอรที่แสดงคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันแรงดันบนเสนขอบเขต
J  =  เวคเตอรที่แสดงคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันกระแสบนเสนขอบเขต
a"  =   เวคเตอรที่แสดงลักษณะตําแหนงที่ตั้งของแรงดันภายในเสนขอบเขต )( SPV ∉

เทียบกับตําแหนงที่ตั้งแรงดันบนเสนขอบเขต )( SPV ∈

b”  =  เวคเตอรที่แสดงลักษณะตําแหนงที่ตั้งของแรงดันภายในเสนขอบเขต )( SPV ∉

เทียบกับตําแหนงที่ตั้งกระแสบนเสนขอบเขต nJ ⋅

จะเห็นไดวา เวคเตอร  a"   และเวคเตอร  b”  ในสมการ(5-34) ถูกแบงออกเปนสวนยอยๆ 
ซ่ึงสามารถแสดงไดดังตอไปนี้

เวคเตอร a" ขนาด 1x2N แบงออกเปนเอลิเมนต  a”j ขนาด 1x2 จํานวน N สวน จะได

[ ]""" ~~
jjj WVa =
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เวคเตอร b’j ขนาด 1x2N แบงออกเปนเอลิเมนต b’j ขนาด 1x2 จํานวน N สวน จะได

[ ]""""" ~~~~
jjjjj MLKJb =

จากสมการ(5-35) สามารถคํานวณคาแรงดันภายในขอบเขต ( )[ ]SPVPP ∉∇∇    ตามสม
การตอไปนี้

( )JbVaSPVP ""
2
1)( +−=∉∇ σ
πσ

(5-36)

ในบทนี้ไดแสดงการแปลงผลเฉลยของสมการลาปลาซในเชิงวิเคราะหใหอยูในเชิงตัวเลข
ซ่ึงไดแสดงวิธีการคํานวณกระแสไฟฟาที่ไหลตัดผานเสนขอบเขต และแรงดันไฟฟาบนพื้นที่ที่อยู
ภายในเสนขอบเขต รวมทั้งคาอนุพันธอันดับที่หนึ่งและอันดับที่สองของแรงดันไฟฟา ดังนั้น
สามารถคํานวณคาความสูงที่จุดตางๆในพื้นที่ที่พิจารณา เพื่อใชในแบบจําลองระดับความสูง และ
คาอนุพันธตางๆ เพื่อใชในแบบจําลองเสนทางการไหลของน้ํา เนื่องจากไดเปรียบเทียบการไหลของ
น้ําเปนการไหลของกระแสไฟฟาตัดกับเสนขอบเขต และเปรียบเทียบคาความสูงภายในพื้นที่
พิจารณาเปนคาแรงดันไฟฟาที่จุดตางๆภายในเสนขอบเขต
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