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บทที่ 3
 ตัวดําเนินการโคสแตนทสําหรับโคเชียนของพีชคณิต so(6)/(so(4)× so(2))

กอนที่จะสรางตัวดําเนินการโคสแตนทบนปริภูมิโคเชียนของพีชคณิต so(6) /(so(4)× so(2)) จําเปนที่จะตองทราบตัว

ดําเนินการและตัวแทนปริภูมิเวกเตอรสถานะของ so(6) /(so(4)× so(2)) พีชคณิต so(6) ประกอบดวยตัวดําเนินการหมุน
ระนาบที่จะมีไดทั้งหมดที่ทําใหขนาดของเวกเตอรตําแหนงในปริภูมิของจํานวนจริง 6 มิติไมเปลี่ยน
แปลง

                     2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6x x x x x x x x x x x x′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + = + + + + +                (3-1)

จากเมทริกซคารตังของพีชคณิต so(6)

                                            
2 1 1

A 1 2 0
1 0 2

− − 
 = − 
 − 

                                         (3-2)

รากมูลฐานในฐานหลักโอเมกาอานไดจากแตละแถวของเมทริกซ

                                            1 1 2 3 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 e eα ω ω ω= − − = −
r

                                            2 1 2 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ2 e eα ω ω= − + = −
r

                                         (3-3)

                                            3 1 3 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ2 e eα ω ω= − + = +
r

คอลัมนสุดทายแสดงรากมูลฐานในฐานหลักออรธอนอรมอล ความสัมพันธระหวางรากมูลฐานเปนตามแผนภาพดินกินดังน้ี

นอกจากรากมูลฐานทั้งสามแลว ยังมีรากที่ไดจากการรวมกันของรากมูลฐานดังน้ี

                                            4 1 2 1 3ˆ ˆe eα α α= + = −
r r r

                                            5 1 3 1 3ˆ ˆe eα α α= + = +
r r r

1 1 2ˆ ˆe eα = −
r

3 2 3ˆ ˆe eα = +
r

2 2 3ˆ ˆe eα = −
r
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                                            6 1 2 3 1 2ˆ ˆe eα α α α= + + = +
r r r r

           (3-4)

ความสัมพันธระหวางฐานหลักโอเมกาและฐานหลักออรธอนอรมอลเปนตามนี้

                                                  1 1ˆ êω =                                                            (3-5)

                                 2 1 2 3
1ˆ ˆ ˆ ˆ(e e e )
2

ω = + −                                         (3-6)

                                 3 1 2 3
1ˆ ˆ ˆ ˆ(e e e )
2

ω = + +                                        (3-7)

สมมุติให Λ  เปนตัวแทนปริภูมิเวกเตอรสถานะของ so(6) เมื่อตัวดําเนินการคารตัง 
1 1 2 2 3 3ˆ ˆ ˆH H H Hω ω ω= + +

r  กระทําตอ Λ  จะใหผลดังนี้

                                             1 2 3H (a ,a ,a )Λ Λ=
r

เรียก 1,2,3a  วาเลขกําหนดของดินกินซึ่งเปนจํานวนเต็มที่มากกวาหรือเทากับศูนย
นํา 1a  คูณกับสมการ (3-5) จะได

                                                        1 1 1 1ˆ ˆa a eω =                                                 (3-8)

นํา 2a  คูณกับสมการ (3-6) จะได

                               2
2 2 1 2 3

aˆ ˆ ˆ ˆa (e e e )
2

ω = + −                                       (3-9)

นํา 3a  คูณกับสมการ (3-7) จะได

                               3
3 3 1 2 3

aˆ ˆ ˆ ˆa (e e e )
2

ω = + +                                       (3-10)

จากผลรวมของสมการ (3-8) (3-9) และ (3-10) จะไดความสัมพันธของตัวแทนปริภูมิเวกเตอรสถานะใน
ฐานหลักโอเมกากับฐานหลักออรธอนอรมัล ดังนี้

                   1 2 3 1 2 3 2 3 2 3

basis
orthonormal basis

1 1 1(a ,a ,a ) (a (a a ), (a a ), ( a a ))
2 2 2

ω−

≡ + + + − +1 4 2 43 1 4 4 4 4 4 4 4 2 4 4 4 4 4 4 43
          (3-11)

เทอมดานขวาของสมการ (3-11) ในฐานหลักออรธอนอรมอลจะได
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†
1(1,0,0) r 0:

†
2( 1,1,1) r 0− :

†
3(0,1, 1) r 0− :†

3(0, 1,1) r 0− :

†
2(1, 1, 1) r 0− − :

†
1( 1,0,0) r 0− :

                                1 1 2 3
1b a (a a )
2

= + +

                                2 2 3
1b (a a )
2

= +

                                3 2 3
1b ( a a )
2

= − +                                (3-12)

สมการ (3-12) ใหตัวดําเนินการคารตังในฐานหลักออรธอนอรมอล 1 1 2 2 3 3ˆ ˆ ˆh h e h e h e= + +  ในเทอมของ
ตัวดําเนินการคารตังในฐานหลักโอเมกา Hr  ดังนี้

                                            1 1 2 3
1h H (H H )
2

= + +                                       (3-13)

                                               2 2 3
1h (H H )
2

= +                                           (3-14)

                                              3 2 3
1h ( H H )
2

= − +                                          (3-15)

ในทางกลับกัน

                                               1 1 2H h h= −                                                   (3-16)

                                               2 2 3H h h= −                                                  (3-17)

                                               3 2 3H h h= +                                                  (3-18)

เพ่ือสรางตัวดําเนินการหมุนของ so(6) กําหนดใหตัวออสซิลเลเตอร † †
i ir , r  และ † †

j js , s  โดยที่ i 1,2,3=  และ 
j 1,2,3,4=  กระทําตอสถานะสุญญากาศสอดคลองกับเวกเตอรในตัวแทนปริภูมิ (1,0,0) , (0,1,0)  และ (0,0,1)  ดังภาพประกอบ 
3.1 , 3.2  และ 3.3  ตามลําดับ
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ภาพประกอบ 3.1 แสดงเวกเตอรของตัวแทนปริภูมิเวกเตอร (1,0,0)

ภาพประกอบ 3.2 แสดงเวกเตอรของตัวแทนปริภูมิเวกเตอร (0,1,0)

ภาพประกอบ 3.3 แสดงเวกเตอรของตัวแทนปริภูมิเวกเตอร (0,0,1)

3.1  ตัวดําเนินการของพีชคณิต so(6)

พีชคณิต so(6) ประกอบไปดวยตัวดําเนินการหมุนทั้งหมด 15  ตัว ตัวดําเนินการ ลด
ระดับสถานะและเพิ่มระดับสถานะสําหรับรากทั้งหมดอานจากแผนภาพ 3.1 , 3.2  และ 3.3  เปนตามนี้

1) † † † †
1 2 1 3 2 1 2 2 3T r r s s r r s s− = + + +

2) † † † †
1 1 2 2 3 2 1 3 2T r r s s r r s s+ = + + +

3) † † † †
2 3 2 2 1 2 3 1 2T r r s s r r s s− = + + +

4) † † † †
2 2 3 1 2 3 2 2 1T r r s s r r s s+ = + + +

 5) † † † †
3 3 2 4 3 2 3 3 4T r r s s r r s s− = + + +

†
1(0,1,0) s 0:

†
2(1, 1,0) s 0− :

†
3( 1,0,1) s 0− :

†
4(0,0, 1) s 0− :

†
4(0,0,1) s 0:

†
3(1,0, 1) s 0− :

†
3( 1,1,0) s 0− :

†
1(0, 1,0) s 0− :
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6) † † † †
3 2 3 3 4 3 2 4 3T r r s s r r s s+ = + + +

7) † † † †
4 3 1 3 1 1 3 1 3T r r s s r r s s− = − − +

8) † † † †
4 1 3 1 3 3 1 3 1T r r s s r r s s+ = − − +

9) † † † †
5 3 1 4 2 1 3 2 4T r r s s r r s s− = + − −

                       10) † † † †
5 1 3 2 4 3 1 4 2T r r s s r r s s+ = + − −

                                                    11) † † † †
6 1 2 4 1 2 1 1 4T r r s s r r s s− = − + − +

                                               12) † † † †
6 2 1 1 4 1 2 4 1T r r s s r r s s+ = − + − +                                 (3-19)

สําหรับตัวดําเนินการพีชคณิตคารตังยอยนิยามจากคอมมิวเตเตอรดังน้ี

† † † † † † † †
1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2H T ,T r r r r s s s s r r r r s s s s+ − ≡ = − + − + − + − 

† † † † † † † †
2 2 2 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 2 2 2 2 1 1H T ,T r r r r s s s s r r r r s s s s+ − ≡ = − + − + − + − 

                  † † † † † † † †
3 3 3 2 2 3 3 3 3 4 4 3 3 2 2 4 4 3 3H T ,T r r r r s s s s r r r r s s s s+ − ≡ = − + − + − + −           (3-20)

คอมมิวเตเตอรระหวาง 1 1 2 2 3 3ˆ ˆ ˆH H H Hω ω ω= + +
r  กับตัวดําเนินการเพิ่มและลดสถานะใหผลเปน

ดังนี้

                                  1) 1 1 2 3 1 1 1ˆ ˆ ˆH,T (2 )T Tω ω ω α± ± ±  = ± − − = ± 
r r

                                 2) 2 1 2 2 2 2ˆ ˆH,T ( 2 )T Tω ω α± ± ±  = ± − + = ± 
r r

                        3) 3 1 3 3 3 3ˆ ˆH,T ( 2 )T Tω ω α± ± ±  = ± − + = ± 
r r

 

                       4) 4 1 2 3 4 1 2 4ˆ ˆ ˆH,T ( )T ( )Tω ω ω α α± ± ±  = ± + − = ± + 
r r r

                              5) 5 1 2 3 5 1 3 5ˆ ˆ ˆH,T ( )T ( )Tω ω ω α α± ± ±  = ± − + = ± + 
r r r
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                                 6) 6 2 3 6 1 2 3 6ˆ ˆH,T ( )T ( )Tω ω α α α± ± ±  = ± + = ± + + 

r r r r

คอมมิวเตเตอรของตัวดําเนินการที่ไมเทากับศูนยที่เหลือทั้งหมดมีดังนี้
  

          4 4 1 2 1 3T ,T H H h h+ −  = + = −                    5 5 1 3 1 3T ,T H H h h+ −  = + = + 

          6 6 1 2 3 1 2T ,T H H H h h+ −  = + + = + 

           1 2 4T ,T T± ± ±  = ±                                         1 3 5T ,T T± ± ±  = ± 

           1 5 3T ,T T±  = 
m mm                                        2 4 1T ,T T±  = ± 

m m

           2 5 6T ,T T± ± ±  = ±                                         1 4 2T ,T T±  = 
m mm

           2 6 5T ,T T±  = 
m mm                                        3 5 1T ,T T±  = ± 

m m

           4 6 3T ,T T±  = ± 
m m                                        5 6 2T ,T T±  = ± 

m m                   (3-21)

3.2 แกมมาเมทริกซของปริภูมิโคเชียนของพีชคณิต so(6)/(so(4)× so(2))

ในการสรางตัวดําเนินการโคสแตนทบนปริภูมิโคเชียน 8 มิติ ใชแกมมาเมทริกซ  8 ตัว ซึ่งสราง
ขึ้นจากเมทริกซของเพาลีและเมทริกซเอกลักษณขนาด 2× 2 ดังน้ี

                     1 1 1 1 1γ σ σ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗               2 1 1 1 2γ σ σ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗

                     3 1 1 1 3γ σ σ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗               4 1 1 2 1γ σ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗
%

                     5 1 1 3 1γ σ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗
%

               6 1 2 1 1γ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗
% %

                     7 1 3 1 1γ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗
% %

                 8 2 1 1 1γ σ= ⊗ ⊗ ⊗
% % %

เพื่อใชกับตัวดําเนินการเพิ่มและลดระดับสถานะ แกมมาเมทริกซนิยามใหมเปนดังนี้
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       2 1 2 1 1 1( i )γ γ γ σ σ σ σ± ±= ± = ⊗ ⊗ ⊗

       3 3 4 1 1 3 1 1 3
1 1( i ) ( 1) ( 1)
2 2

γ γ γ σ σ σ σ σ σ σ σ± + −    = ± = ⊗ ⊗ ⊗ ± + ⊗ ⊗ ⊗        
m

% %

       4 5 6 1 3 1 3
1 1( i ) ( 1) 1 ( 1) 1
2 2

γ γ γ σ σ σ σ σ σ± + −    = ± = ⊗ ⊗ ± ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗        
m

% % % %

       5 7 8 3 3
1 1( i ) ( 1) 1 1 ( 1) 1 1
2 2

γ γ γ σ σ σ σ± + −    = ± = ⊗ ± ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗        
m

% % % % % %
    (3-22)

คอมมิวเตเตอรระหวางคูของแกมมาเมทริกซใหผลตามนี้

           1) 2 2 3, 1 1 1γ γ σ+ −  = ⊗ ⊗ ⊗  % % %
                      2) 3 3 3 3, 1 1γ γ σ σ+ −  = ⊗ ⊗ ⊗  % %

           3) 4 4 3 3, 1 1γ γ σ σ+ −  = ⊗ ⊗ ⊗  % %
                   4) 5 5 3 3, 1 1γ γ σ σ+ −  = ⊗ ⊗ ⊗  % %

      (3-23)

เมื่อ 1 2 3, , ,σ σ σ σ +  และ σ −  กระทําตอสถานะของสปนใหผลเปน

σ ± = ±1 m , iσ ± = ±2 m , 3σ ± = ± ± ,

                                       σ + − = + , σ − + = −                                      (3-24)

3.3  ตัวดําเนินการโคสแตนทสําหรับพีชคณิต so(6)/(so(4)× so(2))

ตัวดําเนินการหมุนของพีชคณิต so(6) 15  ตัว ตามที่แสดงไวในสมการ (3-19) และสมการ
(3-20) ประกอบดวยสวนตางๆดังนี้

      1.  ตัวเนินการหมุนของพีชคณิต so(4) ประกอบดวยตัวดําเนินการ 6 ตัว ไดแก

                          1) † † † †
1 2 1 3 2 1 2 2 3T r r s s r r s s− = + + +

                           2) † † † †
1 1 2 2 3 2 1 3 2T r r s s r r s s+ = + + +
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                          3) † † † †
6 1 2 4 1 2 1 1 4T r r s s r r s s− = − + − +

                          4) † † † †
6 2 1 1 4 1 2 4 1T r r s s r r s s+ = − + − +

                           5) † † † † † † † †
1 1 1 2 2 2 2 3 3 2 2 1 1 3 3 2 2H r r r r s s s s r r r r s s s s= − + − + − + −

                          6) 6 1 2 3H H H H= + +                                                              (3-25)

        2.  ตัวเนินการหมุนของพีชคณิต so(2) มี 1 ตัว คือ

                                             3 2 3
1h ( H H )
2

= − +                             (3-26)

        3.  ตัวเนินการหมุนของโคเชียน so(6)/(so(4)× so(2)) มี 8 ตัวดังนี้

1) † † † †
2 3 2 2 1 2 3 1 2T r r s s r r s s− = + + +

2) † † † †
2 2 3 1 2 3 2 2 1T r r s s r r s s+ = + + +

 3) † † † †
3 3 2 4 3 2 3 3 4T r r s s r r s s− = + + +

4) † † † †
3 2 3 3 4 3 2 4 3T r r s s r r s s+ = + + +

5) † † † †
4 3 1 3 1 1 3 1 3T r r s s r r s s− = − − +

6) † † † †
4 1 3 1 3 3 1 3 1T r r s s r r s s+ = − − +

7) † † † †
5 3 1 4 2 1 3 2 4T r r s s r r s s− = + − −

                          8) † † † †
5 1 3 2 4 3 1 4 2T r r s s r r s s+ = + − −                                   (3-27)

ตัวเนินการโคสแตนทของโคเชียน so(6)/(so(4)× so(2)) เขียนในรูปทั่วๆไดดังนี้

                             
5

i i i i
i 2

K ( T T )γ γ+ − − +

=
= +∑

                          2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5T T T T T T T Tγ γ γ γ γ γ γ γ+ − − + + − − + + − − + + − − += + + + + + + +       (3-28)

ตัวดําเนินการโคสแตนทที่สรางขึ้นกระทําบนปริภูมิเวกเตอรสถานะที่สรางจากผลคูณเทนเซอรระหวางตัวแทนปริภูมิเวกเตอร
สถานะของสปนเนอรกับตัวแทนปริภูมิเวกเตอรสถานะของ so(6) ซึ่งแทนไดดวย Vλψ = ± ± ± ± ⊗
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2 1 1 1( )
, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ+ += ⊗ ⊗ ⊗

+ + + − − + + −
+ + − − − + − −
+ − + − − − + −
+ − − − − − − −

2 1 1 1( )
, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ− −= ⊗ ⊗ ⊗

+ + + + − + + +
+ + − + − + − +
+ − + + − − + +
+ − − + − − − +

3 1 1 3 1 1 3
1 1( 1) ( 1)
2 2
, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ σ σ σ σ+ + −    = ⊗ ⊗ ⊗ + + ⊗ ⊗ ⊗ −        
+ + − + − + + + −
+ − − + − + − + −
− + − + − − + + −
− − − + − − − + −

% %

3 1 1 3 1 1 3
1 1( 1) ( 1)
2 2
, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ σ σ σ σ− + −    = ⊗ ⊗ ⊗ − + ⊗ ⊗ ⊗ +        
− + + − − + + + +
− + − − − + − + +
− − + − − − + + +
− − − − − − − + +

% %

4 1 3 1 3
1 1( 1) 1 ( 1) 1
2 2

, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ σ σ+ + −    = ⊗ ⊗ + ⊗ + ⊗ ⊗ − ⊗        
+ − + + − + + − +
+ − + − − + + − −
− − + + − − + − +
− − + − − − + − −

% % % %

        แกมมาเมทริกซ 2,3,4 ,5γ ±  กระทําตอสปนเนอรของ so(8) ใหผลที่ไมเปนศูนยพรอม
กับเครื่องหมาย ±  ตามนี้

       1)

   2)

       3) 

    

        4)

             5)
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4 1 3 1 3
1 1( 1) 1 ( 1) 1
2 2

, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ σ σ− + −    = ⊗ ⊗ − ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗        
− + − − + + + + +
− + − − − + + + −
− − − − + − + + +
− − − − − − + + −

% % % %

5 3 3
1 1( 1) 1 1 ( 1) 1 1
2 2

, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ+ + −    = ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗ − ⊗ ⊗        
− + + + − + − + +
− + + − − + − + −
− + − + − + − − +
− + − − − + − − −

% % % % % %

5 3 3
1 1( 1) 1 1 ( 1) 1 1
2 2

, ,
, ,
, ,
, .

γ σ σ σ σ− + −    = ⊗ − ⊗ ⊗ + ⊗ + ⊗ ⊗        
− − − + + + + + +
− − − + − + + + −
− − − − + + + − +
− − − − − + + − −

% % % % % %

  

    6)

 7)

      8)

                                                 (3-29)

ในกรณีที่ K 0ψ =   จะไดระบบสมการดังนี้

1.   
13 4 5 61 (T T T T ) 0λψ+ + + + ++++⊗ + + + =

2.   
23 4 5 61 (T T T T ) 0λψ− − + + +++−⊗ − + + =

3.   
33 4 5 61 (T T T T ) 0λψ+ − − + +−−−⊗ + − + =

4.   
43 4 5 61 (T T T T ) 0λψ− + − + ++−−⊗ − − + =
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5.   
53 4 5 61 (T T T T ) 0λψ+ + − − +−++⊗ + − − =

6.   
63 4 5 61 (T T T T ) 0λψ− − − − +−+−⊗ − + − =

7.   
73 4 5 61 (T T T T ) 0λψ+ − + − +−−+⊗ + − − =

8.   
83 4 5 61 (T T T T ) 0λψ− + + − ++−+⊗ − − − =

9.   /
1

3 4 5 61 (T T T T ) 0λψ+ + + − −+++⊗ + + + =

10.   /
2

3 4 5 61 (T T T T ) 0λψ− − + − −++−⊗ − + + =

      11.   /
3

3 4 5 61 (T T T T ) 0λψ+ − − − −+−+⊗ + − + =

      12.   /
4

3 4 5 61 (T T T T ) 0λψ− + − − −+−−⊗ − − + =

13.   /
53 4 5 61 (T T T T ) 0λψ+ + − + −−++⊗ + + − =

14.   /
6

3 4 5 61 (T T T T ) 0λψ− − − + −−+−⊗ − + − =

15.   /
7

3 4 5 61 (T T T T ) 0λψ+ − + + −−−+⊗ + − − =

                                   16.   /
8

3 4 5 61 (T T T T ) 0λψ− + + + −−−−⊗ − − − =                           (3-30)

        
ซึ่งมีผลเฉลยสําหรับสปนเนอรที่เปนบวก (positive spinor) ตามนี้

1.   31 2
1

a† a † a †
1 1 4(r ) (s ) ( s ) 0λψ ++++ = + + + + ⊗

2.   31 2
2

a† a † a †
1 2 3(r ) (s ) ( s ) 0λψ +++− = + + + − ⊗

3.   31 2
3

a† a † a †
2 1 4(r ) (s ) ( s ) 0λψ +−−− = + − − − ⊗

4.   31 2
4

a† a † a †
3 2 4(r ) (s ) ( s ) 0λψ ++−− = + + − − ⊗

5.   31 2
5

a† a † a †
1 3 2(r ) (s ) ( s ) 0λψ +−++ = + − + + ⊗
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6.   31 2
6

a† a † a †
1 4 1(r ) (s ) ( s ) 0λψ +−+− = + − + − ⊗

7.   31 2
7

a† a † a †
3 1 3(r ) (s ) ( s ) 0λψ +−−+ = + − − + ⊗

8.   31 2
8

a† a † a †
2 2 3(r ) (s ) ( s ) 0λψ ++−+ = + + − + ⊗

สําหรับสปนเนอรที่เปนลบ (negative spinor) ตามนี้

9.   31 2
/
1

a† a † a †
2 1 2(r ) (s ) ( s ) 0λψ −+++ = − + + + ⊗

10.   31 2
/
2

a† a † a †
2 4 3(r ) (s ) ( s ) 0λψ −++− = − + + − ⊗

     11.   31 2
/
3

a† a † a †
1 4 2(r ) (s ) ( s ) 0λψ −+−+ = − + − + ⊗

     12.   31 2
/
4

a† a † a †
1 3 1(r ) (s ) ( s ) 0λψ −+−− = − + − − ⊗

    13.   31 2
/
5

a† a † a †
2 3 4(r ) (s ) ( s ) 0λψ −−++ = − − + + ⊗

14.   31 2
/
6

a† a † a †
2 2 1(r ) (s ) ( s ) 0λψ −−+− = − − + − ⊗

15.   31 2
/
7

a† a † a †
1 1 3(r ) (s ) ( s ) 0λψ −−−+ = − − − + ⊗

                               16.   31 2
/
8

a† a † a †
1 2 4(r ) (s ) ( s ) 0λψ −−−− = − − − − ⊗                     (3-31)

เพื่อหาเวกเตอรสถานะในเทอมของพีชคณิตยอย so(4)× so(2) จําเปนตองใชตัวดําเนินการคารตังของ
พีชคณิตยอยกระทําตอ 

iλ
ψ ±±±±  ในฐานหลักของโอเมกา ตัวดําเนินการคารตังเปนดังนี้

     

4 5 2 3
1 1 2 1 4 4 1 5 5 2 2 2 2 3 3

1 4 4 5 5 2 2 3 3

1 3 3 3 3 3 3 3

1D h h ( f , f , f , f , )
2

1H ( , , , , )
2

1H (1 1 1 1 1 1 1 1 1 )
2

γ γ γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ γ γ γ γ

σ σ σ σ σ σ σ

+ − + − + − + −
+− +− +− +−

+ − + − + − + −

       = − + + − −       

       = + + − −       

= + ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ − ⊗ ⊗ ⊗ − ⊗ ⊗ ⊗
% % % % % % % % %
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4 5 2 3
2 1 2 1 4 4 1 5 5 2 2 2 2 3 3

6 4 4 5 5 2 2 3 3

6 3 3 3 3 3 3 3

1D h h ( f , f , f , f , )
2

1H ( , , , , )
2

1H (1 1 1 1 1 1 1 1 1 )
2

γ γ γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ γ γ γ γ

σ σ σ σ σ σ σ

+ − + − + − + −
+− +− +− +−

+ − + − + − + −

       = + + + + +       

       = + + + +       

= + ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗
% % % % % % % % %

      

( )

( )

( )

2 3 4 52 3
3 3 2 2 3 3 3 3 4 4 3 5 5

3
2 2 3 3 4 4 5 5

3
3 3 3 3 3 3 3

H H 1D f , f , f , f ,
2 4

h 1 , , , ,
2 4

h 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4

γ γ γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ γ γ γ γ

σ σ σ σ σ σ σ

+ − + − + − + −
+− +− +− +−

+ − + − + − + −

− +        = + + + +       

       = + − + − +       

= + − ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ − ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗
% % % % % % % % %

           (3-32)
ในกรณีท่ี V 1Λ =  นั่นคือ 1 2 3a a a 0= = =  เมื่อนําตัวดําเนินการคารตังกระทําตอแกนคําตอบใหผลตามน้ี

สําหรับสปนเนอรที่เปนบวกตามนี้

         1 2 3(D ,D ;D ) 1 (0,2;0) 1+ + + + ⊗ = + + + + ⊗

                         1 2 3(D ,D ;D ) 1 (2,0;0) 1+ + + − ⊗ = + + + − ⊗

                              1 2 3(D ,D ;D ) 1 (0,0;0) 1+ − − − ⊗ = + + − + ⊗

                    1 2 3(D ,D ;D ) 1 (0,0;1) 1+ + − − ⊗ = + + − − ⊗

         1 2 3(D ,D ;D ) 1 ( 2,0;0) 1+ − + + ⊗ = − + − + + ⊗

         1 2 3(D ,D ;D ) 1 (0, 2;0) 1+ − + − ⊗ = − + − + − ⊗

         1 2 3(D ,D ;D ) 1 (0,0; 1) 1+ − − + ⊗ = − + − − + ⊗

                         1 2 3(D ,D ;D ) 1 (0,0;0) 1+ + − + ⊗ = + − − − ⊗
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สําหรับสปนเนอรที่เปนลบตามนี้

          1 2 3
1(D ,D ;D ) 1 ( 1,1; ) 1
2

− + + + ⊗ = − − − + + + ⊗

         1 2 3
1(D ,D ;D ) 1 (1, 1; ) 1
2

− + + − ⊗ = − − − + + − ⊗

                   1 2 3
1(D ,D ;D ) 1 ( 1, 1; ) 1
2

− + − + ⊗ = − − − − + − + ⊗

         1 2 3
1(D ,D ;D ) 1 ( 1, 1; ) 1
2

− + − − ⊗ = − − − + − − ⊗

         1 2 3
1(D ,D ;D ) 1 ( 1,1; ) 1
2

− − + + ⊗ = − − − + + ⊗

         1 2 3
1(D ,D ;D ) 1 (1, 1; ) 1
2

− − + − ⊗ = − − − + − ⊗

         1 2 3
1(D ,D ;D ) 1 (1,1; ) 1
2

− − − + ⊗ = − − − − + ⊗

         1 2 3
1(D ,D ;D ) 1 (1,1; ) 1
2

− − − − ⊗ = − − − − ⊗                    (3-33)

ในกรณีท่ัวไปใหผลตามนี้

            
1 1

3
1 2 3 1 1 2 3

b(D ,D ;D ) (a ,a a a 2; )
2λ λψ ψ++++ ++++= + + +

            
2 2

3
1 2 3 1 2 3 1

b(D ,D ;D ) (a a a 2,a ; )
2λ λψ ψ+++− +++−= + + + −

                 
3 3

3
1 2 3 1 1 2 3

b(D ,D ;D ) ( a ,a a a ; )
2λ λψ ψ+−−− +−−−= − + +

            
4 4

1
1 2 3 2 3

(b 2)(D ,D ;D ) (a ,a ; )
2λ λψ ψ++−− ++−−+

=

            
5 5

3
1 2 3 1 2 3 1

b(D ,D ;D ) ( a a a 2, a ; )
2λ λψ ψ+−++ +−++= − − − − − −
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6 6

3
1 2 3 1 1 2 3

b(D ,D ;D ) ( a , a a a 2; )
2λ λψ ψ+−+− +−+−= − − − − −

            
7 7

1
1 2 3 3 2

(b 2)(D ,D ;D ) (a ,a ; )
2λ λψ ψ+−−+ +−−++

= −

       
8 8

3
1 2 3 1 2 3 1

b(D ,D ;D ) (a a a , a ; )
2λ λψ ψ++−+ ++−+= + + − −

                 / /
1 1

2
1 2 3 1 3 1 2

(b 1)(D ,D ;D ) ( a a 1,a a 1; )
2λ λψ ψ−+++ −++++

= − − − + + −

            / /
2 2

2
1 2 3 1 3 1 2

(b 1)(D ,D ;D ) (a a 1, a a 1; )
2λ λψ ψ−++− −++−+

= + + − − − −

            / /
3 3

2
1 2 3 1 3 1 2

(b 1)(D ,D ;D ) ( a a 1, a a 1; )
2λ λψ ψ−+−+ −+−++

= − − − − − − −

            / /
4 4

2
1 2 3 1 2 1 3

(b 1)(D ,D ;D ) ( a a 1, a a 1; )
2λ λψ ψ−+−− −+−−+

= − − − − − −

            / /
5 5

2
1 2 3 1 2 1 3

(b 1)(D ,D ;D ) ( a a 1,a a 1; )
2λ λψ ψ−−++ −−+++

= − − − + +

            / /
6 6

2
1 2 3 1 2 1 3

(b 1)(D ,D ;D ) (a a 1, a a 1; )
2λ λψ ψ−−+− −−+−+

= + + − − −

            / /
7 7

2
1 2 3 1 3 1 2

(b 1)(D ,D ;D ) (a a 1,a a 1; )
2λ λψ ψ−−−+ −−−++

= + + + + −

            / /
8 8

2
1 2 3 1 2 1 3

(b 1)(D ,D ;D ) (a a 1,a a 1; )
2λ λψ ψ−−−− −−−−+

= + + + +                  (3-34)


