
 

 

3

บทที่ 2 

พีชคณิตของลี 
 
 
2.1  การแปลงพิกัดการหมุนเวกเตอรในระบบแกนจํานวนจริง 
 
 ปริมาณเวกเตอรมีท้ังขนาดและทิศทาง มีคุณสมบัติของการเปลี่ยนแปลงพิกัดท่ีสําคัญคือ 
เม่ือแปลงพิกัดการหมุนเวกเตอรไปแลว ขนาดตองคงที่แตทิศทางอาจจะเปลี่ยนแปลง ซึ่งการแปลงพิกัดของ
เวกเตอรสามารถทําไดโดยการสรางตัวดําเนินการแปลงพิกัด  

พิจารณาเวกเตอร A  ในระบบพิกัดฉาก  และระบบพิกัด  ดังภาพ xyz x y z′ ′ ′

 
 

A

x

y

z

x′

y′

z′

θ

α

γ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 2.1 การหมุนเวกเตอรในระนาบสามมิติจากระบบพิกัดฉาก  และระบบพิกัด  xyz x y z′ ′ ′

 
จะได               x x y y z z x x y y z zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA A e A e A e A e A e A e′ ′ ′ ′ ′= + + = + + ′                      (2-1) 
 
นํา  คูณแบบดอตกับสมการ (2-1) จะไดทราบความสัมพันธสวนประกอบของ xê′ A  ในแนวแกน  x
 

           x x x x y x y z x zˆ ˆ ˆA A (e e ) A (e e ) A (e e )′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅                                 (2-2) 
 
ในทํานองเดียวกันสําหรับแกน  และ  y z
 

y x y x y y y z y zˆ ˆ ˆA A (e e ) A (e e ) A (e e )′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅  
 

z x z x y z y z z zˆ ˆ ˆA A (e e ) A (e e ) A (e e )′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅  
 

เพ่ือความสะดวกเราจะใชตัวเลข 1, 2, 3 แทนแกน x y z, ,  และกําหนด ( )ij i jˆ ˆR e e′= ⋅  เรียกวา สัมประสิทธิ์
การแปลงพิกัด ซึ่งหาไดจากมุมระหวางแกนแตละคูดังน้ันจะได  
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          1 11 1 12 2 13 3A R A R A R A′ = + +

3 jA

3

1

2

3

 

                 เขียนสั้นๆ   เม่ือ          (2-3) 2 21 1 22 2 23A R A R A R A′ = + +
3

i ij
j 1

A R
=

′ =∑ i , j 1,  2,  3=

 
      3 31 1 32 2 33A R A R A R A′ = + +
 
 
นํามาเขียนในรูปเมทริกซดังน้ี 
 
 

                                      

1 11 12 13

2 21 22 23

3 31 32 33

A R R R A
A R R R A
A R R R A

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

′ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

                                 (2-4) 

 
 
 

กําหนดให   เรียกวา เมทริกซของสัมประสิทธิ์การแปลงพิกัดหรอืตัวดําเนินการ

แปลงพิกัดของเวกเตอร 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

R R R
R R R R

R R R

⎛ ⎞
⎜

= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟

 
 

1 1

2 2

3 3

A A
A A           A A

A A

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,  

 
 
จะไดตัวดําเนินการการแปลงพิกัด  ไปสูระบบพิกัด xyz x y z′ ′ ′ ของเวกเตอรในรูปแบบอยางงาย ดังน้ี 
 
 
                                                    A RA′ =                                                        (2-5) 
 
 
ในทํานองเดียวกัน 
 
                                                    TA R A′=                                                      (2-6) 

เม่ือ   คือ เมทริกซทรานสโพสของ  TR R
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2.2   ตัวดําเนินการหมุนเชิงนอยยิ่งสําหรับพีชคณิตของลีบนปริภูมิพีชคณิต  so(2)  
 
 เม่ือพิจารณาการหมุนเชิงนอยยิ่งสําหรับเวกเตอรจะพบวาตัวดําเนินการหมุนเวกเตอรมี
ความสอดคลองกับกลุมพีชคณิตของลี เม่ือกําหนดเวกเตอร A  ดังน้ี 
 

x y zˆˆ ˆA xe ye ze= + +  
 
 

x

y

z z ′=

θ
y ′

AA ′

θ

x ′

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ภาพประกอบ 2.2  การหมุนเวกเตอร A  บนระนาบ  ไปเปนระนาบ  xy x y′ ′

 
 สามารถเขียนความสัมพันธในรูปแบบเมทริกซของการแปลงพิกัดเวกเตอร A  ใดๆ จาก
ระบบ  ไปเปน ไดดังน้ี xyz x y z′ ′ ′

 
 

                                                                             (2-7) 
x cos sin 0 x
y sin cos 0 y
z 0 0 1

θ θ

θ θ

′ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
′ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠z
 

 
เม่ือพิจารณาแตละองคประกอบ 
 
 

                                         
x xcos y sin
y x sin ycos
z z

θ θ
θ θ

′ = −
′ = +
′ =

                                                    (2-8) 

 
 
จะไดตัวดําเนินการหมุนของพีชคณิตบน so(2) ซึ่งมีพารามิเตอรหน่ึงตัว คือ θ  ถาพิจารณาการเปลี่ยนแปลง
เชิงนอยยิ่ง  θ  เขาสู  0  จะได cosθ  เขาสู 1  และ sinθ  เขาสู δθ  สมการ (2-8) จะได 
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                                    x x y       ,       x y
y x y      ,       y x

δθ δ δθ
δθ δ

′

δθ
= − =
′ = + =

−
                                         (2-9) 

 
ตัวดําเนินการหมุนเชิงนอยยิ่งของกลุมพชีคณิต กําหนดโดย 
 

    i
iU
xσ σχ ∂=
∂

    เม่ือ   
i

i fU
aσ σ

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

จะให 
                                        1 2U U

x
χ

y
∂ ∂= +
∂ ∂

                                                     (2-10) 

 
เม่ือพิจารณาสมการที่ (2-10) และ สมการที่ (2-11) จะได 
 

     1 xU yδ
δθ

= = −   และ  2 yU xδ
δθ

= =  

 

                                                x y
y

χ
x

∂ ∂= −
∂ ∂

                                                         (2-11) 

 
จากทฤษฎีกลศาสตรควอนตัมของโมเมนตัมเชิงมุม จะได 
 

                                                zJ i x y
y x

⎛ ⎞∂ ∂= − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
                                                 (2-12) 

 
ทําใหทราบวาสมการ (2-12) 
 
                                                  zJ iχ= −  
 
ซึ่ง zJ  คือ ตัวดําเนินการหมุนของเวกเตอรของพชีคณิตของลีบนปริภูมิพีชคณิต so(2) [6] 
  
 
2.3   ลักษณะพีชคณิตของลี  
 
 เม่ือเราพิจารณาปริภูมิเวกเตอร g ซึ่งมีมิติ n บนสนาม K ซึ่งจะเปนปริภูมิของจํานวนจริง
หรือปริภูมิจํานวนเชิงซอนขึ้นกับสนาม K  จะถูกเรียกวาเปนพีชคณิตของลี ถา g สอดคลองกับเงื่อนไข ดังน้ี 
 
 1)                     (2-13) a aX X 0[ , ]=
 
 2) a b c a c bX X X X X X X[ , ] [ , ] [ c, ]α β α β+ = +          (2-14) 
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 3)           (2-15) c
a b ab cX X f X[ , ]=

 
 4) a b c b c a c a bX X X X X X X X X 0[ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]]+ + =         (2-16) 
 
 
เรียก c

abf  วาคาคงที่โครงสราง (structure constant) สมการ (2-16) เรียกวา เอกลักษณแบบจาโคบิ 
(Jacobbi Identity) โดยที่ a b cX ,X ,X g∈  และ , , Kα β ∈  
 
 ท้ังน้ีพีชคณิตของลีมีท้ังแบบมิติจํากัดและแบบมิติไมจํากัด ขึ้นกับวาเราพิจารณาปริภูมิ
เวกเตอร g เปนแบบจํากัดหรือไมจํากัด เชน พีชคณิตของ su(n), so(2n) แทนพีชคณิตที่มองปริภูมิ
เวกเตอร g เปนแบบมิติจํากัด โดยกําหนดเปนเมทริกซขนาด n n×  และมีดีเทอรมิแนนทเทากับ +1 
 
 
2.4  แผนภาพดินกิน (Dynkin diagram) 
 
 แผนภาพดินกินเปนสัญลักษณในรูปแบบอยางสั้น สําหรับการเขียนรากมูลฐาน (simple 

root) ในแตละกลุมพีชคณิตของลี โดยรากมูลฐานแตละตัวจะถูกแสดงดวยวงกลมหนึ่งวง แตละคูของวงลม
เชื่อมโยงกันดวยเสนตรง มุมแตละคูของรากกําหนดโดยแผนภาพดินกิน ดังตอไปนี้ [7] 
 
 
 

             iα        jα          i j
ij

i i

2 ,
A

,
α α
α α

=

          

i

j

α
α

           i j

i j

,
cos

α α
φ

α α
=           φ  

 
 

           0    -    0   2π  
 

1−    1  1 2−  2 3π
  

2−  2  1 2−  3 4π  
 

1−  1 2  1 2−  3 4π  
 

3−  3  3 2−  5 6π  
 

1−  1 3  3 2−  5 6π  
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2.5  เมทริกซคารตัง (Cartan matric) 
 
 เมทริกซคารตังเปนเมทริกซจัตุรัสท่ีประกอบดวยรากมูลฐาน { }ni i

α
=1

 ตามแถวของเมท
ริกซ โดยสมาชิกซึ่งเปนจํานวนเต็มของเมทริกซคารตัง ถูกกําหนดโดยผลคูณภายใน โดยใชรูปแบบของคิลลิง 
(Killing form) ดังสมการ [6,7,8] 
 

                                              i j
ij

i i

2 ,
A

,
α α
α α

=                                                    (2-17) 

 
คุณสมบัติของเมทริกซคารตัง มีดังตอไปนี ้
1)   ประกอบดวยสมาชกิท่ีเปนจํานวนเต็มภายในเซต ijA { }3,   2,   1,  0,  1− − −  

2)  iiA 2=   สําหรับสมาชิกบนเสนทแยงมุมหลัก 

3)   สําหรับสมาชิกท่ีไมใช ijA 0≤ iiA  

4)   ถา  ijA 0= jiA 0=
 
 พิจาณาระบบรากของกลุมพีชคณิต nA  ท่ีกําหนดตามกลุมพีชคณิตของลี ประกอบดวย
รากมูลฐานคือ { }n 1i i 1 i 1

e e +

+ =
−  จํานวนทั้งหมด n ราก พิจารณาสองรากใดๆ i ie e +1−  และ  นํามา

วิเคราะหสรางเมทริกซคารตัง  คือ 
i 1 i 2e e+ − +

A

  i i 1 i 1 i 2

i i 1 i i 1

2 e e ,e e
A

e e ,e e
+ + +

+ +

− −
=

− −
                                          (2-18) 

 
พิจารณาการคํานวณคาผลคูณภายในของเศษ คือ 
 
 
 i i 1 i 1 i 2 i i 1 i i 2 i 1 i 1 i 1 i 2e e ,e e e ,e e ,e e ,e e ,e+ + + + + + + + +− − = − − +            (2-19) 

 
โดย แตละรากของ e  จะมีความยาวเปน 1 หนวย และลดรูป เปน -1 

พิจารณาการคํานวณคาผลคูณภายในของตัวสวนในทํานองเดียวกัน คือ 
  
  
 i i 1 i i 1 i i i i 1 i 1 i i 1 i 1e e ,e e e ,e e ,e e ,e e ,e+ + + + +− − = − − + +                   (2-20) 
 
 
ซึ่งลดรูปลงเปน 2 ในทํานองเดียวกันกับตัวเศษ 

ดังน้ัน สมาชิกท่ีอยูเหนือและใตเสนทแยงมุมหลักของเมทริกซของคารตัง จึงเปน -1 เสมอ 
และสมาชิกบนเสนทแยงมุมหลักก็จะมีคาเทากับ 2 เสมอเชนกัน  
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เมทริกซคารตังสําหรับระบบรากของกลุมพีชคณิต nA จะกําหนดโดย 
 
 

  ij

 0     ,  i j 1
A 1     ,  i j 1

  2    ,  i j 0

⎧ − >
⎪

= − −⎨
⎪

=

− =⎩

                                             (2-21) 

 
 
เขียนในรูปทั่วไปของเมทริกซไดดังน้ี 
 
 

ij

2 1 0 0 0
1 2 1 0 0
0 1 2 0 0

A

0 0 0 2 1
0 0 0 1 2

− ⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞
⎜ ⎟− − ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎜ ⎟− ⋅ ⋅ ⋅
⎜ ⎟=
⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⎜ ⎟

⋅ ⋅ ⋅ −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ −⎝ ⎠

 

 
 
2.6  กลุมพีชคณิตของล ี
 
 กลุมพีชคณิตของลี เปนกลุมของตัวดําเนินการที่คิดคนโดยลี [6,9] โดยในแตละกลุมของ
พีชคณิตจะใหแผนภาพดินกิน เมทริกซของคารตัง และรากมูลฐาน เพื่อท่ีจะนําไปสูการสรางตัวกําเนิดบน
ปริภูมิพีชคณิตที่แตกตางกัน สามารถจําแนกไดเปน 2 กลุมใหญ ดังน้ี 

 2.6.1)  พีชคณิตของลีแบบฉบับ (Classical Lie algebras) เปนพีชคณิตที่ศึกษา
เกี่ยวกับเวกเตอรของรากที่มีมิติจํากัด ประกอบดวยกลุมพีชคณิตทั้งหมด 4 กลุม และแผนภาพดินกิน 
ดังตอไปนี ้
 
1)  กลุมพีชคณิต  su(n 1)+

 
รูปแบบคารตัง  :  nA  

 
รูปแบบกลุมพีชคณิต  :  su(n 1)+  
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เมทริกซคารตัง     :      

2 1 0 0 0
1 2 1 0 0
0 1 2 0 0

0 0 0 2 1
0 0 0 1 2

− ⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞
⎜ ⎟− − ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎜ ⎟− ⋅ ⋅ ⋅
⎜ ⎟
⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⎜ ⎟

⋅ ⋅ ⋅ −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ −⎝ ⎠

 

 
แผนภาพดินกิน      :  

1α 2α nα 
 

รากเวกเตอร        :    i je e   ;  i, j 1,...,n 1− = +  
 
 

 
2)  กลุมพีชคณิต  so(2n 1)+

 
รูปแบบคารตัง  :   nB

 
รูปแบบกลุมพีชคณิต  :  so(2n 1)+  

 
 

เมทริกซคารตัง         :     

2 1 0 0 0
1 2 1 0 0
0 1 2 0 0

0 0 0 2 2
0 0 0 1 2

− ⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞
⎜ ⎟− − ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎜ ⎟− ⋅ ⋅ ⋅
⎜ ⎟
⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⎜ ⎟

⋅ ⋅ ⋅ −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ −⎝ ⎠

 

 
 

1α 2α nα
แผนภาพดินกิน           :  

 
 

รากเวกเตอร           :   ie±  และ i je e   ;  i , j 1,...,n± ± =  
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3)  กลุมพีชคณิต Sp  (2n)
 

รูปแบบคารตัง  :  C  n
 

รูปแบบกลุมพีชคณิต  :   Sp(2n)
 

เมทริกซคารตัง        :        ⎜ ⎟
⎜ ⎟

2 1 0 0 0
1 2 1 0 0
0 1 2 0 0

0 0 0 2 1
0 0 0 2 2

− ⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞
⎜ ⎟− − ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎜ ⎟− ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⎜ ⎟

⋅ ⋅ ⋅ −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ −⎝ ⎠

 

 
 
แผนภาพดินกิน          :  

1α 2α nα 
 

รากเวกเตอร            :   i2e±  และ  i je e   ; i , j 1,...,n± ± =  
 
4)  กลุมพีชคณิต  so(2n)
 

รูปแบบคารตัง  :   nD
 

รูปแบบกลุมพีชคณิต  :   so(2n)
 

เมทริกซคารตัง         :        

2 1 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0
0 1 2 0 0 0

0 0 0 2 1 1
0 0 0 1 2 0
0 0 0 1 0 2

− ⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞
⎜ ⎟− − ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎜ ⎟− ⋅ ⋅ ⋅
⎜ ⎟
⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⎜ ⎟

⋅ ⋅ ⋅ − −⎜ ⎟
⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ −⎜ ⎟
⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ −⎝ ⎠

 

 
n 1α −

n 2α −1α 2α
nα

 
แผนภาพดินกิน          :  
 

 
รากเวกเตอร             :   i je e   ;  i , j 1,...,n± ± =  



 12

 2.6.2)  พีชคณิตของลีแบบพิเศษ (Exceptional Lie algebras) เปนพีชคณิตที่ศึกษา
เกี่ยวกับเวกเตอรของรากท่ีมีมิติไมจํากัดประกอบดวยกลุมพีชคณิตทั้งหมด 5 กลุม และแผนภาพดินกิน 
ดังตอไปนี ้
 
1) กลุมพีชคณิต  2G
 

รูปแบบคารตัง  และ รูปแบบกลุมพีชคณิต  :   2G
   
 

เมทริกซคารตัง     :       2 1
3 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 
แผนภาพดินกิน     :  

1α 2α 
 
 

รากเวกเตอร       :    i je e ; i , j 1,2,3;i j− = ≠  

                        ie ; i , ,1 2 3± =  
 
 
2) กลุมพีชคณิต 4F  
 

รูปแบบคารตัง  และ รูปแบบกลุมพีชคณิต  :  4F  
   
 

เมทริกซคารตัง    :       

2 1 0 0
1 2 2 0
0 1 2 1
0 0 1 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 
แผนภาพดินกิน    :  

1α 2α 3α 4α 
 
 

รากเวกเตอร  :  เทากับราก 4B  รวมกับอีก 16 ราก 1 2 3 4
1 ( e e e e )
2
± ± ± ±  
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3) กลุมพีชคณิต  6E
 

รูปแบบคารตัง  และ รูปแบบกลุมพีชคณิต  :   6E
   
 

เมทริกซคารตัง       :       

2 1 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0
0 1 2 1 0 1
0 0 1 2 1 0
0 0 0 1 2 0
0 0 1 0 0 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 
 

1α 2α 3α 4α 5α

6α

แผนภาพดินกิน        :  
 
 

 
 

 
 
รากเวกเตอร          :  เทากับราก 5A  รวมกับราก 72e±  และ  

1 2 3 4 5 6 7
1 ( e e e e e e ) e / 2
2
± ± ± ± ± ± ±  เปน บวกสามชุดแรกและ ลบสามชุดหลัง ในเศษสวนชุดแรก 

 
 
4) กลุมพีชคณิต  7E
 

รูปแบบคารตัง  และ รูปแบบกลุมพีชคณิต  :   7E
   
 

เมทริกซคารตัง        :        

2 1 0 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 0
0 1 2 1 0 0 1
0 0 1 2 1 0 0
0 0 0 1 2 1 0
0 0 0 0 1 2 0
0 0 1 0 0 0 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠
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7α

1α 2α 3α 4α 5α 6αแผนภาพดินกิน         :  
 
 
 
 

รากเวกเตอร  :   เทากับราก 7A  รวมกับราก 

1 2 3 4 5 6 7 8
1 ( e e e e e e e e
2
± ± ± ± ± ± ± ± )สําหรับสี่ชุดแรกเปนบวก และสีชุ่ดหลังเปนลบ 

 
 
5) กลุมพีชคณิต  8E
 

รูปแบบคารตัง  และ รูปแบบกลุมพีชคณิต  :   8E
   
 

เมทริกซคารตัง       :       

2 1 0 0 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 0 0
0 1 2 1 0 0 0 1
0 0 1 2 1 0 0 0
0 0 0 1 2 1 0 0
0 0 0 0 1 2 1 0
0 0 0 0 0 1 2 0
0 0 1 0 0 0 0 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 
 

7α1α 2α 3α 4α 5α 6α

8α

แผนภาพดินกิน         :  
 
 
 
 

รากเวกเตอร  :  เทากับราก  รวมกับราก 8D 1 2 3 4 5 6 7 8
1 ( e e e e e e e e
2
± ± ± ± ± ± ± ± )

พจนคูแทนเปนบวก 
 
 
 
 
 
 
 

 


