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���	
�
���� !���"����#��$���%��&���� '
(��
��� ��
����� NB2 ,�������
����� NB2 �	
���������(��
'��������
��-	�.'���
����
�/'  Overdispersed Poisson counts >���������?�@ &������A/
��%�������@���
	
/��B�%�?�
����,�
 $��,�������
����� NB2 ��/ Overdispersion ��
��(��
,�������������#C� ��
,
�A#�� Overdispersion ��,�������
�����	��D� ����������#�� 
Score test ����!-�	
��������
/'�%����
��������	��D������
����� NB2  �#�� Robust 
standard error $��,��	
/��B�%�������
A/�	
�#I�#C� ?
-���"���
A"����$-��I� (Simulation 
study) �?(��������%�#���
��!- Robust standard error �	
���BO ����
,
�A#���%�,�������

����� NB2 �'��/#���� Overdispersed Poisson counts '
(�P�%  ��/�!-����
����A&��,�����  
 
3.1  ��	�	���'
#�

��

	(�����!)�!*� �����	��+��,�
�����������!*� ! ��	��,�
��� NB2 

  A�� (2.14 ) �
�P�-�%� p.m.f $��,���	
#C%� i iY ~ NB2( , )µ α  �(� 
 

i i

1
i

y y1

i i
i1 y

ii i i

(y )
, y 0,1,2,... ; 0

y ! ( )f (y ; , ) (1 )

0 , otherwise

−

−

− + α

Γ + α µ α
= α > Γ αµ α = + αµ




               (3.1) 

 

>����� i iE(Y ) = µ  ��/ )1()Y(Var iii αµ+µ=    
  

3.1.1  ��	�	���'
#�

��

	(�����!)�!*�  

  ��
	
/��B�%�?�
����,�
 >����@�������
A/�	
�#I�#C�$��,�������
����� 
NB2 �����,���"�����!���#-� T

i i i 0 1 i1 p ipln( ) x x ... xη = µ = β = β +β + +β
% %

 A/������$-�������


	
/��B�%� β
%
 ��/ Overdispersion parameter α  �-��'-,����%��#C%� 1 2 nY ,Y ,...,Y  ���%��	
� 

1 2 ny , y ,..., y  ��-� Log-likelihood function $�� (3.1) �(�  
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n n

NB2 i i i i
i 1i 1

l ln L( , ; y) ln f (y ; , ) ln f (y ; , )
==

= µ α = µ α = µ α∑∏
% %

 
 

           
n

1 1i

i i i i
i 1 i

1
y ln ln(1 ) ln (y ) ln ( ) ln y !

1

− −

=

  αµ 
= − + αµ + Γ + α − Γ α −  

+ αµ α   
∑   (3.2) 

 

   �%�	
/��B������
A/�	
�#I�#C� β
%
 ��/ α  D�������-�� β̂

%
 ��/ α̂  ,���"���� 

>��	�,���-��"�P�->����
'���C?��@ �%�� (Partial derivative) $�� NB2l  �������� β
%
 ��/ α  ��/

�"�'���'-��%���� 0 ��-��"���
��-#���
�����%�� �,%��(���A��#���
���P�-P�%�	
�#���
�!���#-� 
���������
��-#���
�?����
��������P�%#���
��"��'-�%� β̂

%
 ��/ α̂  ����"��'-�%� NB2l  ���%�#I�#C�P�- A��

,-���!-��@���-#���
P�%�!���#-� (Nonlinear equation) �������
��D�"� �!%� ��@� ���,�� ^ 
��#�� 
(Newton^ Raphson method) D����!-���������?�@ ���   
   
  
�0�
�12 ���
,�� ^ 	��!�� (Newton ^ Raphson Iterative Method)  
 

                ��@���D�"����,�� ^ 
��#�� �	
���@���
��-#���
P�%�!���#-��������
��D�"�>����

�"��%�	
/��B���P�-A���
/�����
�%��'�-���'�`��&�����
/�����
	�AAC��� �������
�%�	
/��B$�� β

%
 , α  ���
/�����
��� m 1+  D�������-�� (m 1)ˆ +β

%
, (m 1)ˆ +α A/P�-A����
�!-

�%�	
/��B$�� β
%
, α  ���
/�����
��� m  D�������-�� (m)β̂

%
, (m)α̂  ��#���
���,�� ^ 
��#�� 

D������$���P�- ������ 
 

   
(m 1) (m)

1
(m) (m)

~ ~

(m 1) (m)

ˆ ˆ
ˆI s

ˆ ˆ

+

−

+

   β β
     = +     
α α   

%
    (3.3) 

 

��(�� s s( , )= β α
% % %

 �(� Score vector ���  
              

             ( )
T T

NB2 NB2 NB2 NB2 NB2 NB2

0 1 p (p 2) 1

l l l l l l
s , s ,

+ ×

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
β α = = =   

∂β ∂α ∂β ∂β ∂β ∂α     
L

% %%
%

 

 

��/ I I( , )= β α
%

 �(� Observed information matrix $��� (p 2) (p 2)+ × +  ���  
I I

I
I I

ββ βα

αβ αα

 
=  

  

% % %

%

 

�	
� Partitioned matrix   ����� Iββ
% %

�	
���,
��D #���,
�������,� (p 1) (p 1)+ × +  ����� 
2

NB2

T

l∂
−

∂β∂β
% %

  �	
�
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#��!�� 
2

NB2

2

l
Iαα

∂
= −

∂α
 �	
�#����
  ��/ I Iβα αβ=

% %

 �	
���,
��D �������,� (p 1) 1+ ×  �����
2

NB2l∂
−

∂β∂α
%

 �	
�#��!�� �������
I	�,c�$�� I  �(� 
 

    

2 2 2 2

NB2 NB2 NB2 NB2

2

00 0 1 0 p

2 2 2 2

NB2 NB2 NB2 NB2

2

11 0 1 1 p

2 2 2 2

NB2 NB2 NB2 NB2

2

pp 0 p 1 p

2

NB2

l l l l
 

l l l l

I                            

l l l l
      

l

∂ ∂ ∂ ∂
− − − −

∂β ∂α∂β ∂β ∂β ∂β ∂β

∂ ∂ ∂ ∂
− − − −

∂β ∂α∂β ∂β ∂β ∂β ∂β

=

∂ ∂ ∂ ∂
− − − −

∂β ∂α∂β ∂β ∂β ∂β ∂β

∂
−

∂α∂

L

L

M M M M

L

2 2 2

NB2 NB2 NB2

2

p0 1

l l l
       

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∂ ∂ ∂ − − − ∂α∂ββ ∂α∂β ∂α 
L

  

 

 ����%� β
%
 �-�� (m)β̂

%
 ��/ α  �-�� (m)α̂  ��#���
��� (3.3) ��/�"��
/�����


��D�"�P	�
(��� d A���%�P�-�%�	
/��B�I%�$-�#I%�%����%�'���� ��%���(�A���%��%�	
/��B?�
����,�
 
���
������ m 1+ �,�,%��A���
������ m  �-�����'
(���(����%�����I��  >������BO ��
'�C�
�
/�����
��D�"� �!%� 
 

(m 1) (m)| |+α −α < ε  ��/ (m 1) (m)
NB2 NB2| l l |+ − < ε  

 

D������������!- (m 1) (m)| |+α −α < ε  �%� β̂
%
 ��/ α̂  ���P�-A���
/�����
#C��-�� �(��%�	
/��B

������
A/�	
�#I�#C�$�� β
%
 ��/ α  ���,-����
 

 AC��%��$����@���D�"� ���,�� ^ 
��#�� �(��-��"�'���%��
���,-�P�%�'��/#���-�A/
�"��'-��
��D�"�P�%����
�I%�$-� Hinde and Demètrio (1998) P�-�#���%��
���,-�#"�'
����
	
/��B�%�
$��,���������� NB2 #"�'
�� β

%
 ��/ α  D�������-�� (0)β̂

%
 ��/ (0)α̂  ������  

1)   �!- (0)β̂
%

 A����
�����	��D� ��-��"���B (0) T (0)

i i
ˆ exp(x )µ = β

% %
 

2)  �'-  

2n
i i

i 1(0) i

n

i ii i
i 1

ˆ(y )
(n p 1)

ˆ
ˆ

ˆ ˆ(1 q )

=

=

−µ
− − −

µ
α =

µ − µ

∑

∑
 D����	
���
	
�� Pearson chi-square  

>����� iiq  �	
�#��!�����#-������C�'���$�� Covariance matrix $�� Linear predictor 
T T 1 T

i
ˆ ˆCov(x ) X(X WX) X−β =
%

 >����� Ŵ  �(� Weight matrix ����� iµ̂  �	
�#��!�����#-�����

�C�'���  
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��(������%� T

i iexp(x )µ = β
% %

 ��-� Log-likelihood function (3.2) �$���P�-������ 
 

{
n

T T 1 T

NB2 i i i i i i
i 1

l y ln y x y ln(1 exp(x )) ln(1 exp(x ))−

=

= α + β− + α β − α + α β∑
% % %% % %

 

                                     }1 1

i iln (y ) ln ( ) ln y !− −+ Γ + α − Γ α −  

 

��/��C?��@ �%�����������'���� ��/#�� #"�'
�� s
%
 ��/ I  �������� 

 

i

T T
n

i ij ij iNB2
i ij T T

i 1j i i

y x exp(x ) x exp(x )l 1
y x , j 0,1, 2,..., p

1 exp(x ) 1 exp(x )=

 α β α β∂  
= − − ⋅ = 

∂β + α β α + α β  
∑ % %% %

% %% %

 

 

              
T T 1 T

n
i ij i ij i i ij i ij i

T
i 1 i

y x y x exp(x ) y x exp(x ) x exp(x )

1 exp(x )

−

=

 + α β − α β −α α β 
=  

+ α β  
∑ % % %% % %

% %

 

 

T
n

i ij ij i

T
i 1 i

y x x exp(x )

1 exp(x )=

 − β 
=  

+ α β  
∑ % %

% %

  

 

T
n

i i

ijT
i 1 i

y exp(x )
x

1 exp(x )=

 − β 
=  

+ α β  
∑ % %

% %

 

 

              ( )n
i i ij

i 1 i

y x
, j 0,1,2,..., p

1=

− µ
= =

+ αµ
∑  

 

T 1 T T
n

i i i iNB2 i

T T 2
i 1 i i

y exp(x ) exp(x ) ln(1 exp(x ))l y

1 exp(x ) 1 exp(x )

−

=

  β α β + α β∂ 
= − − −   ∂α α + α β +α β α  

∑ % % %% % %

% %% %

 

                        
1 1

iln (y ) ln ( )
− − ∂ Γ + α ∂ Γ α

+ − 
∂α ∂α 

 

                                             
 

              ( )
T T T T

n
i i i i i i i

2T
i 1 i

1 1

i

y y exp(x ) y exp(x ) exp(x ) ln(1 exp(x ))

1 exp(x )

ln (y ) ln ( )

=

− −

 + α β − α β − β + α β
= +

αα + α β

∂ Γ + α ∂ Γ α
+ − 

∂α ∂α 

∑ % % % %% % % %

% %  

              
( ) ( )

T
n

i i 2 T 1

i iT
i 1 i

y exp(x )
ln(1 exp(x )) ddg y ,

1 exp(x )

− −

=

 − β 
= + α + α β + α 

α + α β  
∑ % %

% %
% %
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              ( )
T

n
i i2 T 1

i i1 T
i 1 i

exp(x ) y
ln(1 exp(x )) ddg y ,

exp(x )

− −
−

=

 β − 
= −α − + α β − α 

α + β  
∑ % %

% %
% %

 

 

              ( )
n

2 1i i
i i1

i 1 i

y
ln(1 ) ddg y ,− −

−
=

 µ −
= − α − + αµ − α 

α + µ 
∑  

 

>����� ( )
1 1

1 i

i

ln (y ) ln ( )
ddg y ,

− −
− ∂ Γ + α ∂ Γ α

α = −
∂α ∂α

 '
(� Digamma function  
 

T2 n
i ij ij iNB2

T
i 1j k k i

y x x exp(x )l

1 exp(x )=

  − β∂ ∂ 
=    ∂β ∂β ∂β + α β   

∑ % %

% %

 
 

                 ( )( ) ( )
( )

T T
n 2 i ij ij i ik iT

ij ik i 2
T

i 1
i

y x x exp(x ) x exp(x )
1 x x exp(x )

1 exp(x )=

 − β α β 
= − + α β − 

+α β  
∑ % %% %

% %
% %

 
 

( )
( )

2
T T T 2 T

n
ij ik i ij ik i i ij ik i ik ij i

2
T

i 1
i

x x exp(x ) x x exp(x ) y x x exp(x ) x x exp (x )

1 exp(x )=

 − β −α α β −α β +α β 
=  

+α β  
∑ % % % %% % % %

% %
 

( )

( )

Tn
i ij ik i

2
T

i 1
i

1 y x x exp(x )

1 exp(x )=

 +α β 
= −  

+ α β  
∑ % %

% %

       

( )
( )

n
i

i ij ik2
i 1 i

1 y
x x

1=

 + α 
= − µ 

+ αµ  
∑  

 

( )
( )

T2 n
i ij i ijNB2

T
i 1j i

y x exp x xl

1 exp x=

 − β∂ ∂  =
 ∂β ∂α ∂α + α β 

∑ % %

%%

 

 

   ( )( ) ( )
( )( )

T
n

iT

i ij i ij 2
T

i 1
i

exp x
y x exp x x

1 exp x=

  β  = − β −   + α β   

∑ %
% %

%

 

 

   
( )( ) ( )

( )( )

T T
n

i i i ij

2
T

i 1
i

y exp x exp x x

1 exp x=

 − β β 
= − − 

+ α β  

∑ % %%

%

 

 

                 
( )

n
i i i

ij2
i 1

(y )
x

1=

 µ − µ 
= −  

+ αµ  
∑  
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( )
2 2n

2 2 1NB2 i i
i i2 1

i 1 i

l ( y )
ln(1 ) ddg y ,

−
− − −

−
=

 ∂ −α µ −∂
= + α + αµ + α α 

∂α ∂α α +µ 
∑  

                 

( ) ( )( ) ( )
2n

2 2 1

i i i i1
i 1 i

y ln 1 ddg y ,
−

− − −
−

=

  ∂ α ∂ ∂ 
= − µ − + α + αµ − α α  ∂α α +µ ∂α ∂α   

∑  

 

 
( )

( )
( )

( )

( )

1 3 4
n

i 3 2 i

i i i2
1

i 1 i
i

2 1

i

2
y 2 ln 1

1

ddg y ,

− − −

− −

−=

− −

  α + µ − α + α µ  = − µ − − α + αµ + α   + αµα + µ  
∂ + α α 
∂α 

∑
 

 

( )( )( )
( )

( )

( )
( )

( )

3 1 4 2n
i i i i i 3 i

i2 2
1 1

i 1 i
i i

2 1

i

2 y y
2 l n 1

1

ddg y ,

− − − −
−

− −=

− −

− − α µ − α + µ α µ − α µ
= − − α + αµ +

+ αµα + µ α + µ
∂ − α α 
∂α 

∑

 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )}

3 4 4n
i i i i 3 i

i21 11
i 1 i ii

3 1 4 1

i i

2 y y
2 l n 1

2 ddg y , dtg y ,

− − −
−

− −−
=

− − − −

 α µ − α −µ α αµ
= + − α + αµ +

α +µ α +µα +µ

− α α −α α

∑
 

 

( ) ( ) ( )

( )
( )

2 n
i i3 1NB2

i i2 1
i 1 i

4 1i i i
i2 1

1
i

i

yl
2 ln 1 ddg y ,

y
dtg y ,

− −
−

=

− −
−−

 µ − ∂ ∴ = α − +αµ − α  ∂α α +µ  

 −µ αµ  + α + − α  α +µα +µ  

∑

 

 

>�����   ( )
2 1 2 1

1 i

i 2 2

ln (y ) ln ( )
dtg y ,

− −
− ∂ Γ + α ∂ Γ α

α = −
∂α ∂α

 '
(� Trigamma function  

 
  3.1.2  ��	��+��,�
�����������!����!*�  

  ��(���A��,����������?�
����,�
 ����%�	
/��B���P�-���A/���-���������%�A
�� ��/
�'��/#����$-��I�P�-�����%�,����������A"����?�
����,�
 �-����%�   �,%��
?�A�
B�,��������
�'��/#�,���������!��#��,��(� ��(��,����������A"����,���	
��#
/�-�����#C��,%#���
��@����
��
�	
`��$��,���	
,��P�-��?� d ���,����������A"����,���	
��#
/��� d �l��BO ��������!-
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����
��(��,���������'��/#����#C�����
A"����,������!��#��,� �(� Akaike information criterion 
(AIC) (Akaike, 1973) >������l��BO ���P�-	
��#��,� Likelihood ( 2 l− × ) �-��A"����,��	
/��B
�%�?�
����,�
 ��,����� #"�'
��,����� NB2 �����,���	
��#
/ p  ,��      
 

    NB2AIC 2 l 2= − × + (A"����,��	
/��B�%�?�
����,�
 ��,�����)          (3.4) 
 

,���������"��'-�%� AIC �-�����#C�A/�	
�,���������I���(�� 
 
3.2  ��	,	
(!�� Overdispersion F� Poisson counts  

      �����-�%���
�!-��,
�#%��
/'�%�� Residual deviance ��/ df $�� Residual 
deviance �	
���BO ����
?�A�
B��%����� Overdispersion �� Poisson counts '
(�P�% �,%��BO 
�����%���	
���%��BO ?(��p��D�����>���#���A/��������`��?��� �������A��P�-����
�#��#��,�����!-
��#���?(����(��
/'�%��,�������
�����	��D� ��/,����� NB2 >��?�A�
B�A���%� 
Overdispersion Parameter (α ) $��� >��#��,�p��$����
��#�� �(�   
 

                                                      0

1

H : 0

H : 0

α =

α >
                                        (3.5)                       

 

!��,����F�J��!���������F�J�� 3 ���� 
+� 

1)  Likelihood ratio test 
  Likelihood ratio test ����!-��#�� (3.5) �(� 
 

  NB2
ˆˆ ˆLR 2{l( ) l ( , )}= − µ − µ α  

��(�� ˆl( )µ �(� Log ^ likelihood function $�,�������
�����	��D� ��/ NB2
ˆˆl ( , )µ α  �(� Log ^ 

likelihood function $��,�������
����� NB2 r���,-$-�#��,��%� 0H  A
�� LR ����
�A��A�P�
�"����#������� Degree of freedom ��%���� 1 (Lawless, 1987)  
 

 2)  Wald test 

  Wald test ����!-��#�� (3.5) �(� 
2ˆ

W
ˆVar( )

α
=

α
 

 

r���,-$-�#��,��%� 0H A
�� W  ����
�A��A�P��"����#������� Degree of freedom ��%���� 1 
(Lawless, 1987) 
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 3)  Score tests  

Score test ����!-��#�� (3.5) P�-A����
'���C?��@ ��������� 1 $�� NB2l �������� 

α  ��-�����%� 0α =  NB2

0

l

α=

 ∂
 ∂α 

D����c�(���
#��,��'- 0H A
�� ������� Score test A���	
�

�����#�������$-�����%� Likelihood ratio test ��/ Wald test ,
�����%�#��,�����!-��#���"���BA��
�%� β̂

%
 '
(� µ̂

%
 A����
�����	��D���%����� >��P�%A"��	
�,-�� fit ,����� NB2  

Dean (1992) P�-�#�� Score test $��,����� NB2 #"�'
����
��#��#��,�p�� 
(3.5) ������ 
 

Score test statistic               

n
2

i i i
i 1

B 1n
2 2
i

i 1

ˆ{(Y ) Y }

P

ˆ{2 }

=

=

−µ −
=

µ

∑

∑
  

 

Adjusted statistic               

n
2

i i i ii i
' i 1
B 1n

2 2
i

i 1

ˆˆ ˆ{(Y ) Y h }

P

ˆ{2 }

=

=

− µ − + µ
=

µ

∑

∑
 

 

>����� iiĥ  �(� Leverage D����	
�#��!������������C�'���$�� 
1 1

T 1 T2 2ˆ ˆ ˆW X(X WX) X W−  $��
��
�����	��D� >����� Ŵ  �(� Weight matrix ����� iµ̂  �	
�#��!�����#-������C�'��� BP  ��/ 

'

BP  ����
�A��A�	
�,���,
p�� Dean (1992) �(�����%� '

BP $-��������� 
  1)  !%��	
��������������$���%�	
/��B$���%��&���� BP D������%���%���� 0 
  2)  �$-�#I%��
�A��A�	
�,�������%��&���� 0 �����	
	
�� 1 P�-�
c���%� BP  

,%��� Wang ^ Shu Lu (1997) P�-�#�� Score test $��,����� NB2 #"�'
����

��#��#��,�p�� (3.5) ������ 
 

Score test statistic               
{ }

n
2

i i i
i 1

2 1n
2 2
i

i 1

ˆ(Y ) Y

S

ˆ{2 }

=

=

−µ −
=

µ

∑

∑
 

 

Adjusted statistic               

n
2

i i i
' i 1

2 1n
2 2
i

i 1

ˆ{(Y ) cY }

S

ˆ{2 }

=

=

− µ −
=

µ

∑

∑
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>����� (n p)
c

n

−
=  , n  �(� $���$��,����%��, p  �(�A"����,���	
��#
/��,�������
�����

	��D� �"������������ 2S  ��/ '

2S  ����
�A��A�	
�,���,
p�� ��/ Wang ^ Shu Lu (1997) 
�(�����%� '

2S $-��� ������ 
    1)  !%��	
��������������$���%�	
/��B$���%��&���� 

2
S D������%���%���� 0 

  2)  �$-�#I%��
�A��A�	
�,�������%��&���� 0 �����	
	
�� 1 P�-�
c���%� 
2

S  
 

  �%� Adjusted statistic 2S′  $�� Wang ^ Shu Lu (1997) A/��-����������%� 
Adjusted statistic BP′ $�� Dean (1992) �,% BP′  A/$�����I%��� Leverage $����
�����	��D� #%�� 

2S′ A/$�����I%����%� c  Wang ^ Shu Lu (1997) �-���%� �-�$-��I�����
�
/A��P�%�����-� �%� '

2S  A/��
�%����-�������� BP′   
 
3.3  Simulation study ! ��	�� Score test 

   �?(��������CB#���,�$�������#�� Score tests $�� Dean (1992) ��/$�� 
Wang ^ Shu Lu (1997) �
��"�������
>���!- Simulation study D�����$���,�� ������ 
  1.  �������
�A��A�$�� Score test ����#��>�� Dean (1992) ��/>�� Wang ^ 
Shu Lu (1997) >��?�A�
B�A���%�	
/��B$�������%�A/�	
�$����
���� Type I error '
(���

��������`��?��������(�����A��	u��#@ 0H : 0α =  ��(�� 0H  A
�� >����
A"����$-��I�r���,-��

�A��A�	��D� >����,������������� (Working models) ��/$���,����%�� ����#����,�
�� 3.1 
��/ 3.2 A"���� 5,000 !C� �,%�/!C� fit ,�����	��D� ��-��"���B�%������%�A/�	
�$����
���� 

Type I error �?(������� Score test $�� Dean (1992) �(� 
[ ]

5,000

D

R 1
D

s Z

P
R

δ
=

≥
=

∑
 ��/$�� Wang-Shu 

Lu (1997) �(� 
[ ]

5,000

w

R 1
W

s Z

P
R

δ
=

≥
=

∑
  D����%� DP  A/�I�A"�����	
� D1P  ��/ D2P  #"�'
�� BP  ��/ 

BP′  ,���"���� ��/ WP  A/�I�A"�����	
� W1P  ��/ W2P  #"�'
�� 2S  ��/ 2S′  �?(���	
�����������
�%�
/������#"���.�������� δ = 0.10, 0.05, 0.01 ����#����,�
�� 3.3  
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,�	����� 3.1  Working models #"�'
����
A"����$-��I��?(������� Score test >������%��&��������
 
                       �
/A���-�� 

 

,�
��� 

#�,� �!*� 

"�� µ  


#�!)�!*� 

"�� µ  


#��$���� 

"�� µ  

ln( ) 1.05µ =  - - 2.858 

1ln( ) 1.05 0.45xµ = −  1.162 7.029 3.470 

1 2ln( ) 1.05 0.45x 0.25xµ = − +  1.492 9.025 4.039 

1 2 1 2ln( ) 0.65 0.55x 0.50x 0.15x xµ = − + +  1.419 7.029 3.160 
   

1x  �(�,���	
�!��	
���B ���%� -2, -1, 0, 1, 2 ��/ 2x  �(�,���	
�!���CBr�? ���%� 1, 0, 0, 1, 1 >���,%
�/�%�$�� 1x ��/ 2x ��A"����D�"� r = 5, 10, 15, 20 #"�'
�� n = 25, 50, 75, 100 ,���"����  
 

,�	����� 3.2  Working models #"�'
����
A"����$-��I��?(������� Score test >������%��&��������
 
                       �
/A����� 

 

,�
��� 

#�,� �!*� 

"�� µ  


#�!)�!*� 

"�� µ  


#��$���� 

"�� µ  

1ln( ) 2.5 0.5xµ = +  4.482 33.115 15.451 

1 2ln( ) 2.5 0.15x 0.25xµ = − +  0.779 314.190 77.048 

1 2 1 2ln( ) 3.25 0.65x 0.75x 0.25x xµ = − + +  24.533 121.510 51.567 
 

1x  �(�,���	
�!��	
���B ���%� -2, -1, 0, 1, 2 ��/ 2x  �(�,���	
�!���CBr�? ���%� 1, 0, 0, 1, 1 >���,%
�/�%�$�� 1x ��/ 2x ��A"����D�"� r = 5, 10, 15, 20 #"�'
�� n = 25, 50, 75, 100 ,���"����  
 

 A��,�
����� 3.3 ��(��?�A�
B�
/'�%���%� Score test statistic ��/�%� Adjusted 
statistic ?��%���
	
/��B�%������%�A/�	
�$����
���� Type I error ���$���,����%����%����  
Adjusted statistic A/���%����-��������
/������#"���. ( δ ) �����%��%� Score test statistic ����$�� 
Dean (1992) ��/ Wang ^ Shu Lu (1997)  �����(� �%� Adjusted statistic A/�I%�$-�#I%��
�A��A�	
�,�
P�-�
c���%��%� Score test statistic ��(��?�A�
B�$���,����%������,�,%�����?��%� �-�$���,����%����� 
�%� Adjusted statistic ��/�%� Score test statistic A/���%����-���������%�
/������#"���. (δ ) �����%�
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$���,����%���-�� ��/��(��?�A�
B�
/'�%��,���������%��&��������
�
/A���-�� ��/,��������
�%��&��������
�
/A����� ?��%��-�,���������%��&��������
�
/A���-��A/�"��'-�%� Adjusted statistic 
��/�%� Score test statistic $�� Dean (1992) ��/ Wang ^ Shu Lu (1997) ���%����-��������  
 
,�	����� 3.3  �%�	
/��B�����%�A/�	
�$����
���� Type I error �	
������������%�
/��� 

         ���#"���.�������� δ = 0.10, 0.05, 0.01  
 

 Score test statistic 

D1P
+ 

Adjusted statistic 

D2P
+ 

Score test statistic 

W1P
* 

Adjusted statistic 

W2P
* 

δ  0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 

ln( ) 1.05µ =  �%��&��������� 
n=25 0.076 0.045 0.016 0.093 0.056 0.018 0.082 0.051 0.013 0.099 0.064 0.016 

n=50 0.089 0.047 0.013 0.103 0.056 0.017 0.088 0.049 0.017 0.100 0.057 0.020 

n=75 0.090 0.049 0.013 0.100 0.058 0.016 0.094 0.051 0.017 0.106 0.061 0.019 

n=100 0.088 0.049 0.014 0.100 0.057 0.015 0.096 0.054 0.013 0.106 0.060 0.016 

1ln( ) 1.05 0.45xµ = −  �%��&��������
�
/A���-�� 
n=25 0.057 0.030 0.009 0.087 0.049 0.016 0.061 0.031 0.012 0.087 0.050 0.015 

n=50 0.074 0.044 0.010 0.100 0.058 0.014 0.080 0.043 0.017 0.101 0.054 0.021 

n=75 0.077 0.044 0.014 0.102 0.059 0.017 0.078 0.044 0.014 0.098 0.056 0.019 

n=100 0.084 0.049 0.012 0.104 0.061 0.016 0.084 0.039 0.015 0.102 0.051 0.018 

1ln( ) 2.5 0.5xµ = +  �%��&��������
�
/A����� 
n=25 0.064 0.033 0.011 0.093 0.051 0.018   0.069 0.037 0.010 0.095 0.055 0.018 

n=50 0.074 0.039 0.013 0.098 0.057 0.019 0.073 0.046 0.012 0.095 0.058 0.016 

n=75 0.084 0.039 0.013 0.103 0.049 0.015 0.081 0.045 0.012 0.098 0.054 0.016 

n=100 0.079 0.045 0.013 0.100 0.056 0.017 0.079 0.043 0.013 0.098 0.052 0.015 
+ Dean (1992),  * Wang ^ Shu Lu (1997) 
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,�	����� 3.3 (,#�)   
 

 Score test statistic 

D1P
+ 

Adjusted statistic 

D2P
+ 

Score test statistic 

W1P
* 

Adjusted statistic 

W2P
* 

δ  0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 

1 2ln( ) 1.05 0.45x 0.25xµ = − +  �%��&��������
�
/A���-�� 
n=25 0.045 0.026 0.007 0.085 0.049 0.014 0.046 0.025 0.008 0.082 0.046 0.015 

n=50 0.057 0.031 0.009 0.095 0.055 0.017 0.059 0.033 0.012 0.090 0.049 0.018 

n=75 0.070 0.038 0.012 0.106 0.058 0.017 0.069 0.037 0.011 0.095 0.051 0.017 

n=100 0.075 0.037 0.014 0.102 0.053 0.019 0.068 0.040 0.010 0.089 0.054 0.015 

1 2ln( ) 2.5 0.15x 0.25xµ = − +  �%��&��������
�
/A����� 
n=25 0.046 0.027 0.008 0.088 0.054 0.018 0.048 0.021 0.007 0.093 0.048 0.015 

n=50 0.059 0.031 0.009 0.099 0.054 0.016 0.054 0.032 0.007 0.089 0.053 0.014 

n=75 0.066 0.036 0.008 0.102 0.055 0.014 0.061 0.034 0.012 0.096 0.048 0.017 

n=100 0.078 0.037 0.012 0.109 0.056 0.016 0.066 0.039 0.012 0.088 0.055 0.016 

1 2 1 2ln( ) 0.65 0.55x 0.50x 0.15x xµ = − + +  �%��&��������
�
/A���-�� 
n=25 0.038 0.025 0.006 0.091 0.055 0.015 0.037 0.022 0.007 0.077 0.042 0.014 

n=50 0.053 0.031 0.010 0.093 0.054 0.016 0.054 0.034 0.008 0.090 0.054 0.017 

n=75 0.068 0.033 0.011 0.102 0.056 0.019 0.063 0.035 0.010 0.091 0.054 0.015 

n=100 0.063 0.038 0.012 0.094 0.059 0.017 0.063 0.035 0.008 0.096 0.057 0.015 

1 2 1 2ln( ) 3.25 0.65x 0.75x 0.25x xµ = − + +  �%��&��������
�
/A����� 
n=25 0.042 0.023 0.008 0.092 0.052 0.019 0.039 0.024 0.007 0.076 0.045 0.016 

n=50 0.060 0.027 0.011 0.101 0.054 0.020 0.062 0.031 0.010 0.097 0.053 0.019 

n=75 0.071 0.034 0.010 0.108 0.059 0.019 0.065 0.031 0.010 0.094 0.049 0.018 

n=100 0.069 0.032 0.008 0.103 0.055 0.015 0.067 0.037 0.010 0.097 0.054 0.016 
+ Dean (1992),  * Wang ^ Shu Lu (1997) 
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   2.  ������"����$����
��#�� (Power of the test) $�� Score test ����#��>�� 
Dean (1992) ��/>�� Wang ^ Shu Lu (1997) >��?�A�
B�A���%�	
/��B$���%������%�A/�	
�
$����
���� Type II error '
(���
��������`��?��������(�����A�����
�� 0H : 0α =  ��(�� 0H

P�%A
�� >����
A"����$-��I�r���,-��
�A��A� NB2 A"���� 5,000 !C� ����� Working models 
#"�'
���%��&��������#����,�
�� 3.1 ��/ 3.2 ��/�"�'���'- Overdispersion parameter (α ) ���%�
��%���� 1.5 �,%�/!C� fit ,�����	��D� ��-��"���B�%������%�A/�	
�$����
���� Type II error ���

�-�� 
[ ]

5,000

D

R 1
D

s Z

Q
R

δ
=

<
=
∑

#"�'
�� Score test $�� Dean (1992) ��/ 
[ ]

5,000

w

R 1
W

s Z

Q
R

δ
=

<
=
∑

 

#"�'
�� Score test $�� Wang ^ Shu Lu (1997)  D����%� DQ  A/�I�A"�����	
� D1Q ��/ D2Q  
#"�'
�� BP  ��/ BP′  ,���"���� ��/�%� WQ  A/�I�A"�����	
� W1Q   ��/ W2Q #"�'
�� 2S ��/ 2S′  
�?(���	
������������%�
/������#"���.�������� δ = 0.10, 0.05, 0.01 ��-�'��%� Power of the test 
1 Q−  ����#����,�
�� 3.4 
 
,�	����� 3.4  Power of the test $�� Score test ���
/������#"���.�������� δ = 0.10,  0.05, 0.01 
                      �"�'�� 1.5α =  
 

 Score test statistic 

D11 Q− + 

Adjusted statistic 

D21 Q− + 

Score test statistic 

W11 Q− * 

Adjusted statistic 

W21 Q− * 

δ  0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 

iln( ) 1.05µ =  �%��&��������� 
n=25 0.661 0.569 0.402 0.692 0.603 0.431 0.657 0.553 0.418 0.691 0.586 0.447 

n=50 0.919 0.870 0.752 0.929 0.886 0.769 0.918 0.873   0.746 0.928 0.889 0.763 

n=75 0.963   0.939 0.855 0.966 0.945 0.867 0.965 0.938 0.855 0.970 0.947 0.866 

n=100 0.988 0.977 0.933 0.990 0.979 0.941 0.988 0.977 0.937 0.989 0.980 0.943 
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,�	����� 3.4 (,#�)   
 

 Score test statistic 

D11 Q− + 

Adjusted statistic 

D21 Q− + 

Score test statistic 

W11 Q− * 

Adjusted statistic 

W21 Q− * 

δ  0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 

i 1iln( ) 1.05 0.45xµ = −  �%��&��������
�
/A���-�� 
n=25 0.792   0.720 0.589 0.838 0.770 0.644 0.804 0.720 0.591 0.843 0.766 0.639 

n=50 0.942 0.908 0.824 0.955 0.926 0.850 0.937 0.895 0.822 0.951 0.917 0.849 

n=75 0.977 0.963 0.914 0.981 0.971 0.926 0.973 0.960 0.915 0.979 0.967 0.926 

n=100 0.993 0.987 0.959 0.995 0.991 0.966 0.992 0.984 0.961 0.994 0.986 0.966 

i 1iln( ) 2.5 0.5xµ = +  �%��&��������
�
/A����� 
n=25 0.997 0.998 0.992 0.998 0.998 0.995 0.998 0.997 0.993 0.998 0.998 0.995 

n=50 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

n=75 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

n=100 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 2ln( ) 1.05 0.45x 0.25xµ = − +  �%��&��������
�
/A���-�� 
n=25 0.722 0.653 0.543 0.802 0.731 0.621 0.728 0.662 0.534 0.785 0.725 0.598 

n=50 0.943 0.914 0.836 0.963 0.939 0.873 0.941 0.914 0.837 0.958 0.934 0.867 

n=75 0.992 0.984 0.966 0.994 0.989 0.974 0.991 0.986 0.966 0.994 0.989 0.973 

n=100 0.999 0.996 0.992 0.999 0.998 0.994 0.999 0.998 0.991 0.999 0.999 0.993 

1 2ln( ) 2.5 0.15x 0.25xµ = − +  �%��&��������
�
/A����� 
n=25 0.998 0.995 0.989 0.999 0.997 0.992 0.997 0.994 0.987 0.999 0.996 0.993 

n=50 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

n=75 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

n=100 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
+ Dean (1992),  * Wang ^ Shu Lu (1997) 
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,�	����� 3.4 (,#�)   
 

 Score test statistic 

D11 Q− + 

Adjusted statistic 

D21 Q− + 

Score test statistic 

W11 Q− * 

Adjusted statistic 

W21 Q− * 

δ  0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 

1 2 1 2ln( ) 0.65 0.55x 0.50x 0.15x xµ = − + +  �%��&��������
�
/A���-�� 
n=25 0.596 0.511 0.371 0.705 0.620 0.465 0.593 0.507 0.369 0.694 0.609 0.454 

n=50 0.902   0.858 0.754 0.933 0.900 0.813 0.898 0.848 0.766 0.931 0.886 0.808 

n=75 0.978 0.961 0.918 0.986 0.974 0.940 0.979 0.959 0.924 0.984 0.976 0.944 

n=100 0.985 0.973 0.945 0.989 0.980 0.960 0.990 0.969 0.939   0.993 0.979 0.956 

1 2 1 2ln( ) 3.25 0.65x 0.75x 0.25x xµ = − + +  �%��&��������
�
/A����� 
n=25 0.998 0.995 0.989 0.999 0.997 0.992 0.997 0.994 0.987 0.999 0.996 0.993 

n=50 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

n=75 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

n=100 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
+ Dean (1992),  * Wang ^ Shu Lu (1997) 
  
   A��,�
����� 3.4 ��(��?�A�
B�
/'�%���%� Score test statistic ��/�%� Adjusted 
statistic ?��%����$���,����%����%���� �%� Adjusted statistic ���%� Power of the test ���-����� 1 
�����%��%� Score test statistic ����$�� Dean (1992) ��/$�� Wang ^ Shu Lu (1997) ��/��(��
?�A�
B�$���,����%������,�,%�����?��%� �-�$���,����%����� �%� Adjusted statistic ��/�%� Score 
test statistic ���%� Power of the test ���-����� 1 �����%�$���,����%���-�� 
 
3.4  Robust standard error 

#I,
����
�"���B Robust variance #"�'
�� β̂
%
 ��/ α̂  $�� NB2 #���
�'�P�-

�%����(���A���
��� NB2il& D����	
�#��!��$�� Score vector s
%
 ��/ Observed information matrix 

ˆ ˆI( , )β α
%

 A���
/�����
��D�"����,�� ^ 
��#�� �� (3.3) ��������%�	
/��B Robust variance $��

,����� NB2 ����-�� ˆ ˆ,
ˆ

β α
Λ

%

 �(�  
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1 T 1

NB2i NB2iˆ ˆ,
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ{I( , )} {l ( , )}{l ( , )} {I( , )}− −

β α
Λ = β α β α β α β α∑

%

& &

% % % %
                       (3.6) 

 

��/�%�	
/��B Robust standard error $�� β̂
%
, α̂  �(�
�����#��$��#��!�����#-������C�'���

$�� ˆ ˆ,
ˆ

β α
Λ

%

 �-�,���������� NB2 �	
�,���������I�,-����-� Asymptotic standard error  $�� β̂
%
 

��/ α̂  ���P�-A���
/�����
��D�"� (3.3) ����%�	
/��B Robust standard error $�� β̂
%
 ��/ α̂  A/

��%����>��	
/��B �-���CB#���,�����"��'-�
�#��A���A/�!-�	
��l��BO '��������
,
�A#����

�!- mean ^ variance NB ��� Overdispersed Poisson counts ��@���
,
�A#����������!-�c�(� 
Simulation study 
  !C��"�#���!(�� nb2.fit.robust ����$���$����?(���"���B#���
���,�� ^ 
��#�� (3.3) 

�������"���B ˆ ˆ,

ˆ
β α

Λ
%

 ��/�%�	
/��B Robust standard error $�� β̂
%
, α̂  ��>	
��
� R P�-�#��

��r��`��� $ '��$-� 1. 
 
3.5  Simulation study ! ��	�� Robust standard error 

   ����
�!- Simulation study �?(��������	
��������
/'�%���%�	
/��B Robust 
standard error ��/ Asymptotic standard error $�� β̂

%
 ��/ α̂  ���P�-A����
��(���!-,����� Mean 

^ variance NB ��� Overdispersed Poisson counts �
�P�- �"�������
 ������ 
   1)  A"����$-��I�r���,-��
�A��A� NB2 A"���� R = 5,000 !C� >���!- Working 
models ����#����,�
����� 3.5 ��/�,%�/,����� �!-$���,����%�� n = 25, 50 ��/ 100 $-��I����
A"����P�-���,%�/!C��"���
 fit NB2 >����,���	
��#
/�!%��������� Working models ��/�"���B
�%��&����$�� β̂ , α̂ , Asymptotic standard error, Robust standard error ��/�"���B Unbiased 

standard error A��#I,
 
( )

25000

j j
j 1

ˆ ˆ

5000 1

=

β −β

−

∑
 ��-��"��#���%�����"���BP�-��,�
����� 3.6 ^ 3.9 

      2)  A"����$-��I�r���,-��
�A��A� NB1 A"���� R = 5,000 !C� >���!- Working 
models ����������� 1) �,%�/!C��"���
 fit NB2 ��/�"�������
�!%������������ 1) ����#����,�
��
��� 3.6 ^ 3.9  
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,�	����� 3.5  Working models #"�'
����
A"����$-��I��?(������� Robust variance 
 

,�
��� α  

#�,� �!*� 

"�� µ  


#�!)�!*� 

"�� µ  


#��$���� 

"�� µ  

ln( ) 1.95µ =  1.5 - - 7.029 

1ln( ) 2.5 0.5xµ = +  1.5 4.482 33.115 15.451 

1 2ln( ) 2.5 0.15x 0.25xµ = − +  1.5 0.779 314.190 77.048 

1 2 1 2ln( ) 3.25 0.65x 0.75x 0.25x xµ = − + +  1.5 24.533 121.510 51.567 
 

1x  �(�,���	
�!��	
���B ���%� -2, -1, 0, 1, 2  ��/ 2x  �(�,���	
�!���CBr�? ���%� 1, 0, 0, 1, 1 >��
�,%�/�%�$�� 1x ��/ 2x ��A"����D�"� r = 5, 10, 20 #"�'
�� n = 25, 50, 100 ,���"����  
 

,�	����� 3.6  Parameter estimates (P.est), Asymptotic standard error (A.SE), Robust standard 
                       error (R.SE) ��/ Unbiased standard error estimates (U.SE) �	
��������
/'�%�� 
                       $-��I��������
�A��A� NB2 fit NB2 ���$-��I��������
�A��A� NB1 fit NB2 r���,- 
                       ,����� ln( ) 1.95µ =  
 

"J��)��������	�(��(� NB2 Fit NB2 "J��)��������	�(��(� NB1 Fit NB2 
n β̂

%
, α̂  

P.est A.SE R.SE U.SE P. est A.SE R.SE U.SE 
25 

0β  1.92268 0.24781 0.23946 0.25933 1.94292 0.11654 0.11572 0.11779 

 α  1.43840 0.47407 0.45949 0.54874 0.20308 0.10127 0.09604 0.10248 

50 
0β  1.93262 0.17822 0.17556 0.18287 1.94681 0.08336 0.08306 0.08300 

 α  1.46969 0.33787 0.33084 0.39121 0.20837 0.07234 0.07023 0.07338 

100 
0β  1.94185 0.12716 0.12608 0.12628 1.94846 0.05916 0.05906 0.05888 

 α  1.48642 0.24021 0.23775 0.27336 0.20937 0.05118 0.05033 0.05138 
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,�	����� 3.7   Parameter estimates (P.est), Asymptotic standard error (A.SE), Robust standard 
                        error (R.SE) ��/ Unbiased standard error estimates (U.SE) �	
��������
/'�%�� 
                        $-��I��������
�A��A� NB2 fit NB2 ���$-��I��������
�A��A� NB1 fit NB2 r���,- 
                        ,����� 1ln( ) 2.5 0.5xµ = +  
 

"J��)��������	�(��(� NB2 Fit NB2 "J��)��������	�(��(� NB1 Fit NB2 
n β̂

%
, α̂  

P.est A.SE R.SE U.SE P. est A.SE R.SE U.SE 
25 

0β  2.44558 0.23888 0.23772 0.50189 2.49023 0.08766 0.09647 0.12236 

 
1β  0.46967 0.17477 0.17366 1.09196 0.50582 0.06207 0.06565 0.09807 

 α  1.35727 0.41749 0.40559 0.50429 0.09133 0.05547 0.07467 0.05506 

50 
0β  2.46888 0.17294 0.17308 0.30774 2.49603 0.06255 0.06914 0.07112 

 
1β  0.51238 0.12459 0.12213 0.44607 0.50164 0.04429 0.04714 0.04842 

 α  1.41596 0.30354 0.29751 0.38390 0.09457 0.03793 0.04054 0.04090 

100 
0β  2.48333 0.12461 0.12312 0.12866 2.49881 0.04458 0.04957 0.04990 

 
1β  0.50049 0.08916 0.08635 0.09108 0.50028 0.03160 0.03391 0.03443 

 α  1.46121 0.21953 0.21712 0.26541 0.09734 0.02723 0.02933 0.02923 
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,�	����� 3.8   Parameter estimates (P.est), Asymptotic standard error (A.SE), Robust standard  
                        error (R.SE) ��/ Unbiased standard error estimates (U.SE) �	
��������
/'�%�� 
                       $-��I��������
�A��A� NB2 fit NB2 ���$-��I��������
�A��A� NB1 fit NB2 r���,-  
                       ,����� 1 2ln( ) 2.5 0.15x 0.25xµ = − +  
 

"J��)��������	�(��(� NB2 Fit NB2 "J��)��������	�(��(� NB1 Fit NB2 
n β̂

%
, α̂  

P.est A.SE R.SE U.SE P. est A.SE R.SE U.SE 
25 

0β  2.43379 0.38215 0.35116 0.42637 2.48925 0.12966 0.13013 0.14074 

 
1β  -0.13130 0.17572 0.15125 0.19879 -0.14972 0.05618 0.05236 0.05847 

 
2β  0.20686 0.50218 0.45359 0.57328 0.25114 0.16542 0.16120 0.17341 

 α  1.32091 0.39762 0.38658 0.46214 0.08539 0.04631 0.04566 0.04607 

50 
0β  2.45929 0.27942 0.26673 0.29487 2.49642 0.09431 0.09594 0.10075 

 
1β  -0.14357 0.12724 0.11650 0.13462 -0.15003 0.04102 0.03884 0.04084 

 
2β  0.23922 0.36635 0.34598 0.39118 0.24808 0.12059 0.11862 0.12514 

 α  1.41253 0.29501 0.29003 0.33456 0.09414 0.03369 0.03281 0.03484 

100 
0β  2.48138 0.20093 0.19592 0.20991 2.49698 0.06770 0.06911 0.06997 

 
1β  -0.14698 0.09131 0.08699 0.09593 -0.15040 0.02949 0.02813 0.02861 

 
2β  0.23958 0.26329 0.25547 0.27537 0.25055 0.08663 0.08542 0.08710 

 α  1.45901 0.21339 0.21082 0.23655 0.09861 0.02446 0.02431 0.02498 
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,�	����� 3.9   Parameter estimates (P.est), Asymptotic standard error (A.SE), Robust standard 
                        error (R.SE) ��/ Unbiased standard error estimates (U.SE)  �	
��������
/'�%�� 
                        $-��I��������
�A��A� NB2 fit NB2 ���$-��I��������
�A��A� NB1 fit NB2 r���,- 
                        ,����� 1 2 1 2ln( ) 3.25 0.65x 0.75x 0.25x xµ = − + +  
 

"J��)��������	�(��(� NB2 Fit NB2 "J��)��������	�(��(� NB1 Fit NB2 
n β̂

%
, α̂  

P.est A.SE R.SE U.SE P. est A.SE R.SE U.SE 
25 

0β  3.08633 0.50714 0.42012 0.62027 3.23885 0.11395 0.12526 0.12834 

 
1β  -0.65079 0.71312 0.60361 0.87610 -0.66363 0.14865 0.16027 0.16346 

 
2β  0.80746 0.58648 0.50474 0.71696 0.76016 0.12704 0.13816 0.14167 

 
3β  0.26405 0.73373 0.62375 0.62375 0.26626 0.15210 0.16332 0.16844 

 α  1.27131 0.34736 0.34427 0.42774 0.02657 0.01499 0.01579 0.01421 

50 
0β  3.16514 0.37491 0.34268 0.41832 3.24272 0.08139 0.09107 0.09912 

 
1β  -0.65804 0.52799 0.48579 0.58300 -0.62240 0.10652 0.11397 0.12199 

 
2β  0.78464 0.43408 0.40410 0.48682 0.75502 0.09088 0.10012 0.10776 

 
3β  0.26663 0.54309 0.50076 0.60328 0.25436 0.10896 0.11618 0.12459 

 α  1.38669 0.26348 0.26007 0.33073 0.02787 0.01092 0.01165 0.01209 

100 
0β  3.21538 0.26925 0.25669 0.28488 3.24655 0.05846 0.06678 0.06983 

 
1β  -0.64561 0.37941 0.36515 0.39949 -0.65237 0.07679 0.08298 0.08703 

 
2β  0.75725 0.31182 0.30103 0.33026 0.75233 0.06539 0.07299 0.07620 

 
3β  0.24902 0.39020 0.37603 0.41005 0.25198 0.07857 0.08452 0.08840 

 α  1.42938 0.19053 0.18885 0.26869 0.02978 0.00809 0.00877 0.00875 

 
     A��,�
����� 3.6 ^ 3.9 P�-�%��-��!-,���������I�,-�����$-��I� �(�$-��I�A����
�A�

�A� NB2 ��-�fit NB2 A/�'-�%��&����$�� 0β̂ , 1β̂ , 2β̂ , 3β̂  ��/ α̂  �%����-���������%�?�
����,�
 ���
�"�'��P�-���,%�/ Working model �,%�-��!-,�����P�%�'��/#����$-��I� �!%� fit NB2 ���$-��I�
A����
�A��A� NB1 �'-�%��&����$�� 0β̂ , 1β̂ , 2β̂ , 3β̂ ���%����-���������%�?�
����,�
 ����"�'��P�-
���,%�/ Working model ����-��%� α̂  ��/��(��?�A�
B� Asymptotic standard error, Robust 
standard error ��/ Unbiased standard error estimates  ?��%�$-��I����A"����r���,-��
�A��A� 
NB2 ��-� fit NB2  �'-�%��������(�����,
p������ 3 !������-�������� #%��$-��I�A����
�A��A� 
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NB1 ��-� fit NB2 A/�'-�%� Robust standard error ��/ Unbiased standard error estimates ���-�����
��� �,%���%������%� Asymptotic standard error ���A����� r�?��� 3.1 D����	
���
 �	
��������

/'�%�� Asymptotic standard error ��� Robust standard  error $�� 0β  ��/ 1β  D����"���BP�-A��
$-��I����A"����r���,-��
�A��A� NB1 ����� i 1iln( ) 2.5 0.5xµ = −  ��/α  ��%���� 1.5 A"���� 100 
!C�  �,%�/!C��!-,����%��$��� 100 ��-��"���
 fit NB2 ?��%��%� Asymptotic standard error ��/�%� 
Robust standard error �,�,%����� ��/#%���'.%A/���%� Robust standard error �����%��%� 
Asymptotic standard error  

 
 

`�a��� 3.1   Simulated asymptotic standard error (�) ��/ Simulated robust standard error (�) $��  
                  0β ��/ 1β  #"�'
��$-��I�A����
�A��A� NB1����� i 1iln( ) 2.5 0.5xµ = −  ��/α  = 1.5  
                  ��-� fit NB2 

 

     �������`�A�� Simulation study A���	
�'���p���?���?����A/#
C	P�-�%�#���
��!-
Estimated robust standard error $�� NB2 �(� ˆ ˆ,

ˆ
β α

Λ
%

�	
���
(����(�����
,
�A#���%� Overdispered 

Poisson counts ��������
�A��A���� NB2 '
(�P�% 
 
 

 

 

0β  1β  
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3.6   ��	
���($��,�
��� (Model Diagnostics) 

��
����A&��,�����>���!- half normal plot with simulated envelope #"�'
�� 
normal regression model D����#��>�� Atkinson (1985)  �	
���
,
�A#����
�A��A�$�����
,��-�� (Residual) >����
�"��%�#���I
B $�� Pearson residual ����I��
����"���� (�-�� →  ���) A��
,��������P�- ��/�%�,�"�#C� �%�#I�#C� ��/�%��&����$���%�#���I
B $�� Pearson residual ����"�������

���"������������A��,��������P�-A��$-��I����P�-A����
A"���� 19 !C� ������
����� Half-

normal scores 1 i n

n

− + φ  
 

>����� φ  �(����� !����
�A��A�#/#�$����
�A��A�	
�,���,
p�� 

,%��� Demètrio and Hinde (1997) P�-	
���	
� Half-normal scores $-��,-��	
� 
1 i n 0.125

2n 0.5

− + − φ  + 
 �?(���'-P�-�%�������-���������%����'���$��#��,��"�������$��� �-��%�$�� 

Pearson residual �C��%�$��,���������
�,
�A#�� ��I%�� envelope �#���%�,����������I�,-�� 
,%��� Williams (1987) P�-�#���'-�'c��%�#���
��!- Half normal plot with simulated envelope 
,
�A#�������I�,-��$��,������!���#-�����������P	 >���%�����"����!-����
,
�A#���(� �%�
#���I
B $�� Standardized  deviance residual ����I��
����"���� (�-�� →  ���) $��,����� 
���A������$������%���%� Half normal plot with simulated envelope #���
��!-,
�A#��P�-����$-�
#��,���(���,-�$��,����� ��/ overdispersion (�����%��-����/�%����$�� Standardized deviance 
residual $��,����� ��I%��� upper envelope) P�-�-�� 

#"�'
��,����� NB2 Standardized deviance residual �(� 
 

Dnb2,i

Dnb2,i

ii

r
r

(1 h )

• =
+

                                                     (3.7) 

 

��(�� 
 

      i i
Dnb2,i i i i

i i

ˆy 1 y1
ˆr sgn(y ) 2 y ln y ln

ˆ ˆˆ ˆ1

    + α  = −µ − +     µ α + αµ      
                      (3.8) 

 

iih  �(� Leverage D����	
�#��!������������C�'���$�� 
1 1

T 1 T2 2ˆ ˆ ˆW X(X WX) X W−  $����

����� NB2 Ŵ  �(� Weight matrix ����� ii i i

ˆˆ ˆ ˆw (1 )= + αµ µ  ��/ i i
ˆsgn(y )−µ  �(����� !������"�

�'- Dnb2,ir  ����
(���'����!%��������� i i
ˆy −µ                        
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  Half normal plot with simulated envelope #"�'
��,
�A#��,����� NB2 ��
$���,����
#
-�� ������ 

   1)  Fit ,����� NB2 �"���B�%�#���I
B $�� Dnb2,ir•  ��-��
����"����A���-��P	
��� #��,�����-�� Dnb2,(i)r•  
  2)  A"�����%�$��,���	
 NB2 r���,-$-�#��,��%�,�������$-� 1) �I�,-�� A"����
19 !C� >���'- 1

0 j,i
ˆe ~ ( ,1)−Γ α , j 1,2,...,19= ; i 1, 2,..., n=  �"���B ji 0 j,i

ˆe e= ×α  ��-�
A"���� ji i ji

ˆY ~ Pois( e )µ ��-� jiY  ���P�-�(� ji i
ˆˆY ~ NB2( , )µ α  

3)  Fit ,�����>���!-,���	
,��A��$-� 2) ��/�!-,���	
��#
/!C���������,��
�����$-� 1) �"���B�%�#���I
B $�� Standardized deviance residual ��-��
����"����A���-��P	
��� ��/����-�� *

j(D,i)r , j 1,2 ,...,19= , i 1, 2,..., n=  
      4)   �"���B�%�,�"�#C� �%�#I�#C� ��/�%��&���� $�� *

j(D,i)r   
      5)  ?�c�,�%� Dnb2,(i)r•  �%�,�"�#C� �%�#I�#C� ��/�%��&���� $�� *

k(i)d  ����%� Ha l f - 

normal scores 1 i n 0.125

2n 0.5

− + − φ  + 
 (Demètrio and Hinde, 1997) 

 

   ��
,
�A#�������I�,-��$��,�����>�� Half normal plot with simulated 
envelope ?�A�
B��
�� Half normal plot $�� NB2 �-����%� Standardized deviance residual ���P�-
A����
 fit ,������C��%���I%r�����#-�	/$���%��&����$�� Standardized deviance residual ���P�-
A����
 simulate P�%���%� Standardized deviance residual ���P�-A����
 fit ,�����,������I%����#-� 
Upper envelope ��/ lower envelope A/P�-�%� NB2 �	
�,���������'��/#����$-��I�������#C�   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


