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บทคัดยอ 
 
 ในปจจุบันไมโคร-นาโนเทคโนโลยีไดมีบทบาทอยางมากในทุกๆแขนงวิชา ซึ่งรวมไป
ถึงศาสตรทางวิศวกรรมโครงสรางดวย ทําใหงานวิจัยทางโครงสรางใหมๆ ไดมีการศึกษาและพัฒนาให
มีความเก่ียวพันธกับไมโคร-นาโนเทคโนโลยี ดังนั้นในงานวิจัยนี้จะเปนการสรางแบบจําลองโครงสราง
ขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบอีลาสติก โดยมีแบบจําลองโครงสรางคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปร
เปนตนแบบในการสรางแบบจําลองในงานวิจัยนี้ แบบจําลองโครงสรางขนาดเล็กในงานวิจัยนี้จะเปน
แบบจําลองที่ใชผลเฉลยท่ีถูกตองของสมการอนุพันธในระบบโครงสรางในการสรางแบบจําลอง และใช
ทฤษฎีวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็กสองทฤษฎีรวมกันในการอธิบายพฤติกรรมของคาน รวมไปถึงการ
จําลองพฤติกรรมของชั้นรองรับทั้งแบบเชิงเสนและแบบไมเชิงเสน ซึ่งจากผลการศึกษาพบวา 
แบบจําลองโครงสรางขนาดเล็กในงานวิจัยนี้ทําใหโครงสรางมีความแข็งมากกวาแบบจําลองโครงสราง
พ้ืนฐานเมื่อรับแรงกระทํา และยิ่งโครงสรางมีขนาดเล็กลงหรือชั้นรองรับมีความออนตัวมากยิ่งขึ้น 
ความแตกตางระหวางผลที่ไดจากแบบจําลองในงานวิจัยนี้และแบบจําลองโครงสรางพื้นฐานจะยิ่งมีคา
มากข้ึน นอกจากนี้ชั้นรองรับท่ีมีพฤติกรรมแบบไมเชิงเสนจะสงผลใหโครงสรางมีความแข็งมากกวาชั้น
รองรับที่มีพฤติกรรมแบบเชิงเสน 
 

คําหลัก: แบบจําลองโครงสรางบนชั้นรองรับ, ไมโคร-นาโนเมตร, ชั้นรองรับแบบเชิงเสน, ชั้นรองรับ
แบบไมเชิงเสน 
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ABSTRACT 
 

 In recent years, micro-nano technology has found many applications in science 

and engineering fields as well as in structural engineering. Therefore, the micro-nano 

sized beam-elastic substrate element models have been developed in this research. 

The modified couple stress and the nonlocal elastic theories are employed to 

account of the core-sized effect while the surface elastic theory is used to capture 

the surface-layer effect. The interaction between the beam and the substrate is 

represented by the Winkler-foundation model and Van der Waals force theory for 

linear and nonlinear behavior, respectively. Due to similarity between the beam on 

Winkler-Pasternak foundation and the models in this research, the procedure of 

“natural” beam on Winkler-Pasternak foundation is employed to develop beam on 

linear elastic substrate models. The finite-element method is employed to obtain 

the beam on nonlinear elastic substrate model. Two numerical examples for each 

model are used to study the characteristics and behaviors of beam substrate system.  

Keywords: Beam-elastic substrate element, micro / nano-sized, linear substrate, 
nonlinear substrate. 



 

 

(7)

กิตติกรรมประกาศ 

 

  ขอขอบคุณ ศาสตราจารย ดร.สุชาติ ลิ่มกตัญู อาจารยท่ีปรึกษาวิทยานิพนธที่ได

กรุณาให ความรู คําปรึกษา และชี้แนะแนวทางแกผูวิจัยเปนอยางดี ตลอดการปฏิบัติงานวิจัยชิ้นน้ี 

  ขอขอบคุณ ผูชวยศาสตราจารย ดร. ณัฐพงศ ดํารงวิริยะนุภาพ ประธานกรรมการ 

และ รองศาสตราจารย ดร. วรพจน ประชาเสรี, ผูชวยศาสตราจารย ดร.ภาสกร ชัยวิริยะวงศ และ 

ดร.วิชัยรัตน แกวเจือ กรรมการสอบวิทยานิพนธ ที่กรุณาใหคําแนะนําและขอเสนอแนะที่เปน

ประโยชนใหงานวิจัยชิ้นน้ีใหมีความสมบูรณยิ่งข้ึน 

  ขอขอบคุณ บัณฑิตวิทยาลัย มหาวิทยาลัยสงขลานครินทร ที่ไดใหการสนับสนุน

ทุนการศึกษาในระดับปริญญาเอกนี้ 

ขอบคุณ นายวรเทพ แซลอง นักศึกษาปริญญาเอก สาขาวิศวกรรมโยธา ภาควิชา

วิศวกรรมโยธา คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยสงขลานครินทร ที่ไดใหความชวยเหลือ คอย

ชี้แนะและใหคําปรึกษาทางดานการใชโปรแกรม FEAP เปนอยางดี 

  สุดทายน้ี สิ่งสําคัญสุด ที่ทําใหมีขาพเจาในวันนี้ พระคุณของบิดามารดา กําลังใจและ

แรงผลักดันจากภรรยาและบุตร รวมไปถึงสมาชิกทุกคนในครอบครัวท่ีคอยหวงใย และคอยผลักดันจน

ขาพเจาสําเร็จการศึกษา ซึ่งขาพเจาจะระลึกถึงบุคคลเหลานี้อยูในใจตลอดไป 

 

 

ทักษกร  พรบุญญานนท 



(8) 

 

สารบัญ 

หนา 

สารบัญ            (8) 

รายการภาพประกอบ            (10) 

รายการสัญลักษณ         (11) 

รายการผลงานตีพิมพในวิทยานิพนธ       (13) 

บทที่ 

 1. บทนํา            1 

 1.1 ที่มาของงานวิจัย          1 

 1.2 การสืบคนเอกสาร          2 

 1.3 วัตถุประสงค           4 

 2. ทฤษฎีที่ใชในการสรางแบบจําลอง         5 

 2.1 ทฤษฎีโครงสรางคาน (Euler-Bernoulli beam)       5 

 2.2 ทฤษฎีโครงสรางขนาดเล็ก           6 

  2.2.1 Modified couple stress theory       6 

  2.2.2 Nonlocal elasticity theory       7 

  2.2.3 Surface elasticity theory        8 

2.3 ทฤษฎีชั้นรองรับ            8 

  2.3.1 Winkler-foundation theory       8 

  2.3.2 Van der Waals force theory        9 

 3. แบบจําลองคานบนชั้นรองรับ        10 

 3.1 แบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปร      10 

 3.2 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับในงานวิจัย     12 

  3.2.1 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน    13 

  3.2.2 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสน    20 

 4. การวิเคราะหโครงสราง         23 

 4.1 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน     23 

  4.1.1 แบบจําลองที่ 1         23 

(Modified couple stress and Surface elastic theories) 

4.1.1 แบบจําลองที่ 2         29 

(Nonlocal elastic and Surface elastic theories) 



(9) 

 

สารบัญ (ตอ) 

หนา 

4.1.3 คานขนาดใหญบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน      34 

4.2 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสน     35 

 5. สรุปผลการวิจัย          39 

 เอกสารอางอิง          41 

 ภาคผนวก           45 

 การเผยแพรผลงานวิทยานิพนธ        51 

 ประวัติผูเขียน          85 



(10) 

 

 

รายการภาพประกอบ 

รูปท่ี                 หนา 

 2.1  พฤติกรรมการเปลี่ยนรูปของคาน Euler-Bernoulli beam     5 

 3.1  ระบบคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปร       10 

 3.2  แบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบตัวแปรเดียว      13 

 4.1 คานยื่นบนชั้นรองรับแบบเชิงเสนรับแรงกระทําที่ปลาย     24 

 4.2(ก)  พฤติกรรมของคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน, 1 0.2k      25 

 4.2(ข)  พฤติกรรมของคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน, 1 1k      25 

 4.2(ค)  พฤติกรรมของคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน, 1 5k      26 

 4.2(ง)  พฤติกรรมของคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน, 1 10k      26 

 4.2(จ)  พฤติกรรมของโครงสรางตอความแข็งแกรงของชั้นรองรับและขนาดหนาตัด   27 

 4.3(ก)  ขนาดหนาตัดคานตออัตราสวนความชะลูดของโครงสราง     28 

 4.3(ข)  ผลเน่ืองจากแกนโครงสรางตออัตราสวนความชะลูดของโครงสราง    28 

 4.3(ค)  ผลเน่ืองจากผิวโครงสรางตออัตราสวนความชะลูดของโครงสราง    29 

 4.4  คานยื่นบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน รับแรงกระทําท่ีปลายคาน    30 

 4.5(ก)  พฤติกรรมการรับแรงของโครงสรางตอความแข็งแกรงของชั้นรองรับ   31 

 4.5(ข)  การโกงตัวของคานของแบบจําลองตางๆ       31 

 4.6(ก)  อัตราสวนระหวางชั้นผิวโครงสรางตอขนาดหนาตัดคาน  S BA A     32 

 4.6(ข)  อัตราสวนระหวาง Nonlocal parameter ตอขนาดหนาตัดคาน  0e a h    33 

 4.6(ค)  ผลเน่ืองจากชั้นผิวโครงสรางตอการโกงตัวของคาน     33 

 4.6(ง)  ผลเน่ืองจากแกนโครงสรางตอการโกงตัวของคาน      34 

 4.7  คานยื่นขนาดใหญบนช้ันรองรับแบบเชิงเสน       35 

 4.8  การโกงตัวของคานเปรียบเทียบกับแบบจําลองพ้ืนฐาน     35 

 4.9(ก)  การโกงตัวของคานบนชั้นรองรับในแบบจําลองตางๆ     36 

 4.9(ข)  อัตราสวน Nonlocal parameter ตอขนาดหนาตัดคาน     37 

 4.10(ก) การโกงตัวของคานตอแรงกระทําขนาดตางๆ       38 

 4.10(ข) Contact stiffness ของคานตอแรงกระทําขนาดตางๆ     38 

 

 



(11) 

 

รายการสัญลักษณ 

 

 ,xu x y   = Beam deformation in x direction 

 ,yu x y  = Beam deformation in y direction 

 ,zu x y  = Beam deformation in z direction 

 v x   = Beam deflection 

,     = Normal stress and normal strain tensors 
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endK   = Contact stiffness 
end
core surfK   = Contact stiffness account for both core and surface effects 
end
coreK   = Contact stiffness account for only core size effect 
end
surfaceK   = Contact stiffness account for only surface effect 

1k   = Normalized substrate stiffness 

P   = Normalized concentrated force 

 



(13) 
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บทท่ี 1 

บทนํา 
 

 

1.1 ท่ีมาของงานวิจัย 

 

 แบบจําลองโครงสรางคานบนชั้นรองรับไดมีการศึกษาวิจัยและประยุกตใชในงานทางดาน

วิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตรกันอยางแพรหลายในอดีตจนถึงปจจุบัน ไมวาจะเปนการสราง

แบบจําลองของโครงสรางคานบนชั้นรองรับเพ่ือใชในการวิเคราะหคุณสมบัติพ้ืนฐานของโครงสราง

และพฤติกรรมการตอบสนองตอแรงกระทําของโครงสราง รวมไปถึงการพัฒนาและปรับปรุง

แบบจําลอง การประยุกตใชทฤษฎีหลากหลายทฤษฎีรวมกันในแบบจําลอง เพ่ือทําใหแบบจําลองมี

ความถูกตองและใหผลลัพธที่ดีมากยิ่งขึ้น ตัวอยางเชน การวิเคราะหคาบการสั่นพื้นฐาน การดัด และ

การบิดตัวของคานบนชั้นรองรับ [1], คาบการสั่นพื้นฐานของคานโคงบนชั้นรองรับ [2], แบบจําลอง

โครงสรางคานบนชั้นรองรับที่มีหนาตัดของคานไมคงที่สําหรับการวิเคราะหการดัดตัวและการสั่นของ

คาน [3], แบบจําลองไฟไนตอิลิเมนตของคานบนชั้นรองรับแบบตัวแปรเดียว [4], พฤติกรรมการ

ตอบสนองของคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปรโดยใชแบบจําลองไมเชิงเสน [5], แบบจําลองคานบน

ชั้นรองรับโดยใชทฤษฎีคานสองทฤษฎีรวมกัน [6], เปนตน  

แตในปจจุบัน ไมโคร/นาโนเทคโนโลยี ไดมีบทบาทมากยิ่งขึ้นในทุกๆ แขนง แนวคิดใน

งานวิจัยโครงสรางคานบนช้ันรองรับจึงไดมีการปรับปรุงและไดรับความสนใจในการวิเคราะหผลของ

ขนาดโครงสรางเพิ่มเติมเขามา หลายงานวิจัยในปจจุบันไดทําการวิเคราะหแบบจําลองโครงสรางคาน

ที่มีขนาดเล็กในระดับ ไมโคร/นาโนเมตร เพ่ือศึกษาคุณสมบัติพื้นฐานของโครงสราง และพฤติกรรม

การตอบสนองของโครงสรางตอแรงกระทํา แตโดยสวนมากจะเปนการวิเคราะหโครงสรางขนาด ไม

โคร/นาโนเมตร โดยมีทฤษฎีที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็กเพียงทฤษฎีเดียว และไมไดคิดผล

ของชั้นรองรับรวมเขาไปดวย หรือไมก็จะเปนการสรางแบบจําลองคานบนชั้นรองรับขนาด ไมโคร/นา

โนเมตร โดยใชทฤษฎีการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็กเพียงทฤษฎีเดียว เพื่อวิเคราะหคุณสมบัติ

พ้ืนฐานตางๆ เชน การสั่นของโครงสรางแบบอิสระ (Free vibration) หรือแรงโกงเดาะประลัย 

(Critical buckling load) เปนตน โดยในงานวิจัยสวนมาก จะไมไดกลาวถึงผลของชั้นรองรับท่ีมีตอ

พฤติกรรมของโครงสราง หรือผลเนื่องจากขนาดโครงสรางตอพฤติกรรมของโครงสราง นอกจากนี้ใน

การวิเคราะหและวิจัยแบบจําลองโครงสรางขนาดเล็กท่ีคิดผลของขนาดโครงสรางรวมดวย จะทําการ

ทดสอบโดยใชโครงสรางจริงน้ันเปนไปไดยากมาก เนื่องมาจากขนาดของโครงสรางท่ีเล็กมาก ดังนั้นใน

งานวิจัยทั่วไปจะเปนการศึกษาวิเคราะหโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการสรางแบบจําลอง และ
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สวนมากจะเปนแบบจําลองโครงสรางท่ีใชสมการรูปรางของคานเปนสมการประมาณ เชน สมการพหุ

นามกําลังสองหรือกําลังสาม เปนตน ซึ่งไมไดเปนสมการรูปรางที่แมนตรง (Exact shape function) 

ที่คํานวณจากผลเฉลยที่ถูกตอง (Exact solution) ของสมการอนุพันธในระบบโครงสราง 

ดังน้ันในงานวิจัยนี้ จะเปนการสรางแบบจําลองโครงสรางคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับ โดยใช

ทฤษฎีวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็กรวมกันสองทฤษฎีในการอธิบายพฤติกรรมของคาน และใชทฤษฎี

ชั้นรองรับท้ังแบบเชิงเสนและไมเชิงเสนในการอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับ เพ่ือศึกษาและ

วิเคราะหผลของขนาดโครงสรางและผลของชั้นรองรับตอพฤติกรรมการตอบสนองของโครงสรางใน

การรับแรงกระทําภายนอก โดยใชสมการรูปรางท่ีแมนตรงจากผลเฉลยที่ถูกตองของสมการอนุพันธใน

ระบบโครงสรางในการสรางแบบจําลองของโครงสราง และเปรียบเทียบกับแบบจําลองโครงสรางท่ี

ไมไดวิเคราะหในสวนของขนาดโครงสราง 

 

1.2 การสืบคนเอกสาร 

 

 ในการศึกษาและวิเคราะหโครงสรางที่มีขนาดเล็กทางภาคปฏิบัติเปนไปไดยากมาก นักวิจัย

สวนมากจึงใชวิธีทางระเบียบวิจัยเชิงตัวเลข (Numerical method) ในการสรางแบบจําลองเพื่อใช

วิเคราะหรวมกับทฤษฎีในการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็ก ซึ่งทฤษฎีที่ใชในการวิเคราะหโครงสราง

ขนาดเล็กไดมีการนําเสนอและตีพิมพในผลงานทางวิชาการหลากหลายทฤษฎี ยกตัวอยางเชน 

Modified couple stress theory, Nonlocal elastic theory, Surface elastic theory เปนตน 

โดย Modified couple stress theory และ Nonlocal elastic theory เปนทฤษฎีที่ ใช ในการ

อธิบายพฤติกรรมของโครงสรางโดยคํานึงถึงผลของความเคน (Stress) และความเครียด (Strain) 

ภายในท่ีเกิดข้ึนเนื่องมาจากขนาดโครงสรางท่ีเล็กลง ในสวนของทฤษฎ ีSurface elastic theory นั้น

จะเปนทฤษฎีที่ใชในการอธิบายแรงเฉือนที่เกิดขึ้นบนชั้นผิวของโครงสราง (Surface Layer) ใน

โครงสรางท่ีมีขนาดเล็ก 

 Yang et al. [7] ไดเสนอทฤษฎี Modified couple stress theory เพื่อใชในการวิเคราะห

โครงสรางท่ีมีขนาดเล็ก โดยทฤษฎีนี้จะคิดผลเนื่องจากขนาดของโครงสรางบนหลักการของทฤษฎี

พลังงานความเครียดของโครงสราง (Strain energy theory) ซึ่งหลักการของทฤษฎีนี้นิยมใชกันอยาง

แพรหลายในการวิเคราะหโครงสรางท่ีมีขนาดเล็กในระดับ ไมโครเมตร ตัวอยางเชน Koiter [8] ได

สรางแบบจําลองของโครงสรางคานโดยคิดผลเน่ืองจากขนาดโครงสรางรวมดวย, Mindlin [9] ได

เสนอสมการสองทิศทางสําหรับวัสดุที่มีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง (Isotropic material) โดยคิด

ผลเนื่องจากขนาดโครงสราง เพ่ือใชในการวิเคราะหผลของขนาดโครงสรางตอผลของความเขมของ

ความเคน (Stress concentration), Mindlin [10] และ Toupin [11] ไดเสนอแบบจําลองของวัสดุท่ี
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มีพฤติกรรมเชิงเสนโดยคิดผลเนื่องจากขนาดโครงสราง, Ma et al. [12-13] ไดปรับปรุงทฤษฎี 

Reddy-Levinson beam และ Mindlin plate โดยคิดผลเน่ืองจากขนาดโครงสรางรวมดวย 

 นอกเหนือจากทฤษฎี Modified couple stress theory ที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางที่มี

ขนาดเล็กแลว ยังมีอีกหนึ่งทฤษฎีที่นิยมใชในการวิเคราะหโครงสรางที่มีขนาดเล็กน่ันคือ Nonlocal 

elastic theory เสนอโดย Eringen [14-15] ซ่ึงทฤษฎีนี้ จะเปนการปรับปรุงกฎของ Hook (Hook’s 

law) โดยคิดผลเนื่องจากขนาดโครงสรางเพ่ิมเติมเขาไปในสมการความสัมพันธระหวางความเคนและ

ความเครียด (Stress-strain relation) โดยทฤษฎีน้ี นิยมใชในการวิเคราะหโครงสรางท่ีมีขนาดใน

ระดับ นาโนเมตร ตัวอยางเชน Yang และ Lim [16] ไดเสนอแบบจําลองโครงสรางคานขนาดเล็กบน

หลักการของทฤษฎีคาน Timoshenko beam ในการวิเคราะหการสั่นแบบอิสระของโครงสราง, 

Alshorbagy et al. [17] ไดเสนอแบบจําลองไฟไนตอิลิเมนตบนหลักการของทฤษฎีคาน Euler-

Bernoulli beam โดยคิดผลเน่ืองจากขนาดของโครงสรางท่ีเล็กลงรวมดวย, Pradhan [18] ปรับปรุง

แบบจําลองไฟไนอิลิเมนตบนหลักการของทฤษฎีคาน Euler-Bernoulli beam และ Timoshenko 

beam โดยคิดผลเนื่องจากขนาดของโครงสราง, Reddy [19] ปรับปรุงทฤษฎีคานโดยคิดผลเน่ืองจาก

ขนาดท่ีเล็กลงของโครงสราง เพ่ือใชในการวิเคราะหการโกงตัว การดัดตัว และคาคาบการสั่นพื้นฐาน

ของโครงสราง 

 นอกเหนือจากขนาดของโครงสรางท่ีเล็กลงจนสงผลตอพฤติกรรมในการรับแรงกระทําของ

โครงสราง ยังมีแรงท่ีเกิดขึ้นในชั้นผิวโครงสรางที่สามารถสงผลตอพฤติกรรมของโครงสรางได ซึ่งใน

กรณีที่โครงสรางมีขนาดใหญ แรงที่เกิดขึ้นบนชั้นผิวโครงสรางจะไมมีความสําคัญ เน่ืองจากอัตราสวน

ระหวางช้ันผิวของโครงสราง (Surface layer) และหนาตัดโครงสราง (Bulk area) มีอัตราสวนที่นอย

มาก แตเมื่อโครงสรางมีขนาดที่เล็กลงมากในระดับ ไมโคร/นาโนเมตร อัตราสวนนี้จะมีคามากขึ้นนั่น

หมายถึงแรงที่เกิดขึ้นบนชั้นผิวจะมีอิทธิพลมากขึ้น และจะสงผลตอพฤติกรรมของโครงสรางในการรับ

แรงกระทําภายนอกมากขึ้นเชนกัน Gurtin และ Murdoch [20-21] ไดเสนอทฤษฎี Surface elastic 

theory เพื่อใชในการวิเคราะหโครงสรางท่ีมีขนาดเล็กมาก ซึ่งทฤษฎีนี้จะนิยมใชรวมกันกับทฤษฎีอ่ืนท่ี

ใชในการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็ก ตัวอยางเชน Gao และ Mahmoud [22] ปรับปรุงแบบจําลอง

คาน  Euler-Bernoulli beam โดย ใช ทฤษฎี  Modified couple stress theory และ Surface 

elastic theory รวมดวย, Shaat et al. [23] ปรับปรุงแบบจําลอง Kirchhoff plate โดยคิดผล

เนื่องจากขนาดโครงสรางบนพ้ืนฐานของทฤษฎี Modified couple stress theory และ Surface 

elastic theory, Malekzadah และ Shojaee [24], Eltaher et al. [25] ไดศึกษาคาบการสั่ น

พ้ืนฐานของโครงสรางคาน โดยคิดผลเนื่องจากขนาดของโครงสรางบนหลักการของทฤษฎี Nonlocal 

elastic theory และ Surface elastic theory  
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 ซึ่งทั้งสามทฤษฎีท่ีไดกลาวไปน้ัน จะเปนทฤษฎีท่ีนิยมใชในการอธิบายพฤติกรรมของคานใน

การวิเคราะหโครงสรางที่มีขนาดเล็ก ในระดับ ไมโคร/นาเมตร ในสวนของชั้นรองรับคานในงานวิจัยน้ี 

จะกําหนดใหชั้นรองรับมีพฤติกรรมท้ังแบบเชิงเสน (Linear) และแบบไมเชิงเสน (Nonlinear) ซึ่งใน

ชั้นรองรับที่มีพฤติกรรมแบบเชิงเสน งานวิจัยนี้จะใชทฤษฎีชั้นรองรับแบบตัวแปรเดียว Winkler-

foundation theory เสนอโดย Winkler [26] โดยทฤษฎีนี้จะอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับใน

รูปแบบของสปริงท่ีมีความอิสระตอกัน และนิยมใชในการสรางแบบจําลองโครงสรางบนชั้นรองรับ

แบบงาย ตัวอยางเชน Zhaohua and Cook [27] สรางแบบจําลองของคานบนชั้นรองรับทั้งแบบตัว

แปรเดียวและสองตัวแปร, Limkatanyu et al. [28] สรางแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบ 1 ตัว

แปร โดยใชสมการโกงตัวของคานจากผลเฉลยแมนตรงของสมการในระบบโครงสราง เปนตน ซึ่ง

โดยทั่วไปแลวชั้นรองรับแบบตัวแปรเดียว จะใหผลท่ีไมคอยแมนยําเทาท่ีควรเนื่องจากเปนแบบจําลอง

แบบงาย แตในงานวิจัยนี้จะสรางแบบจําลองโดยคิดผลของแรงเฉือนในชั้นผิวโครงสรางดวย สงผลใหมี

พฤติกรรมคลายกับชั้นรองรับแบบสองตัวแปร ทําใหผลที่ไดจากแบบจําลองในงานวิจัยน้ีมีความ

ถูกตองมากยิ่งขึ้น ในสวนของชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนในงานวิจัยนี้จะใชทฤษฎีแรงแวนเดอรวาลล 

Van der Waal force theory ในการอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับ ซึ่งทฤษฎีน้ีจะอยูบนหลักการ

ของ Lennard-Jones [29] ซึ่งทฤษฎีนี้จะอธิบายความสัมพันธของแรงระหวางอะตอมแบบไมเชิงเสน 

โดยสวนมากจะใชในการอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับในโครงสรางที่มีขนาด ไมโคร/นาโนเมตร 

ตัวอยางเชน Mahdavi et al. [30-31] ศึกษา การสั่นของทอคารบอนท่ีหุมดวยพอลิเมอรทั้งแบบ 1 

ชั้น และ 2 ชั้น, He et al. [32] คิดผลของแรงแวนเดอรวาลลในการวิเคราะหการโกงเดาะของทอ

คารบอน, Mahdavi et al. [33] สรางแบบจําลองแผนกราฟน (Graphene sheet) ท่ีหุมดวยพอลิ

เมอร, Khosrozadeh and Hajabasi [34] วิเคราะหการสั่นของทอคารบอนโดยคิดผลของแรงแวน

เดอรวาลลรวมดวย เปนตน 

 

1.3 วัตถุประสงค 

 

 1. ศึกษาและพัฒนาแบบจําลองโครงสรางคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับ โดยคิดผลของขนาด

โครงสรางตอพฤติกรรมของโครงสรางรวมดวย 

 2. วิเคราะหผลเนื่องจากขนาดของโครงสรางตอพฤติกรรมในการรับแรงกระทําภายนอกของ

โครงสราง 

 3. วิเคราะหผลเนื่องจากช้ันรองรับตอพฤติกรรมในการรับแรงกระทําของโครงสราง 

 4. เปรียบเทียบผลท่ีไดจากแบบจําลองในงานวิจัยน้ีกับผลที่ไดจากแบบจําลองอ่ืนๆ 
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บทท่ี 2 

ทฤษฎีท่ีใชในการสรางแบบจําลอง 

 

 

 งานวิจัยนี้จะเปนการสรางแบบจําลองโครงสรางคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับที่มีขนาดในระดับ 

ไมโคร/นาโนเมตร ซึ่งจะใชทฤษฎี Euler-Bernoulli beam ในการอธิบายพฤติกรรมของโครงสราง

คานและจะคิดผลเนื่องจากขนาดของโครงสรางรวมในแบบจําลองดวย โดยทฤษฎีที่ใชในการวิเคราะห

พฤติกรรมโครงสรางขนาดเล็ก คือ Modified couple stress theory, Nonlocal elastic theory, 

และ Surface elastic theory ในสวนของชั้นรองรับในงานวิจัยน้ีจะพิจารณาพฤติกรรมของชั้น

รองรับสองลักษณะคือ ชั้นรองรับแบบเชิงเสน โดยจะใชทฤษฎี Winkler foundation theory ในการ

อธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับ และชั้นรองรับแบบไมเชิงเสน ซึ่งจะใชทฤษฎี Van der Waals 

force theory ในการอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับ 

 

2.1 ทฤษฎีโครงสรางคาน (Euler-Bernoulli beam) 

 
รูปที่ 2.1 พฤติกรรมการเปลี่ยนรูปของคาน ทฤษฎี Euler-Bernoulli beam 

ทฤษฎีคาน Euler-Bernoulli beam เปนทฤษฎีท่ีอธิบายพฤติกรรมการโกงตัวของโครงสราง

คานภายใตแรงกระทํา โดยมีสมมุติฐานคือ การเปลี่ยนรูปของโครงสรางมีขนาดเล็กและหนาตัดของ

โครงสรางยังคงเปนระนาบเดิม ซึ่งลักษณะของการเปลี่ยนรูปของโครงสรางเม่ือรับแรงกระทําแสดงดัง

รูปที่ 2.1 โดยมีนิยามคาการเปลี่ยนรูปในทิศทางตางๆดังน้ี 
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โดย  yxux , ,  ,yu x y ,  ,zu x y  คือคาการเปลี่ยนรูปของโครงสรางในแนวแกน x, y, 

และ z ตามลําดับ,  xv  คือคาการโกงตัวของคาน จากนิยามการเปลี่ยนรูปของโครงสรางสามารถหา

คาความเคนและความเครียดที่เกิดขึ้นในโครงสรางได ตามทฤษฎีคาน Euler-Bernoulli beam คา

ความเคนและความเครียดท่ีเกิดขึ้นมีนิยามดังนี้ 

 ijjiij

ijijkkij

uu ,,
2

1

2









       (2.2) 

 โดย ,ij ij  คือ ความเคนและความเครียดพ้ืนฐานของโครงสรางตามลําดับ (Normal stress 

and normal strain), ij คือ Kronecker delta, ,   คือ คาคงท่ีของลามี (Lame’s constants) 

มีนิยามดังนี้ 
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E

E

       (2.3) 

 โดย E  คือ คาโมดูลัสของยัง (Young’s modulus),   คือ อัตราสวนปวซองค (Poisson’s 

ratio) แทนคาสมการ (2.1) ในสมการ (2.2) ดังนั้นคาความเคนและความเครียดของโครงสราง (Non-

zero terms) สามารถเขียนไดดังน้ี 
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    (2.4) 

 

2.2 ทฤษฎีโครงสรางขนาดเล็ก 

 

2.2.1 Modified couple stress theory 

 ทฤษฎี Modified couple stress theory ไดถูกนําเสนอโดย Yang et al. [7] ซึ่งทฤษฎีน้ีจะ

คิดผลเนื่องจากขนาดของโครงสรางบนหลักการของทฤษฎีพลังงานความเครียด (Strain energy 

theory) โดยจะเพิ่มคาความเคนและความความเครียดที่เกิดขึ้นในโครงสรางเนื่องจากขนาดของ

โครงสรางในสมการพลังงานความเครียดรวมของโครงสราง มีนิยามดังน้ี 

 
1

: :
2

U dV


  σ ε m χ       (2.5) 
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 โดย U คือ พลังงานความเครียดรวมของโครงสราง, ,σ ε  คือ ความเคนและความเครียด

พ้ืนฐานของโครงสรางตามลําดับ, ,m χ  คือ ความเคนและความเครียดท่ีเกิดขึ้นเน่ืองจากขนาดของ

โครงสรางตามลําดับ มีนิยามดังนี้ 

 ijjiij

ijij lm

,,

2

2

1

2









       (2.6) 

 โดย l  คือ คาความยาวเฉพาะของวัสดุ (Material length-scale) และสามารถหาไดจากการ

ทดลอง,   คือ คามุมบิดของโครงสราง มีนิยามดังนี้ 

jkijki ue ,
2

1
         (2.7) 

 โดย ijke คือ permutation symbol พิจารณานิยามการเปลี่ยนรูป สมการ (2.1) และนิยาม

ความเคนและความเครียดสมการ (2.6) ดังนั้น คาความเคนและความเครียดเนื่องจากขนาดของ

โครงสราง (Non-zero terms) ในระนาบสามารถเขียนไดดังนี้ 
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2.2.2 Nonlocal elastic theory 

 Eringen [14-15] ได เสนอทฤษฎี  Nonlocal elastic theory เพื่ อ ใช ในการวิ เคราะห

โครงสรางที่มีขนาดเล็ก ซึ่งทฤษฎีนี้จะปรับปรุงทฤษฎีกฎของฮุกค (Hook’s law) โดยคิดผลเนื่องจาก

ขนาดของโครงสรางรวมดวย นิยามของทฤษฎีนี้กลาววาคาความเคนท่ีเกิดขึ้นในโครงสรางจะไมเปน

อัตราสวนโดยตรงกับคาความเครียดท่ีจุดน้ันแตจะขึ้นอยูกับคาความเครียดของทั้งโครงสราง ซึ่ง

สามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

  2 2
01 NLE e a            (2.9) 

 โดย ,   คือ ความเคนและความเครียดพื้นฐานของโครงสราง, NL  คือ ความเคนของ

โครงสรางท่ีคิดผลเน่ืองจากขนาดของโครงสรางรวมดวย,   คือ (Gradient operator),  0e a  คือ 

คา nonlocal parameter ของวัสดุหาไดจากการทดลอง 

 

2.2.3 Surface elastic theory 

 Gurtin และ Murdoch [20-21] ไดเสนอทฤษฎี Surface elastic theory ในการวิเคราะห

โครงสรางท่ีมีขนาดเล็ก ซ่ึงทฤษฎีนี้จะอธิบายแรงเฉือนที่เกิดขึ้นในชั้นผิวของโครงสรางในการวิเคราะห
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พฤติกรรมการรับแรงกระทําของโครงสราง โดยในกรณีแบบจําลองคานแบบสองมิติ (Planar model) 

ความเคนเฉือนท่ีเกิดขึ้นในชั้นผิวของโครงสรางสามารถนิยามไดดังนี้ 

   0 0 0 , 0 , , 0 ,

0 ,n n

u u u u

u

         

 

      

 

       


  (2.10) 

 โดย   คือ ความเคนเฉือนที่เกิดขึ้นในทิศทางเดียวกับผิวโครงสราง, n  คือ ความเคน

เฉือนท่ีเกิดขึ้นในทิศทางตั้งฉากกับผิวโครงสราง, 0 0,   คือ คาคงที่ของวัสดุผิวโครงสรางสามารถหา

ไดจากการทดลอง, 0  คือ คาความเคนเฉือนคงคางที่ผิวโครงสราง (Residual surface stress) 

แทนคาสมการการเปลี่ยนรูปของโครงสรางคาน สมการ (2.1) ลงในสมการ (2.10) จะได

ความเคนเฉือนท่ีเกิดขึ้นในระนาบ  ,x y  ดังนี้ 
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      (2.11) 

 โดย  ,xx x y  คือ ความเคนเฉือนในแนวเดียวกับระนาบผิวโครงสราง,  nx x คือ ความ

เคนเฉือนในแนวต้ังฉากกับระนาบผิวโครงสราง, S
xxE  คือ คาอิลาสติกของชั้นผิวโครงสราง (Surface 

elastic modulus), yn  คือ ยูนิต-เวกเตอรในทิศทางแกน y 

 

2.3 ทฤษฎีชั้นรองรับ 

 

2.3.1 Winkler foundation theory 

 Winkler foundation theory เปนทฤษฎีท่ีใชในการอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับ

โครงสราง เสนอโดย Winkler [26] ซึ่งทฤษฎีน้ีจะแทนพฤติกรรมของชั้นรองรับดวยสปริงที่มีความ

อิสระตอกัน ดังนั้นในบริเวณท่ีรับแรงกระทําชั้นรองรับก็จะเกิดการทรุดตัว สวนบริเวณท่ีไมไดรับแรง

กระทําก็จะไมมีการทรุดตัวใดๆเกิดขึ้นในชั้นรองรับ ซึ่งพฤติกรรมการทรุดตัวของชั้นรองรับและแรง

กระทําจะมคีวามสัมพันธในลักษณะเชิงเสน นิยามไดดังน้ี 

   1F x k x         (2.10) 

 โดย  F x  คือ แรงในชั้นรองรับ,  x  คือ คาการทรุดตัวของชั้นรองรับโดยทั่วไปจะมีคา

เทากับคาการทรุดตัวของโครงสราง  v x , และ 1k  คือ คาความแข็งแกรงของชั้นรองรับ 

 

2.3.2 Van der Waals force theory 

 ในสวนของพฤติกรรมของชั้นรองรับแบบไมเชิงเสน ในงานวิจัยน้ีจะใชทฤษฎีแรงแวนเดอร

วาลล (Van der Waals force theory) ในการอธิบายพฤติกรรมดังกลาว ซึ่งทฤษฎีนี้ไดถูกนําเสนอ
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โดย Jomehzadah [35] บนพ้ืนฐานของหลักการทฤษฎีพลังงานศักยของ Lennard-Jones [29] 

(Lennard-Jones potential energy) ซึ่งมีนิยามดังน้ี 

 
12 6

4 d d
dV d

d d

 

    

     
     

     (2.11) 

โดย  V d  คือ พลังงานศักยรวม, ,d d   คือ คาคงท่ีขึ้นอยูกับประเภทของวัสดุโครงสราง

และชั้นรองรับ, และ d  คือ คาระยะหางระหวางอะตอม จากนิยามทฤษฎีพลังงานดังกลาว แรงเวน

เดอรวาลล สามารถคํานวณไดดังนี้ 

 
  13 7

24
2d d d

V d
F d

d d d d

       
            

     (2.12) 

 โดย  F d  คือ แรงยึดเหนี่ยวระหวางอะตอม หรือ แรงเวนเดอรวาลล (Van der Waals 

force) ซึ่งเมื่อพิจารณาสมการ (2.12) จะเห็นไดวาสมการดังกลาวเปนสมการไมเชิงเสนท่ีมีคากําลังสูง

มาก ดังน้ัน Jomehzadah ไดใชทฤษฎี Taylor series expansion ในการประมาณคาแรงเวนเดอร

วาลล โดยกระจายคาแรงจนถึงกําลังสามเพ่ือพิจารณาผลของความไมเชิงเสน ซึ่งสามารถเขียนไดดังนี้ 
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   (2.13) 

 โดย d  คือ คาระยะหางสมดุลระหวางอะตอม (Interfacial equilibrium spacing), 1k  คือ 

คาความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบเชิงเสน, และ 3k  คือ คาความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไม

เชิงเสน ซึ่งคาความแข็งแกรงทั้งสองคาน้ีจะขึ้นอยูกับประเภทของวัสดุโครงสรางและชั้นรองรับ 
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บทท่ี 3 

แบบจําลองคานบนช้ันรองรับ 
 

 

3.1 แบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปร 

 
รูปที่ 3.1 ระบบคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปร 

ในงานวิจัยนี้จะใชแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปรเปนตนแบบในงานวิจัย ซึ่ง

แบบจําลองนี้ไดถูกนําเสนอโดย Limkatanyu et.al. [36] โดยลักษณะของแบบจําลองน้ีแสดงดังรูปท่ี 

3.1 แบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปรนี้จะใชทฤษฎีคาน Euler-Bernoulli beam ในการ

อธิบายพฤติกรรมของคาน และใชทฤษฎี Winkler-Pasternak foundation theory ในการอธิบาย

พฤติกรรมของชั้นรองรับ จากระบบของแบบจําลองดังกลาวและตามกระบวนการในการสราง

แบบจําลอง [36] จะไดสมการสมดุลของแรง (Equilibrium equation) ในระบบดังนี้ 

   
   

2

12
0S

y

M x V x
D x p x

x x

 
   

 
    (3.1) 

 โดย  M x  คือ คาโมเมนตดัดในคาน,  SV x  คือ คาแรงเฉือนในชั้นรองรับ,  1D x  คือ 

คาแรงในชั้นรองรับแบบเชิงเสน, และ  yp x  คือ คาแรงกระทําภายนอกแบบกระจาย 

 ในสวนของสมการความเขากันได (Compatibility equation) ของระบบ จะคํานวณโดยอยู

บนหลักการของแรง (Force-based derivation) จากกระบวนการในการสรางแบบจําลอง [36] จะ

ไดสมการอนุพันธของระบบคานมาสองสมการดังน้ี 

       

       

24 3

4 3 2
1

3 2

3 2
2 1

1
0

1
0

yS

yS S

p xM x M x V x

EI k x x x

p xV x M x V x

k k x x x

  
        

  
    

   

   (3.2) 

 โดย 1 2,k k คือ คาความแข็งแกรงของชั้นรองรับและชั้นแรงเฉือนตามลําดับ 

y,v(x)

Elastic Substrate Media
x,u(x)

py(x)P1 ,U1

P2 ,U2

P3 ,U3

P4 ,U4

Shear-Layer, (k2)Beam

Substrate Medium (k1)
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จากสมการอนุพันธของคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปร สมการ (3.2) จะตองใชสมการ

ความสัมพันธระหวางคาโมเมนตดัดและแรงเฉือนในคาน เพื่อใชในการเขียนสองสมการอนุพันธใหอยู

ในรูปสมการเดียวกัน ซึ่งสมการความสัมพันธระหวางคาโมเมนตดัดและแรงเฉือนมีนิยามดังนี้ 

 
 2SV x k

M x
x EI





       (3.3) 

 โดย EI  คือ คาความตานทานการดัดของคาน จากสมการอนุพันธสองสมการ สามารถเขียน

ใหอยูในรูปหนึ่งสมการได โดยใชสมการ (3.2) และ (3.3) รวมกัน จะไดสมการ 

       
2

2

2

2

214

4

x

xp

x

xM
xM

x

xM y














     (3.4) 

 โดย 1 1k EI  และ 2 2k EI    

ในแบบจําลองคานบนช้ันรองรับแบบสองตัวแปร จะใชผลเฉลยถูกตอง (Exact solution) 

ของสมการอนุพันธ สมการ (3.4) ในการสรางเมตริกซความแข็งแกรง (Stiffness matrix) ของ

โครงสราง โดยผลเฉลยถูกตองของสมการ (3.4) จะมีอยู 3 ผลเฉลย ตามเง่ือนไขดังนี้ 

 

  
 

4 4 4 4
1 1 1 1

1 2

2 1

3 4

1 2 3 4 2 1

1 2

2 1

3 4

cosh cos sinh cos
2

cosh sin sinh sin

2

cosh cosh sinh cosh
2

cosh sinh sinh sinh

x x x x

M x c x x c x x
for

c x x c x x

M x c e c xe c e c xe for

M x c x x c x x
for

c x x c x x

   

   
 

   

 

   
 

   

 

  


 

    

  


 

 (3.5) 

 โดย คาตัวแปร   และ   มีนิยามดังนี้ 

1 12 2,
2 4 2 4

  
          (3.6) 

จากผลเฉลยของสมการ สามารถเขียนสมการโมเมนตดัด, แรงเฉือน, และแรงในชั้นรองรับ  

ใหอยูในรูปเมตริกซสมการฟงคชั่นรูปราง (Interpolation shape function) ซึ่งคํานวณมาจากผล

เฉลยที่ถูกตองโดยใชสมการ (3.5) ได ดังนี้ 

   

   

   1

BB

S VV

DD

M x x

V x x

D x x







N P

N P

N P

       (3.7) 

 โดย      , ,BB VV DDx x xN N N  คือ เมตริกซสมการฟงคชั่นรูปรางของโมเมนตดัด, แรง

เฉือน, และ แรงในช้ันรองรับ ตามลําดับ จากสมการ (3.7) สามารถหาสมการเมตริกซความแข็งแกรง

ของโครงสรางได ดังน้ี 

 
11

BB VV DD

   K F F F F       (3.8) 
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 โดย K  คือ เมตริกซความแข็งแกรง (Stiffness matrix) ของโครงสราง, , ,BB VV DDF F F  คือ 

เมตริกซความยืดหยุน (Flexibility matrix) ของโครงสรางเนื่องจากแรงในคาน, แรงในชั้นแรงเฉือน, 

และ แรงในชั้นรองรับ ตามลําดับ โดยมีนิยามดังน้ี 

   

   

   

1

2

1

1

1

T
BB BB BB

L

T
DD DD DD

L

T
VV VV VV

L

x x dx
EI

x x dx
k

x x dx
k

 
  

 

 
  

 

 
  

 







F N N

F N N

F N N

     (3.9) 

 ในสวนของรายละเอียดของขั้นตอนการสรางเมตริกซความแข็งแกรงของแบบจําลองคานบน

ชั้นรองรับแบบสองตัว สามารถดูไดในภาคผนวก  

 

3.2 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนช้ันรองรับในงานวิจัย 

 

ในการสรางแบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองในงานวิจัยน้ี จะอางอิงตาม Limkatanyu 

et.al. [36] ในขั้นตอนและกระบวนการสรางแบบจําลอง แตจะมีความแตกตางในสวนของทฤษฎีท่ีใช 

ในการอธิบายพฤติกรรมโครงสราง โดยในสวนของคานจะใชทฤษฎี Euler-Bernoulli beam รวมกับ

ทฤษฎีที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็ก สําหรับชั้นรองรับจะใชทฤษฎี Winkler foundation 

theory และ Van der Waals force theory ในการอธิบายพฤติกรรมชั้นรองรับแทนแบบจําลองชั้น

รองรับแบบสองตัวแปร ดังน้ันแบบจําลองในงานวิจัยน้ีจะไมมีแรงเฉือนที่เกิดขึ้นจากชั้นแรงเฉือนในชั้น

รองรับ แตจะมีแรงเฉือนท่ีเกิดขึ้นในชั้นผิวของโครงสรางเขามาทดแทน ทําใหแบบจําลองในงานวิจัยน้ี

นี้มีความคลายคลึงกับแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปร [36] โดยในงานวิจัยน้ีจะสราง

แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับทั้งหมด 3 แบบจําลอง คือ  

แบบจําลองท่ี 1 จะใชทฤษฎี Modified couple stress theory และ Surface elastic 

theory ในการอธิบายพฤติกรรมของคาน และใชทฤษฎี Winkler foundation theory ในการ

อธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับ 

แบบจําลองท่ี 2 จะใชทฤษฎี Nonlocal elastic theory และ Surface elastic theory ใน

การอธิบายพฤติกรรมของคาน และใชทฤษฎี Winkler foundation theory ในการอธิบายพฤติกรรม

ของชั้นรองรับ  

แบบจําลองท่ี 3 จะใชทฤษฎี Nonlocal elastic theory และ Surface elastic theory ใน

การอธิบายพฤติกรรมของคาน และใชทฤษฎี Van der Waals force theory ในการอธิบาย

พฤติกรรมของชั้นรองรับ 
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3.2.1 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนช้ันรองรับแบบเชิงเสน 

 
รูปท่ี 3.2 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน 

แบบจําลองนี้ จะมีลักษณะทางกายภาพดังรูปท่ี 3.2 ซึ่งจะมีความคลายคลึงกับแบบจําลองใน

รูปที่ 3.1 จากหลักการทฤษฎีงานเสมือน (Principle of virtual work) สามารถเขียนสมการของงาน

ภายในและงานภายนอกที่เกิดขึ้นในระบบโครงสรางไดดงันี้ 

   

   

1

int ij ij ij ij

L A A

s
ij ij

L L

T
ext y

L

W dA m dA dx

d dx D x x dx

W p x v x dx

   

  

  



 
  

 

 
    

 

  

  

  

 U P

    (3.10) 

 โดย intW  คือ ผลรวมของงานภายในที่เกิดขึ้น, และ extW  คือ ผลรวมของงานภายนอกท่ี

เกิดขึ้น, ij ij

L A

dAdx    คือ งานท่ีเกิดขึ้นเนื่องจากความเคนและความเครียดพ้ืนฐานในโครงสราง, 

ij ij

L A

m dAdx   คือ งานที่เกิดขึ้นเนื่องจากความเคนและความเครียดเน่ืองจากขนาดของโครงสราง, 

s
ij ij

L

d dx 


   คือ งานที่เกิดขึ้นเน่ืองจากแรงในชั้นผิวโครงสราง,    1

L

D x x dx  คือ งานท่ี

เกิดขึ้นเน่ืองจากแรงในช้ันรองรับ, และ    y

L

p x v x dx  คือ งานเนื่องจากแรงกระทําภายนอก 

แทนคาจากสมการ (2.4), (2.8) และ (2.11) จะได 

 
 

 
 

       

2

2

1 0

L L

T
y

L L

v x v x
M x dx V x dx

x x

D x v x dx p x v x dx



 

  

   
   

   

   

 

  U P

    (3.11) 

 โดย  M x คือ ผลรวมของโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นทั้งหมด,  V x  คือ แรงเฉือนที่เกิดขึ้นในผิว

โครงสราง มีนิยามดังนี้ 

y,v(x)

Elastic Substrate Media
x,u(x)

py(x)P1 ,U1

P2 ,U2

P3 ,U3

P4 ,U4

Surface-LayerBeam

Substrate Medium (k1)
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0

,

,

,

m

xx

A

m xz

A

xx

y nx

M x M x M x M x

M x y x y dA

M x m x y dA

M x y x y d

V x n x dA

 









 







  

 



   











      (3.12) 

 จากสมการท่ี (3.11) ทําการอินทิเกรต (Integration by pass) สองครั้งในพจนโมเมนตดัด 

และหน่ึงคร้ังในพจนแรงเฉือน จะได 

   
     

 
 

   
 

2

12

00

y

L

L L

T
T

M x V x
D x p x v x dx

x x

M x v x
V x v x M x

x x










  
   

  

     
       

      


  (3.13) 

 ดังนั้นจะไดสมการสมดุลของแรง (Equilibrium equation) ในระบบแบบจําลองคานขนาด

เล็กบนชั้นรองรับดังน้ี 

   
   

2

12
0y

M x V x
D x p x

x x
 

   
 

    (3.14) 

 จากสมการ (3.14) จะเห็นไดวาสมการสมดุลของแรงในแบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้น

รองรับมีความเหมือนกันกับแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปรท่ีเปนตนแบบ สมการ (3.1) 

 ในสวนของแบบจําลองที่ 2 สามารถเขียนสมการของงานภายในและงานภายนอกของระบบ

โครงสรางบนหลักการทฤษฎีงานเสมือนไดดังนี ้

   

   

1
s

int ij ij ij ij

L A L L

T
ext y

L

W dA dx d dx D x x dx

W p x v x dx

     

  



   
       

   

  

    

 U P

 (3.15) 

 ทําตามกระบวนการในแบบจําลองที่ 1 ดังนั้นจะได สมการสมดุลของแรง (Equilibrium 

equation) ในแบบจําลองที่ 2 ดังนี้ 

   
   

2

12
0y

M x V x
D x p x

x x
 

   
 

    (3.16) 

 โดย นิยามของโมเมนตดัดในแบบจําลองท่ี 2 จะแตกตางจากแบบจําลองที่ 1 ซึ่งโมเมนตดัด

ในแบบจําลองที่ 2 สามารถนิยามไดดังน้ี 
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    0
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xx

A

xx

M x M x M x

M x y x y dA

M x y x y d

 







 


 

 

   





      (3.17) 

จะเห็นไดวาสมการสมดุลของแรง สมการ (3.1), (3.14), และ (3.16) ของแบบจําลองทั้งสาม 

มีความเหมือนกัน ดังนั้นสามารถสรุปไดวา แบบจําลองคานบนชั้นรองรับที่มีลักษณะทางกายภาพดัง

รูปที่ 3.1 และ 3.2 จะมีรูปแบบท่ัวไปของสมการสมดุลของแรงดังสมการขางตน 

พิจารณาสมการ (3.12) และ (3.17) แทนคาจากสมการ (2.4), (2.8) และ (2.11) จะได

สมการความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัวของคานในแบบจําลองที่ 1 ดังน้ี 

 
 

  
     

     

2
0 0

0

1
2

1 1 2
P eff

P eff

EI v
M x I l A x EI x

v v

V x S x GA x

    

  

 
     

  

 

  (3.18) 

ในกรณีแบบจําลองที่ 2 สามารถเขียนไดดังนี้ 

 
 

  
     

     

0 0

0

1
2

1 1 2
P eff

P eff

EI v
M x I x EI x

v v

V x S x GA x

   

  

 
    

  

 

  (3.19) 

 โดยในกรณีแบบจําลองที่ 2 จะใชทฤษฎี Nonlocal elastic theory ในการวิเคราะหผลท่ี

เกิดขึ้นเนื่องจากขนาดโครงสราง และจะใชทฤษฎีนี้ในการวิเคราะหผลที่เกิดขึ้นในสวนของโมเมนตดัด

เทาน้ัน ไมไดพิจารณาผลในสวนของแรงเฉือน ดังนั้นจากนิยามใน สมการ (2.9) สามารถเขียน

ความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและการเคลื่อนตัวใหมไดดังน้ี 

   
 

 
2

2

0 2 eff

M x
M x e a EI x

x



 


     (3.20) 

 ในสวนของความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัวของชั้นรองรับ จะอางอิงตามนิยาม

ของทฤษฎี Winkler foundation theory สมการ (2.10) สามารถเขียนไดดังน้ี 

   1 1D x k v x        (3.21) 

  ในการสรางเมตริกความแข็งแกรง (Stiffness matrix) ของระบบโครงสราง จะใชหลักการ

เดียวกับแบบจําลองตนแบบท่ีใชอางอิง จากหลักการงานเสมือนของแรง สามารถเขียนงานภายในและ

ภายนอกของแบบจําลองที่ 1 ไดดังนี้ 

           

   

*
1

*

int

L L L

T
ext y

L

W M x x dx V x x dx D x v x dx

W p x v x dx

     

  

  

  

  

 P U
 (3.22) 
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 เพื่อใหงายตอการวิเคราะห จะสมมติใหแรงกระจายภายนอกมีคาเปนศูนย ดังนั้นพลังงาน

รวมของระบบโครงสรางสามารถเขียนไดดังนี้ 

       

   

*

1

L L

T

L

W M x x dx V x x dx

D x v x dx

    

 

 

 

 

 P U
     (3.23) 

 ใชความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัว สมการ (3.18) และสมการ (3.21) จะสามารถ

เขียนสมการ (3.23) ใหมไดดังนี้ 

 
 

 
 

 
 

*

1
1

1

eff effL L

T

L

M x V x
W M x dx V x dx

EI GA

D x
D x dx

k


  

 

 

 

 

 P U

   (3.24) 

 แทนคา สมการสมดุลของแรงในระบบ สมการ (3.14) เพ่ือกําจัดตัวแปรของแรงในชั้นรองรับ

ในสมการ (3.24) จะได 

 
 

 
 

 
 

   

 
 

   

2

2
1

2 2

2 2
1

0

1

1

ST

eff effL L

y

L

y

L

M x V x
M x dx V x dx

EI GA

V x V x M x
p x dx

k x x x

M x V x M x
p x dx

k x x x



 



  





   

     
     

     

     
      

     

 





P U

  (3.25) 

 ทําการอินทิเกรต (Integration by pass) พจนที่ 4 หนึ่งคร้ังและพจนที่ 5 สองครั้งในสมการ

ที่ (3.25) จะได 

 
       

 
       

 
 

   
 

 
 

24 3

4 3 2
1

3 2

3 2
1

2

2
1 0

2

1

1

1

1

1

y

effL

y

effL

L

y

y

p xM x M x V x
M x dx

EI k x x x

p xV x M x V x
V x dx

GA k x x x

M x M x V x
V x p x

x k x x

p x
M x

k x



 














   
          

   
          

      
       

        

  
  

 





   3

2 3

0

0

L

TV x M x

x x
 

  
    

    
P U

 (3.26) 

 ดังน้ันจากสมการ (3.26) จะไดสมการอนุพันธของระบบโครงสรางมาสองสมการคือ 
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24 3

4 3 2
1

3 2

3 2
1

1
0

1
0

y

eff

y

eff

p xM x M x V x

EI k x x x

p xV x M x V x

GA k x x x



 

  
        

  
    

   

   (3.27) 

 จะเห็นไดวา สมการอนุพันธ (3.27) ท้ังสองสมการมีความเหมือนกันกับสมการอนุพันธของ

แบบจําลองตนแบบ สมการ (3.2) ดังนั้นใชหลักการเดียวกับแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัว

แปร จะสามารถเขียนสมการอนุพันธทั้งสองสมการในรูปแบบสมการเดียวกันได ดังน้ี 

       
2

2

2

2

214

4

x

xp

x

xM
xM

x

xM y














     (3.28) 

 โดย effEIk11   และ 2 eff effGA EI   

 ในสวนของแบบจําลองท่ี 2 จะใชกระบวนการเดียวกันกับแบบจําลองที่ 1 ในการสรางเมตริก

ความแข็งแกรงของระบบโครงสราง แตในแบบจําลองที่ 2 สมการอนุพันธของระบบโครงสรางท่ีไดมา

จะแตกตางจากแบบจําลองท่ี 1 ซึ่งสามารถเขียนไดดังนี้ 

   
 

     

       

2
2

0 2

24 3

4 2 3
1

3 2

3 2
1

1

1
0

1
0

eff

y

y

eff

M x
M x e a

IE dx

p xM x V x

k x x x

p xV x M x V x

GA k x x x



 

 
  

 

  
       

  
    

   

   (3.29) 

 โดยในแบบจําลองท่ี 2 จะมีผลเน่ืองจากขนาดของโครงสรางตามทฤษฎี Nonlocal elastic 

theory รวมดวย นั่นคือตัวพารามิเตอร  0e a  แตกระบวนการในการรวมทั้งสองสมการใหเปนหนึ่ง

สมการยังคงเดิม ดังน้ันจะใชความสัมพันธระหวางแรงเฉือนและโมเมนตดัด ซึ่งมีนิยามดังน้ี 

   
   

 2
2

0 2

eff

eff

eff

GAV x x M x
GA M x e a

x x IE x
     

   
   

  (3.30) 

 แทนคาสมการ (3.30) ดังน้ัน สมการอนุพันธของระบบโครงสรางในแบบจําลองที่ 2 สามารถ

เขียนใหมไดดังนี้ 

 
 

   24 2

1 2 34 2 2

yp xM x M x
M x

x x x
  

 
  

  
   (3.31) 

 โดย 
 

   

   

2

0 11
1 2 32 2 2

0 0 0

, ,
eff eff

eff eff eff eff eff eff

GA e a k IEk

IE e a GA IE e a GA IE e a GA
  


  

  
 

 จะเห็นไดวา สมการอนุพันธของทั้งสามแบบจําลอง สมการ (3.4), (3.28), และ (3.31) มี

ความเหมือนกัน แตจะมีความแตกตางกันตรงคาพารามิเตอร   ดังนั้น แบบจําลองที่ 1 และ 2 จะใช
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หลักการเดียวกันกับแบบจําลองตนแบบในการสรางเมตริกความแข็งแกรง (Stiffness matrix) ของ

ระบบโครงสราง พิจารณาสมการ (3.5) ซึ่งเปนผลเฉลยที่ถูกตองของสมการอนุพันธขางตน คาตัวแปร

คงท่ี 1 2 3, ,c c c  และ 4c
 
สามารถหาไดจากเงื่อนไขความสัมพันธดังน้ี 

 
   

 
   

1 2

0

3 4

; 0 ;

;

x

x L

M x
V x P M P

x

M x
V x P M L P

x









 
     

 

 
   

 

    (3.32) 

 ดังนั้น จากสมการท่ี (3.5) และ (3.32) สามารถเขียนสมการโมเมนตดัดใหอยูในรูปของ

เมตริกซไดดังนี้ 

   BBM x x N P        (3.33) 

 โดย  BB xN  คือ เมตริกซสมการฟงคชั่นรูปราง (Interpolation shape function) ของ

โมเมนตดัด ในหลักการเดียวกันจะสามารถเขียนสมการแรงเฉือนและแรงในชั้นรองรับใหอยูในรูป

เมตริกซไดดังนี้ 

   

   1

VV

DD

V x x

D x x

 



N P

N P
       (3.34) 

 โดย    ,VV DDx xN N  คือ เมตริกซสมการฟงคชั่นรูปรางของแรงเฉือนและแรงในชั้น

รองรับ ตามลําดับ ซึ่งในแบบจําลองที่  1 สามารถหาคาแรงเฉือนและแรงในชั้นรองรับไดจาก

ความสัมพันธระหวางโมเมนตดัด ดังนี้ 

 
   

 
   

2 3

3
1 1

2 2 4

1 2 4
1 1

1

eff eff

eff

eff eff

eff

GA GAM x M x
V x

k EI x k x

GA GAM x M x
D x

k EI x k x



 
 

 

   
       

   (3.35) 

 ในทํานองเดียวกัน กรณีของแบบจําลองที่ 2 คาแรงเฉือนและแรงในชั้นรองรับ สามารถหาได

จากความสัมพันธระหวางโมเมนตดัด ดังน้ี 

 
 

 
   

     
   

3 3
2

0 3 3
1

2 2
2

1 0 3 3

eff eff

eff

eff

eff

GA GA M x M x M x
V x e a

k EI dx x x

GA M x M x
D x M x e a

EI x x



    
         

  
      

 (3.36) 

 แทนคาสมการ (3.33) และ (3.34) ลงในสมการ (3.24) ดังน้ันในกรณีแบบจําลองที่ 1 จะได

สมการความสัมพันธระหวางเมตริกซความยืดหยุน (Flexibility matrix) และการเคลื่อนตัวดังนี้ 

 
yBB DD VV p  F F F P FP = U +U      (3.37) 

 โดย เมตริกซความยืดหยุนแตละตัวมีนิยามดังน้ี 
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1

1

1

1

T
BB BB BB

effL

T
DD DD DD

L

T
VV VV VV

effL

x x dx
EI

x x dx
k

x x dx
GA

 
   

 

 
  

 

 
   

 







F N N

F N N

F N N

     (3.38) 

 ดังนั้นเมตริกซความแข็งแกรงของระบบโครงสราง สามารถหาไดจากเมตริกซผกผันของ

เมตริกซความยืดหยุนของระบบ สามารถเขียนไดดังนี้ 

ypP = KU +KU        (3.39) 

 โดย 1K F  คือ เมตริกซความแข็งแกรงของโครงสราง และ 
ypKU คือ เมตริกซของแรงท่ี

ปลายทั้งสองขางเนื่องมาจากแรงกระจายภายนอก  yp x  

 ดวยหลักการเดียวกับแบบจําลองท่ี 1 ความสมพันธระหวางเมตริกซความยืดหยุนและการ

เคลื่อนตัวของแบบจําลองที่ 2 สามารถเขียนไดดังน้ี 

 
y

NL
BB DD VV BB p   F F F F P FP = U+U     (3.40) 

 โดย เมตริกซความยืดหยุนแตละตัวมีนิยามดังน้ี 

   

   

   

 
   

1

2 2
0

2

1

1

1

T
BB BB BB

effL

T
DD DD DD

L

T
VV VV VV

effL

BBNL T
BB BB

effL

x x dx
EI

x x dx
k

x x dx
GA

e a d x
x dx

EI dx

 
   

 

 
  

 

 
   

 

 
 
 
 









F N N

F N N

F N N

N
F N

    (3.41) 

 จะเห็นไดวา เมตริกซความยืดหยุนของแบบจําลองที่ 2 จะมีความแตกตางจากแบบจําลองท่ี 

1 และแบบจําลองตนแบบอยู โดยจะมีเมตริกซความยืดหยุนเพิ่มเติมเขามาอีกหนึ่งเมตริกซ ซึ่งเปนผล

มาจากทฤษฎี Nonlocal elastic theory  
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3.2.2 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนช้ันรองรับแบบไมเชิงเสน 

 

 ในสวนนี้จะเปนการสรางแบบจําลองท่ี 3 ซึ่งเปนแบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบ

ไมเชิงเสน โดยลักษณะโครงสรางทางกายภาพจะเหมือนกับแบบจําลองที่ 1 และ 2 ดังรูปที่ 3.2 แตจะ

มีความแตกตางในสวนของทฤษฎีที่ใชในชั้นรองรับ โดยในแบบจําลองน้ีจะใชทฤษฎี Van der Waals 

force theory ในการอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับแทนทฤษฎี Winkler foundation theory 

ดังนั้น สมการสมดุลของแรงในแบบจําลองนี้ จะยังคงเหมือนกับแบบจําลองที่ 1 และ 2 ซึ่งสามารถ

เขียนใหมไดดังนี้ 

   
   

2

2
0S y

M x V x
D x p x

x x
 

   
 

    (3.42) 

 ในสวนของความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัวของแบบจําลองท่ี 3 จะมีความ

คลายคลึงกับแบบจําลองท่ี 2 เนื่องจากใชทฤษฎีเดียวกันในการอธิบายพฤติกรรมของคาน แตจะ

แตกตางกันในสวนของทฤษฎีของชั้นรองรับ ดังนั้นในแบบจําลองท่ี 3 นิยามความสัมพันธระหวางแรง

และการเคลื่อนตัวสามารถเขียนไดดังน้ี 

 
 

 
 

 
 

     

2 2
2

02 2

3

1 3

eff

eff

S

v x M x
M x EI e a

x x

v x
V x GA

x

D x k v x k v x



 
 

 






 

    (3.43) 

 เนื่องจากแบบจําลองที่ 3 นี้ จะเปนแบบจําลองท่ีมีความไมเชิงเสนรวมอยู ทําใหหลักการใน

การสรางเมตริกซความแข็งแกรงของแบบจําลองที่ 1 และ 2 จะไมสามารถใชในแบบจําลองนี้ได 

ดังนั้นในแบบจําลองที่ 3 นี้ จะใชหลักการไฟไนตอิลิเมนต (Finite element model) ในการสราง

เมตริกซความแข็งแกรงของแบบจําลอง เพ่ือใหงายตอการวิเคราะหบนหลักการของไฟไนตอิลิเมนต 

สมการสมดุลของแรงในแบบจําลองนี้ สมการ (3.42) สามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังน้ี 

        0T T
B B S yx x x x      M V D P     (3.44) 

 โดย  B xM คือ เมตริกซของโมเมนตดัด,  xV  คือ เมตริกซของแรงเฉือน,  S xD  คือ 

เมตริกซของแรงในชั้นรองรับ,  y xP  คือ เมตริกซของแรงกระจายภายนอก และ ,B   มีนิยาม

ดังน้ี 
2

2
,

T T

T T
B

x x


   
      

   
      (3.45) 

บนหลักการของไฟไนตอิลิเมนต คาการเคลื่อนตัวของโครงสรางสามารถเขียนใหอยูในรูปของ

เมตริกซไดดังนี้ 
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      CCv x x x v N V       (3.46) 

 โดย  CC xN  คือ เมตริกซสมการฟงคชั่นรูปราง โดยในแบบจําลองน้ีจะใชสมการพหุนาม

กําลังสาม (Cubic interpolation function) ในการประมาณคาการเคลื่อนตัวของโครงสราง มีนิยาม

ดังน้ี 
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L
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N

   (3.47) 

 จากสมการความสัมพันธของแรงและการเคลื่อนตัว สมการ (3.43) สามารถเขียนใหอยูในรูป

เมตริกซความสัมพันธกับการเคลื่อนตัวของระบบโครงสราง สมการ (3.46) ไดดังน้ี 
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v v V D P
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  (3.48) 

 ในแบบจําลองนี้จะเปนแบบจําลองไมเชิงเสน (Nonlinear finite element model) ดังนั้น

เพื่อใหงายตอการสรางแบบจําลองจะทําการประมาณความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัวให

อยูในรูปแบบเชิงเสน (Linearization) สามารถเขียนไดดังน้ี 
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B B B B

S S S S

x x x

x x x

x x x

   

  

  

  

M M k v

V V k v

D D k v

     (3.49) 

 โดย      0 0 0, ,B Sx x xM V D  คือ คาตั้งตนของ โมเมนตดัด, แรงเฉือน, และแรงในชั้น

รองรับ ตามลําดับ, , ,B Sk k k คือ คาความแข็งแกรงสัมผัส (Tangent stiffness) ของ โมเมนตดัด, 

แรงเฉือน, และแรงในชั้นรองรับ ตามลําดับ 

 ในแบบจําลองท่ี 3 นี้จะใชหลักการ Weighted integral method ในการสรางเมตริกซความ

แข็งแกรงของระบบโครงสราง ดังนั้นจากสมการสมดุลของแรง จะสามารถเขียนไดดังนี้ 

          0T T T
B B S y

L

x x x x x dx          v M V D P   (3.50) 



22 

 อิทิเกรต (Integration by pass) สองคร้ังในพจนของโมเมนตดัด และหน่ึงครั้งในพจนของ

แรงเฉือน และแทนคาสมการ (3.49) ดังน้ันจะได 
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 แทนคาสมการ (3.46) และ (3.48) ลงในสมการ (3.51) ดังนั้น จะได 

  0 0 0

yB S NL M S P         K K K K V P P P P P    (3.52) 

 โดย ตัวแปรแตละตัวมีนิยามดังนี้ 
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บทท่ี 4 

การวิเคราะหโครงสราง 
 

4.1 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนช้ันรองรับแบบเชิงเสน 

 

 การวิเคราะหโครงสรางในงานวิจัยนี้ จะใชพารามิเตอรเก่ียวกับความแข็งแกรง (Stiffness) 

ของโครงสราง  ในการวิเคราะหผลการตอบสนองตอแรงกระทํา โดยพารามิเตอรตัวนี้เรียกวา 

Contact stiffness ซึ่งอางอิงจาก Khajeansari et al. [37] และ Jiang and Yan [38] โดยมีนิยามดังนี้ 

end
end

end

P
K

u
         (4.1) 

 โดย endK  คือ Contact stiffness ของโครงสราง, endP  และ endu  คือ คาแรงกระทําและ

คาการเคลื่อนตัวที่ปลายของโครงสรางตามลําดับ โดยในงานวิจัยนี้จะมีการนิยามคาความแข็งแกรง

มาตรฐาน (Normalize contact stiffness) ขึ้นมาสองตัว เพ่ือใชในการวิเคราะหและเปรียบเทียบ

ความแข็งแกรงของโครงสรางเนื่องจากปจจัยตางๆ โดยตัวแรกจะเปนคาความแข็งแกรงมาตรฐาน

เนื่องจากแกนโครงสราง มีนิยามดังน้ี 
end
core surfend

core end
surf

K
K

K


        (4.2) 

 โดย end
coreK คือ ความแข็งแกรงของโครงสรางเน่ืองจากแกนโครงสราง, end

core surfK  คือ ความ

แข็งแกรงของโครงสรางเมื่อคิดผลเนื่องจากแกนโครงสรางและชั้นผิวโครงสรางรวมกัน, end
surfK คือ 

ความแข็งแกรงของโครงสรางเมื่อคิดเฉพาะผลเนื่องจากชั้นผิวโครงสราง สวนคาความแข็งแกรง

มาตรฐานอีกตัวจะเปนคาความแข็งแกรงมาตรฐานเน่ืองจากชั้นผิวโครงสราง มีนิยามดังนี้ 
end
core surfend

surface end
core

K
K

K


         (4.3) 

 โดย end
surfaceK คือ ความแข็งแกรงของโครงสรางเนื่องจากชั้นผิวโครงสราง, end

coreK คือ ความ

แข็งแกรงของโครงสรางเม่ือคิดเฉพาะผลเนื่องจากแกนโครงสราง 

 

4.1.1 แบบจําลองท่ี 1 (Modified couple stress and Surface elastic theories) 

  

 ในแบบจําลองที่ 1 นี้ จะเปนแบบจําลองคานขนาดเล็กบนบนหลักการของทฤษฎี Modified 

couple stress theory และ Surface elastic theory จะมีตัวอยางการวิเคราะห 2 ตัวอยาง โดย

ตัวอยางที่หนึ่งจะเปนการวิเคราะหพฤตกิรรมการรับแรงของโครงสรางและเปรียบเทียบกับแบบจําลอง
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คานพ้ืนฐาน สวนในตัวอยางท่ีสองจะเปนการวิเคราะหผลเนื่องจากแกนโครงสรางและชั้นผิวโครสราง

ตอพฤติกรรมการรับแรงของโครงสราง 

 

รูปที่ 4.1 คานยื่นบนชั้นรองรับแบบเชิงเสนรับแรงกระทําที่ปลาย 

ตัวอยางที่หนึ่ง จะวิเคราะหการตอบสนองตอแรงกระทําของแบบจําลองคานยื่นบนชั้นรองรับ

แบบเชิงเสน รับแรงกระทําท่ีปลายดังรูปท่ี 4.1 โดยคาพารามิเตอรตางๆ อางอิงจาก Gao and 

Mahmoud [22] และ Liu and Rajapakse [39] มีดังนี้ 

The bulk modulus    90E GPa  

Poisson’s ratio    0.23    

The residual surface stress   0 0.5689 N m   

The surface elastic constants   0 3.4939  , 0 5.4251N m    

The length-scale parameter   6.58l mm  

ในการวิเคราะหนี้ จะใชพารามิเตอรแบบไมมีหนวย 2 ตัวเพ่ือชวยในการกําหนดคาของ

พารามิเตอรตัวนั้นในการวิเคราะห โดยพารามิเตอรตัวแรกคือ ความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมมี

หนวย (Normalized substrate stiffness) สวนพารามิเตอรอีกตัวคือ แรงกระทําท่ีปลายแบบไมมี

หนวย (Normalized concentrate load)  ซึ่งในการวิเคราะหนี้ จะกําหนดคาแรงกระทําท่ีปลาย

แบบไมมีหนวยเทากับ 1 และคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมมีหนวยมีคาระหวาง 0.2 ถึง 10 

โดยนิยามของพารามิเตอรท้ังสองตัว มีนิยามดังนี้ 
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รูปที่ 4.2(ก-ง) แสดงการเปรียบเทียบผลการรับแรงกระทําของคานบนชั้นรองรับท่ีมีคาความ

แข็งแกรงแตกตางกัน โดยจะเปรียบเทียบระหวางแบบจําลองในงานวิจัยและแบบจําลองคานพื้นฐาน 

(Euler-Bernoulli beam)  

 

รูปที่ 4.2(ก) พฤติกรรมของคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน, 1 0.2k   

 

รูปที่ 4.2(ข) พฤติกรรมของคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน, 1 1k   
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รูปท่ี 4.2(ค) พฤติกรรมของคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน, 1 5k   

 

รูปท่ี 4.2(ง) พฤติกรรมของคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน, 1 10k   

พิจารณารูปท่ี 4.2(ก-ง) จะเห็นไดชัดเจนวาผลการตอบสนองตอแรงกระทําของแบบจําลอง

คานพ้ืนฐานจะมากกวาผลการตอบสนองตอแรงกระทําของแบบจําลองในงานวิจัยที่คิดผลเนื่องจาก

ขนาดโครงสราง ดังน้ันจากผลท่ีไดสามารถสรุปไดวา ในการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็กแบบจําลอง

คานในงานวิจัยจะมีความแข็งมากกวาแบบจําลองคานพ้ืนฐาน นอกจากนี้จะเห็นไดวาเม่ือขนาดของ

หนาตัดคานมีขนาดเล็กมากจนเขาใกลคาความยาวเฉพาะของวัสดุ (Length-scale parameter, h=l) 

ผลการตอบสนองของแบบจําลองทั้งสองจะแตกตางกันมากอยางเห็นไดชัด แตผลการตอบสนองของ
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ทั้งสองแบบจําลองจะมีคาใกลเคียงกันเม่ือขนาดหนาตัดคานมีขนาดใหญขึ้น และจะใกลเคียงกันมาก

เม่ือขนาดหนาตัดมีคาเปน 4 เทาของคาความยาวเฉพาะของวัสดุ (h=4l) ในสวนของชั้นรองรับจะ

สงผลใหแบบจําลองมีความแข็งมากขึ้นเม่ือคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับมีคาสูง โดยผลตอบสนอง

ของโครงสรางเนื่องจากขนาดหนาตัดและความแข็งแกรงของชั้นรองรับ สามารถสรุปไดดังรูปท่ี 4.2(จ) 

ดังนั้นจากผลการวิเคราะหทั้งหมด สามารถสรุปไดวาขนาดโครงสรางจะมีความสําคัญและสงผลตอ

พฤติกรรมของโครงสรางมากขึ้น เมื่อโครงสรางมีขนาดเล็กและชั้นรองรับมีความออนตัวมาก 

นอกจากนี้ ยิ่งโครงสรางมีขนาดใหญมากขึ้น แบบจําลองในงานวิจัยน้ีและแบบจําลองพ้ืนฐานจะให

ผลตอบสนองที่ใกลเคียงกัน 

 

รูปท่ี 4.2(จ) พฤติกรรมของโครงสรางตอความแข็งแกรงของชั้นรองรับและขนาดหนาตัด 

ตัวอยางท่ีสอง จะเปนการวิเคราะหพฤติกรรมของโครงสรางเนื่องจากแกนโครงสรางและชั้น

ผิวโครงสราง โดยในตัวอยางนี้จะกําหนดใหคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมมีหนวยมีคาเทากับ 

1 ( 1sk  ) และกําหนดคาความชะลูด (Slenderness ratio) ของโครงสรางมีคาระหวาง 10-50  

ขนาดของโครงสรางคานที่ใชในตัวอยางน้ี จะมีสองกรณี คือกรณีที่ 1 จะกําหนดใหคานมี

ขนาดหนาตัดคงที่และปรับเปลี่ยนคาความยาวของคานโดยใหมีอัตราสวนความชะลูดอยูระหวาง 10-

50 สวนกรณีที่ 2 จะกําหนดใหคานมีความยาวคงท่ีและปรับเปลี่ยนขนาดหนาตัดคานโดยใหมีคา

อัตราสวนความชะลูดอยูระหวาง 10-50 โดยขนาดของคานที่ใชทั้งสองกรณีจะแสดงดังรูปที่ 4.3(ก) 

สวนผลการวิเคราะหในตัวอยางที่สอง จะแสดงดังรูปที่ 4.3(ข)-(ค) 

พิจารณารูปท่ี 4.3(ข) ในกรณีที่ 1 จะเห็นไดวาแกนของโครงสรางจะมีผลตอพฤติกรรมของ

โครงสรางอยางมากเม่ือคาอัตราสวนความชะลูดของโครงสรางมีคานอย และจะมีผลตอพฤติกรรม
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โครงสรางนอยลงเมื่ออัตราสวนความชะลูดมีคามากขึ้น สวนในกรณีที่ 2 จะเห็นไดวาแกนของ

โครงสรางจะสงผลตอพฤติกรรมของโครงสรางนอยมาก เนื่องจากในกรณน้ีี หนาตัดของคานจะมีขนาด

ใหญขึ้นเร่ือยๆ โดยจะมีคาระหวาง (h=l) ถึง (h=5l) ดังรูปที่ 4.3(ก) 

 

รูปที่ 4.3(ก) ขนาดหนาตัดคานตออัตราสวนความชะลูดของโครงสราง 

 

รูปที่ 4.3(ข) ผลเน่ืองจากแกนโครงสรางตออัตราสวนความชะลูดของโครงสราง 
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รูปท่ี 4.3(ค) ผลเน่ืองจากผิวโครงสรางตออัตราสวนความชะลูดของโครงสราง 

ในสวนของผลเน่ืองจากชั้นผิวโครงสรางตอพฤติกรรมการรับแรงของโครงสราง สามารถดูได

จากรูปที่ 4.3(ค) ซึ่งจะเห็นไดวา ในตัวอยางนี้ชั้นผิวโครงสรางไมไดมีผลตอพฤติกรรมของโครงสรางแต

อยางใด ท้ังน้ีเน่ืองจากขนาดของโครงสรางในตัวอยางนี้อยูในหนวยไมโครเมตร อยางไรก็ตามชั้นผิว

ของโครงสรางจะมีผลตอพฤติกรรมของโครงสรางเมื่อโครงสรางน้ันมีขนาดอยูในหนวยนาโนเมตร ใน

จุดนี้นั้นสามารถยืนยันไดในตัวอยางตอไป 

4.1.2 แบบจําลองท่ี 2 (Nonlocal elastic and Surface elastic theories) 

  

ในแบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับ (แบบจําลองที่ 2) น้ี จะเปนแบบจําลองคานบน

หลักการของทฤษฎี Nonlocal elastic theory และ Surface elastic theory โดยจะมีตัวอยางการ

วิเคราะห 2 ตัวอยางเหมือนแบบจําลองท่ี 1 โดยตัวอยางแรกจะเปนการวิเคราะหพฤติกรรมการรับ

แรงของโครงสรางและเปรียบเทียบกับแบบจําลองพ้ืนฐาน สวนในตัวอยางที่สองจะเปนการวิเคราะห

ผลเนื่องจากแกนโครงสรางและชั้นผิวโครงสรางตอพฤติกรรมการรับแรงของโครงสราง 

ตัวอยางที่หนึ่ง คานยื่นบนชั้นรองรับแบบเชิงเสนรับแรงกระทําท่ีปลายคาน ดังรูปท่ี 4.4 โดย

ขนาดและคาพารามิเตอรตางๆของคานอางอิงจาก He and Lilly [40] คาพารามิเตอรของชั้นผิว

โครงสรางอางอิงจาก Shenoy [41] และคาพารามิเตอรท่ีใชในการวิเคราะหผลเนื่องจากขนาด

โครงสรางอางอิงจาก Yang and Lim [42] โดยพารามิเตอรที่ใชมีดังนี้ 
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รูปที่ 4.4 คานยืนบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน รับแรงกระทําท่ีปลายคาน 

The bulk modulus    76E GPa  

Poisson’s ratio    0.37    

The residual surface stress   0 1.22 nN nm   

The surface modulus    0.89sE nN nm  

The nonlocal parameter   0 200e a nm  

ในการวิเคราะหนี้จะใชสมการคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมมีหนวยและคาแรง

กระทําแบบไมมีหนวย อางอิงจากสมการ (4.4)-(4.5) ในการวิเคราะหดวย โดยคาพารามิเตอรแรง

กระทําท่ีปลายแบบไมมีหนวยจะใชเทากับ 1 และคาพารามิเตอรความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไม

มีหนวยจะมีคาระหวาง 1-100 และคาความยาวคานและขนาดหนาตัดคานจะใช 1,000nm. และ 

50nm. ตามลําดับ 

ในสวนแรกจะเปนการวิเคราะหความแข็งแกรงของช้ันรองรับตอพฤติกรรมการรับแรงกระทํา

ของโครงสราง ซึ่งผลที่ไดแสดงดังรูปท่ี 4.5(ก) โดยจะเปรียบเทียบคาการโกงตัวท่ีปลายคานระหวาง

แบบจําลองในงานวิจัยนี้และแบบจําลองพ้ืนฐาน จากรูปจะเห็นไดวาแบบจําลองในงานวิจัยน้ีจะใหคา

การโกงตัวของคานนอยกวาแบบจําลองพ้ืนฐาน และคาการโกงตัวของคานจากทั้งสองแบบจําลองจะ

แตกตางกันมากเมื่อชั้นรองรับมีคาความแข็งแกรงที่นอย  แตคาความแตกตางของการโกงตัวของคาน

จากทั้งสองแบบจําลองที่ไดจะลดนอยลงเม่ือคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับมีคามากขึ้น ดังนั้นจาก

ผลท่ีไดสามารถสรุปไดวา  ในการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็กแบบจําลองในงานวิจัยนี้จะมีความแข็ง

มากกวาแบบจําลองพื้นฐาน และจะใหผลที่แตกตางจากแบบจําลองพื้นฐานมากขึ้นเม่ือชั้นรองรับมี

ความออนนุม แตเม่ือคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับมีคาสูง แบบจําลองในงานวิจัยนี้จะใหผลที่ไม

แตกตางจากแบบจําลองพ้ืนฐาน 
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รูปที่ 4.5(ก) พฤติกรรมการรับแรงของโครงสรางตอความแข็งแกรงของชั้นรองรับ 

 

รูปที่ 4.5(ข) การโกงตัวของคานของแบบจําลองตางๆ 

รูปที่ 4.5(ข) แสดงคาการโกงตัวของคานโดยเปรียบเทียบคาที่ไดจากแบบจําลองตางๆ ซึ่งใน

การวิเคราะหน้ี จะใชคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมมีหนวยเทากับ 1 เพื่อใหผลเนื่องจาก

ปจจัยอ่ืนท่ีมีตอพฤติกรรมสามารถเห็นไดชัดเจน จากรูปจะเห็นไดวาคาการโกงตัวของคานที่ไดจาก

แบบจําลองพื้นฐานมีคามากที่สุด และคาการโกงตัวของคานจากแบบจําลองท่ีคิดผลเนื่องจากแกน

โครงสรางและชั้นผิวโครงสรางรวมกันจะมีคานอยท่ีสุด และนอกจากน้ีจะเห็นไดวาแบบจําลองที่คิด

เฉพาะผลเนื่องจากแกนโครงสรางและแบบจําลองที่คิดเฉพาะผลเนื่องจากชั้นผิวโครงสราง จะใหคา
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การโกงตัวที่ใกลเคียงกัน แตชั้นผิวโครงสรางจะสงผลตอพฤติกรรมการโกงตัวของคานมากกวาแกน

โครงสราง และทั้งสองแบบจําลองจะใหคาการโกงตัวที่มากกวาแบบจําลองที่คิดผลเน่ืองจากแกน

โครงสรางและผิวโครงสรางรวมกัน 

ตัวอยางที่สอง จะศึกษาผลเนื่องจากแกนโครงสรางและชั้นผิวโครงสรางตอพฤติกรรมของ

โครงสราง โดยในการวิเคราะหนี้จะใชคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมมีหนวยเทากับ 1 และ 

ขนาดของโครงสรางคานท่ีใชในตัวอยางนี้ จะมีสองกรณี คือกรณีท่ี 1 จะกําหนดใหคานมีขนาดหนาตัด

คงที่ h = 50 nm. และปรับเปลี่ยนคาความยาวของคานโดยใหมีอัตราสวนความชะลูดอยูระหวาง 10-

50 สวนกรณีท่ี 2 จะกําหนดใหคานมีความยาวคงที่ L = 1,000 nm. และปรับเปลี่ยนขนาดหนาตัด

คานโดยใหมีคาอัตราสวนความชะลูดอยูระหวาง 10-50 นอกจากน้ีจะมีพารามิเตอรสองตัวเพื่อชวยใน

การอธิบายผลเน่ืองจากชั้นผิวโครงสรางและผลเนื่องจากแกนโครงสราง โดยพารามิเตอรทั้งสองตัวน้ี

จะแสดงดังรูปที่ 4.6(ก)-(ข) 

รูปท่ี 4.6(ก) แสดงคาอัตราสวนระหวางพื้นที่ผิวโครงสรางตอขนาดหนาตัดคาน  S BA A

ของคานท้ังสองกรณี ซึ่งจากรูปจะเห็นไดวาท้ังสองกรณีมีคาอัตราสวนเทากัน สวนรูปท่ี 4.6(ข) จะ

แสดงคาอัตราสวน Nonlocal parameter ตอขนาดหนาตัดคาน  0e a h โดยทั้งสองรูปนี้จะใช

ประกอบในการวิเคราะหผลที่ไดจากการวิเคราะห ซึ่งแสดงในรูปที่ 4.6(ค)-(ง) 

 

รูปท่ี 4.6(ก) อัตราสวนระหวางชั้นผิวโครงสรางตอขนาดหนาตัดคาน  S BA A  
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รูปที่ 4.6(ข) อัตราสวนระหวาง Nonlocal parameter ตอขนาดหนาตัดคาน  0e a h  

 

รูปท่ี 4.6(ค) ผลเน่ืองจากชั้นผิวโครงสรางตอการโกงตัวของคาน 

พิจารณารูปที่ 4.6(ค) จะเห็นไดวาชั้นผิวโครงสรางจะสงผลตอการโกงตัวของคานมากขึ้นเม่ือ

คาอัตราสวนความชะลูดของโครงสรางมีคาสูงขึ้น นอกจากนี้คานในกรณีที่ 2 ชั้นผิวโครงสรางจะสงผล

ตอการโกงตัวของคานมากกวาคานในกรณีที่ 1 ท้ังน้ีเน่ืองจากกรณีที่ 2 หนาตัดคานมีขนาดลดลงทําให

คาตานทานการดัดตัวของคาน (EI) ลดลง สงผลใหคานเกิดการโกงตัวมากยิ่งขึ้น ดังนั้นจากผลที่ได 

สามารถสรุปไดวา ชั้นผิวโครงสรางจะมีผลตอพฤติกรรมการรับแรงกระทําของโครงสรางมากยิ่งขึ้นเม่ือ

โครงสรางมีคาอัตราสวนความชะลูดสูงและโครงสรางมีขนาดหนาตัดที่เล็ก 
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รูปที่ 4.6(ง) ผลเนือ่งจากแกนโครงสรางตอการโกงตัวของคาน 

ในสวนของผลเน่ืองจากแกนของโครงสราง จะแสดงในรูปท่ี 4.6(ง) จากรูปจะเห็นไดวาใน

กรณีที่ 1 แกนโครงสรางจะสงผลตอการโกงตัวของคานลดลงเมื่ออัตราสวนความชะลูดของคานสูงขึ้น 

สวนในกรณีที่ 2 แกนโครงสรางจะสงผลตอการโกงตัวของโครงสรางเพ่ิมขึ้นเม่ืออัตราสวนความชะลูด

ของโครงสรางเพิ่มขึ้น เนื่องจากอัตราสวนของ nonlocal parameter ตอหนาตัดคานเพ่ิมขึ้นดังรูปท่ี 

4.6(ข) แตจะเห็นไดวาผลที่เพ่ิมขึ้นจะเพิ่มขึ้นในอัตราสวนท่ีลดลง ท้ังน่ีเน่ืองจากแกนของโครงสรางจะ

สงผลตอการโกงตัวของคานลดลงเมื่ออัตราสวนความชะลูดของโครงสรางมีคาสูงขึ้น เชนเดียวกับกรณี

ที่ 1 และตัวอยางท่ีสองในแบบจําลองท่ี 1 (หัวขอ 4.1.1) 

 ดังนั้นจากผลการวิเคราะหโครงสรางท่ีได สามารถสรุปไดวา ยิ่งโครงสรางมีขนาดหนาตัดท่ี

เล็กลง แกนของโครงสรางและชั้นผิวโครงสรางจะสงผลตอการโกงตัวของคานมากยิ่งขึ้น 

 

4.1.3 คานขนาดใหญบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน 

  

ในสวนนี้จะเปนการเปรียบเทียบแบบจําลองที่ 1 และแบบจําลองท่ี 2 กับแบบจําลองคาน

พ้ืนฐาน (Euler-Bernoulli beam) ในโครงสรางคานท่ีมีขนาดใหญดังรูป 4.7 โดยคุณสมบัติของคาน

และชั้นรองรับจะใชขอมูลเดียวกับ ตัวอยางท่ีหน่ึงของทั้งสองแบบจําลอง ซึ่งผลที่ไดจากการวิเคราะห

จะแสดงดังรูปที่ 4.8 
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รูปท่ี 4.7 คานยื่นขนาดใหญบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน 

 

รูปที่ 4.8 การโกงตัวของคานเปรียบเทียบกับแบบจําลองพ้ืนฐาน 

 โดยจากผลการวิเคราะหดังรูปท่ี 4.8 จะเห็นไดวา เม่ือขนาดของโครงสรางมีขนาดใหญขึ้นใน

ระดับ เมตร ผลท่ีไดจากแบบจําลองในงานวิจัยท้ังแบบจําลองท่ี 1 และ แบบจําลองที่ 2 จะใหคาท่ี

เทากับแบบจําลองพ้ืนฐาน ดังน้ันสรุปไดวา ขนาดของโครงสรางจะไมมีผลตอพฤติกรรมของโครงสราง

ในการวิเคราะหโครงสรางขนาดใหญ 

 

4.2 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนช้ันรองรับแบบไมเชิงเสน 

 

 ในสวนของการวิเคราะหคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสน จะใชแบบจําลองคาน

แบบท่ี 3 ท่ีสรางในงานวิจัยน้ีในการวิเคราะหและจะเปรียบเทียบกับผลท่ีไดจากแบบจําลองอื่นๆ ใน

กรณีท่ีมีชั้นรองรับแบบเชิงเสน เพ่ือศึกษาผลเนื่องจากพฤติกรรมของชั้นรองรับที่สงผลตอการโกงตัว
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ของโครงสราง รวมไปถึงศึกษาผลเนื่องจากแรงกระทําภายนอกตอการโกงตัวของโครงสรางเม่ือตั้งอยู

บนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสน ซ่ึงในการวิเคราะหแบบจําลองน้ีจะมีตัวอยางการวิเคราะห 2 ตัวอยาง 

โดยตัวอยางที่หนึ่งจะศึกษาผลเนื่องจากพฤติกรรมของโครงสราง และในตัวอยางที่สองจะศึกษา

ผลกระทบเนื่องจากแรงกระทําภายนอกตอแบบจําลอง 

ในการวิเคราะหคานบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนนี้ จะใชแบบจําลองคานยื่นบนชั้นรองรับซึ่งมี

ลักษณะทางกายภาพดังรูปที่ 4.4 โดยวัสดุคานทําจากคารบอนและวัสดุชั้นรองรับทําจากพอลิเมอร 

คาพารามิเตอรตางๆในตัวอยางนี้อางอิงจาก Jomehzadeh [35]. มีดังนี้ 

The bulk modulus    1.949E TPa  

Poisson’s ratio    0.201    

The nonlocal parameter   0 0.27e a nm  
Substrate stiffness   1 28.4941k GPa nm  

Substrate stiffness   3
3 12825.3287k GPa nm  

ตัวอยางที่หนึ่ง ในการวิเคราะหน้ีจะใชคาพารามิเตอรแรงกระทําแบบไมมีหนวยนิยามโดย

สมการ (4.5) ใหมีคาเทากับ 1 ในสวนของกรณีคานบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน จะใชผลเฉลยถูกตองท่ี

ไดจากแบบจําลองที่สองในงานวิจัยนี้ และผลที่ไดจากแบบจําลองท่ีสามโดยจะกําหนดใหคาความ

แข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนมีคาเทากับศูนย ( 3 0k  ) ซึ่งผลการวิเคราะหท่ีไดแสดงดังรูปท่ี 

4.9(ก) 

 

รูปท่ี 4.9(ก) การโกงตัวของคานบนชั้นรองรับในแบบจําลองตางๆ 
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พิจารณารูปที่ 4.9(ก) จะเห็นไดวาผลการโกงตัวของคานในแบบจําลองที่ 3 กรณีคาความ

แข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนมีคาเทากับศูนย มีคาตรงกับผลการโกงตัวของคานที่ไดจาก

แบบจําลองท่ีมีผลเฉลยถูกตอง ดังน้ันสามารถยืนยันความถูกตองของแบบจําลองที่ 3 ในงานวิจัยนี้ได 

และนอกจากน้ีการโกงตัวของคานบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนจะมีคานอยกวาการโกงตัวของคานบน

ชั้นรองรับแบบเชิงเสน ดังน้ันสามารถสรุปไดวาชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนจะสงผลใหโครงสรางมีความ

แข็งมากกวาชั้นรองรับแบบเชิงเสน  

นอกจากนี้ในการวิเคราะห แกนของโครงสรางจะไมสงผลตอการโกงตัวของโครงสรางท้ังใน

กรณีชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนและชั้นรองรับแบบเชิงเสน ท้ังนี้ เน่ืองจากคาอัตราสวนระหวาง 

Nonlocal parameter ตอขนาดหนาตัดมีคานอยมาก ดังรูปที่ 4.9(ข) ทําใหแกนโครงสรางไมมีผลตอ

พฤติกรรมการรับแรงของโครงสราง 

 

รูปท่ี 4.9(ข) อัตราสวน Nonlocal parameter ตอขนาดหนาตัดคาน 

ตัวอยางที่สอง จะเปนการวิเคราะหผลเน่ืองจากชั้นรองรับตอพฤติกรรมของคานในการรับแรง

กระทําภายนอก โดยในการวิเคราะหน้ีจะกําหนดใหคาแรงกระทําภายนอกแบบไมมีหนวย สมการ 

(4.5) มีคาระหวาง 1-10 เพ่ือศึกษาผลเน่ืองจากชั้นรองรับโดยเปรียบเทียบระหวางชั้นรองรับแบบเชิง

เสนและแบบไมเชิงเสน โดยผลที่ไดแสดงดังรูปท่ี 4.10(ก)-(ข) 

พิจารณารูปที่ 4.10(ก) จะเห็นไดวา ในกรณีคานบนชั้นรองรับแบบเชิงเสนการโกงตัวของคาน

จะเพิ่มขึ้นในอัตราสวนคงที่เม่ือแรงกระทําภายนอกมีคาเพิ่มขึ้น ในขณะที่การโกงตัวของคานบนชั้น

รองรับแบบไมเชิงเสนจะเพิ่มขึ้นในอัตราสวนท่ีลดลง เมื่อพิจารณารูปที่ 4.10(ข) รวมดวย จะเห็นไดวา

ในกรณีคานบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน คาความแข็งแกรงของระบบโครงสรางมีคาคงที่เมื่อแรงกระทํามี

0

4

8

12

16

20

0.1 1 10 100 1000

value of (e0a) in this work

0e a

h

0e a



38 

คาเพิ่มขึ้น สวนในกรณีคานบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนจะเห็นไดวา คาความแข็งแกรงของระบบ

โครงสรางจะมีคาเพ่ิมขึ้นเม่ือแรงกระทํามีคาสูงขึ้น ดังนั้นสามารถสรุปไดวา เมื่อแรงกระทําภายนอกมี

คาสูงขึ้นชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนจะสงผลใหระบบโครงสรางมีความแข็งมากยิ่งขึ้น 

 

รูปที่ 4.10(ก) การโกงตัวของคานตอแรงกระทําขนาดตางๆ 

 

รูปที่ 4.10(ข) Contact stiffness ของคานตอแรงกระทําขนาดตางๆ 
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บทท่ี 5 

สรุปผลงานวิจัย 
 

 ในงานวิจัยน้ี จะเปนการสรางแบบจําลองคานบนชั้นรองรับ โดยจะมีระบบคานบนชั้นรองรับ

แบบสองตัวแปรเปนตนแบบในการสรางแบบจําลองในงานวิจัยน้ี ซึ่งในระบบคานบนชั้นรองรับแบบ

สองตัวแปรนั้นจะใชทฤษฎี Euler-Bernoulli beam theory เปนแบบจําลองที่ใชในการอธิบาย

พฤติกรรมของคาน และใชทฤษฎี Winkler-Pasternak foundation theory เปนแบบจําลองที่ใชใน

การอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับ และใชหลักการของแรง (Force-based derivation) ในการ

สรางเมตริกซความแข็งแกรง (Stiffness matrix) ของระบบคานบนชั้นรองรับ ซึ่งเมตริกซความ

แข็งแกรงของระบบคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปรน้ันจะสรางจากผลเฉลยถูกตองของสมการ

อนุพันธของระบบโครงสราง ทําใหระบบคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปรนี้สามารถอธิบาย

พฤติกรรมในการรับแรงของระบบโครงสรางไดถูกตองและใชทรัพยากรในการวิเคราะหท่ีนอยกวาเมื่อ

เปรียบเทียบกับแบบจําลองอื่นๆ  

 ในสวนของการสรางแบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสนในงานวิจัยน้ี 

ลักษณะทางกายภาพของแบบจําลองจะมีความคลายคลึงกับแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัว

แปร โดยจะมีชั้นผิวของคานในแบบจําลองคานขนาดเล็กทําหนาที่เสมือนกับชั้นแรงเฉือนในชั้นรองรับ

แบบสองตัว และชั้นรองรับแบบเชิงเสนทําหนาท่ีเสมือนกับชั้นรองรับใตชั้นแรงเฉือนในชั้นรองรับแบบ

สองตัวแปร ดังนั้นจึงใชกระบวนการในการสรางแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปรเปน

ตนแบบในการสรางแบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับในงานวิจัยนี้ ซึ่งในงานวิจัยนี้จะสราง

แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน 2 แบบจําลอง โดยแบบจําลองแรกจะใชทฤษฎี 

Modified couple stress theory และ Surface elastic theory ในการอธิบายพฤติกรรมของคาน

บนชั้นรองรับ สวนแบบจําลองท่ีสองจะใชทฤษฎี Nonlocal elastic theory และ Surface elastic 

theory ในการอธิบายพฤติกรรมของคานบนชั้นรองรับ ในสวนของชั้นรองรับของทั้งสองแบบจําลอง 

จะใชทฤษฎี Winkler foundation theory ในการอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับแบบเชิงเสน  

โดยท้ังสองแบบจําลองน้ีจะมีตัวอยางการใชแบบจําลองดังกลาวในการวิเคราะหโครงสราง

และเปรียบเทียบกับแบบจําลองพื้นฐาน ซึ่งจากตัวอยางในการวิเคราะหสามารถสรุปไดวา ในการ

วิเคราะหโครงสรางที่มีขนาดเล็กแบบจําลองที่สรางในงานวิจัยนี้จะสงผลใหโครงสรางมีพฤติกรรมท่ี

แข็งกวาเม่ือเปรียบเทียบกับแบบจําลองพ้ืนฐาน ในสวนของผลเน่ืองจากแกนโครงสราง จะพบวาเมื่อ

โครงสรางมีคาอัตราสวนความชะลูดที่สูงขึ้น แกนโครงสรางจะมีผลตอพฤติกรรมของโครงสรางลดลง

ทั้งในระดับไมโครและนาโนเมตร สวนชั้นผิวโครงสรางจะมีผลตอพฤติกรรมของโครงสรางเมื่อ

โครงสรางมีขนาดในระดับนาโนเมตร และจะยิ่งมีผลตอพฤติกรรมมากขึ้นเม่ือโครงสรางมีอัตราสวน



40 

ความชะลูดที่สูงขึ้น แตเม่ือโครงสรางมีขนาดใหญขึ้นจนอยูในระดับไมโครเมตร ชั้นผิวโครงสรางจะไม

มีผลตอพฤติกรรมของโครงสรางแตอยางใด นอกจากนี่จากผลท่ีไดจะเห็นไดวา ยิ่งโครงสรางมีขนาดท่ี

เล็กลงมากๆ แบบจําลองในงานวิจัยจะใหผลท่ีแตกตางกันอยางมากเม่ือเปรียบเทียบกับแบบจําลอง

พ้ืนฐาน แตจะใหผลท่ีเหมือนกันเม่ือโครงสรางมีขนาดท่ีใหญขึ้น ในสวนของชั้นรองรับโครงสรางตอ

พฤติกรรมของโครงสราง ยิ่งชั้นรองรับมีความออนตัวมากแบบจําลองในงานวิจัยนี้จะใหผลที่แตกตาง

จากแบบจําลองพ้ืนฐานที่เปนอยางมาก แตถาชั้นรองรับมีความแข็งแกรงมากยิ่งขึ้น ความแตกตางของ

ผลที่ไดจากแบบจําลองในงานวิจัยนี้และแบบจําลองพ้ืนฐานจะยิ่งลดลง  

 เนื่องจากแบบจําลองท้ังสองที่กลาวมาในขางตน เปนแบบจําลองที่ตั้งอยูบนชั้นรองรับแบบ

เชิงเสน ดังน้ันขั้นตอไปในงานวิจัยน้ีจึงเปนการสรางแบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบไมเชิง

เสน ซึ่งในแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนในงานวิจัยนี้จะมีความคลายคลึงกับแบบจําลอง

ที่สองในงานวิจัยน้ี น่ันคือจะใชทฤษฎี Nonlocal elastic theory และ Surface elastic theory ใน

การอธิบายพฤติกรรมของคาน สวนชั้นรองรับจะใชทฤษฎี Van der Waals force theory ซึ่งเปน

ทฤษฎีที่ อ ธิบายพฤติกรรมแบบไม เชิ งเสนแทนทฤษฎี Winkler foundation theory โดยใน

แบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนนี้ จะมีตัวอยางในการใชแบบจําลองวิเคราะหโครงสราง

และเปรียบเทียบความถูกตองกับผลท่ีไดกับแบบจําลองอ่ืนๆดวย ซึ่งจากผลการวิเคราะหสามารถสรุป

ไดวา แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนในงานวิจัยน้ี จะมีความแข็งมากกวา

แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน ท้ังน่ีเน่ืองมาจากคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับ

แบบไมเชิงเสนท่ีเพ่ิมเติมเขาไป และแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนจะยิ่งมีความแข็งมาก

ขึ้นเมื่อแรงกระทําภายนอกที่กระทําตอระบบโครงสรางมีคาสูงขึ้น ดังนั้นยิ่งแรงกระทํามีคาสูงมาก 

แบบจําลองบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนและแบบเชิงเสน จะยิ่งใหผลตอบสนองที่แตกตางกันมาก

ยิ่งขึ้น 

ในสวนของการพัฒนาขั้นตอไปในงานวิจัยน้ี ควรจะวิเคราะหพฤติกรรมของคานเปนแบบไม

เชิงเสนหรืออาจจะใชทฤษฎีในการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็กอ่ืนๆ รวมไปถึงใชทฤษฎีอ่ืนในชั้น

รองรับเพื่อใหมีความหลากหลายและใกลเคียงกับความเปนจริงมากยิ่งขึ้น สุดทายนี้ หวังวางานวิจัยน้ี

สามารถเปนประโยชนและนําไปประยุกตใชในทางวิศวกรรมศาสตรและวิทยาศาสตรไดตอไป. 
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สมการสมดุลของระบบ (Differential Equilibrium Equation) 

 
พิจารณาสมดุลของแรงในแนวดิ่งของชิ้นสวนคาน: 

 
   2 0B

y

dV x
p x D x

dx
         (A-1) 

โดย  BV x  คือ แรงเฉือนในหนาตัดคาน; p xy a f  คือแรงกระจายภายนอก; และ  2D x  

แรงเฉือนที่เกิดขึ้นระหวางชั้นแรงเฉือนและคาน 

พิจารณาสมดุลของโมเมนตดัดของชิ้นสวนคาน: 

 
  0B

dM x
V x

dx
         (A-2) 

 โดย  M x  คือ โมเมนตดัดในหนาตัดคาน 

แทนคาสมการ (A-1) ใน สมการ (A-2): 

 
   

2

22
0y

d M x
p x D x

dx
          (A-3) 

พิจารณาสมดุลของแรงในแนวดิ่งของชิ้นสวนชั้นแรงเฉือน: 

 
   2 1 0sdV x

D x D x
dx

         (A-4) 

 โดย  sV x  คือ แรงเฉือนในหนาตัดชั้นแรงเฉือน; และ  1D x  แรงในชั้นรองรับท่ีกระทําตอ

ชั้นแรงเฉือน แทนคาสมการ (A-4) ในสมการ (A-3), จะไดสมการสมดุลของระบบ (Equilibrium 

equation): 

 
   

 2

12
0s

y

d M x dV x
p x D x

dx dx
         (A-5) 
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ความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัว (Force-Deformation Relations) 

 
 M x

x
IE

  ,  
 1

1

1

D x
v x

k
 ,  

 

2

s

s

V x
x

k
     (A-6) 

โดย  x  คือ คาความโคงของคาน;  1v x  คือ การทรุดตัวของชั้นรองรับ;  s x  คือ 

ความเครียดในชั้นแรงเฉือน; IE คือ คาความตานทานการดัดตัวของคาน; 1k  คือ คาความแข็งแกรง

ของชั้นรองรับ; และ 2k  คือ คาความแข็งแกรงของชั้นแรงเฉือน 

 

สมการความเขากันไดของระบบ (Differential Compatibility Equations) 

 

 ในสวนของการสรางสมการความเขากันไดของระบบ จะสรางอยูบนหลักการของแรง (Force 

based) จากทฤษฎีงานเสมือนของแรง (Virtual force principle) มีรูปแบบทั่วไปดังนี้:  

 * * * 0int extW W W           (A-7) 

 โดย *W  คือ ผลรวมของงานทั้งหมดของระบบ; *
intW  คือ งานภายในของระบบ; และ 

*
extW  คือ งานภายนอกของระบบ  

ในกรณีของคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปร งานภายในและงานภายนอก เขียนไดดังนี้: 

 

           

   

*
1 1

*

int s s

L L L

T
ext y B

L

W M x x dx D x v x dx V x x dx

W p x v x dx

     

  

  

  

  

 P U
   (A-8) 

 โดย  Bv x  คือ คาการโกงตัวของคาน ซึ่งมีคาเทากับคาการทรุดตัวของชั้นรองรับ  1v x ; 

P  คือ เวกเตอรของแรงที่ปลายท้ังสองของคาน; U  คือ เวกเตอรของคาการเคลื่อนตัวที่ปลายท้ังสอง

ของคาน,   0yp x    

 ดังน้ันสมการ (A-7) สามารถเขียนไดดังน้ี: 

       

   

*
1 1

0

L L

T
s s

L

W M x x dx D x v x dx

V x x dx

   

  

 

  

 

 P U
    (A-9) 

 แทนคาสมการความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัว สมการ (A-6) จะได: 
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1

2

0

L L

s T
s

L

M x D x
W M x dx D x dx

IE k

V x
V x dx

k

  

 

 

  

 

 P U

   (A-10) 

 แทนคาสมการสมดุลของระบบ สมการ (A-5)  เพื่อกําจัดตัวแปร  1D x  และ  1D x : 
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P U

  (A-11) 

 อินทิเกรตทีละสวน (Integration by parts) หน่ึงคร้ังในพจนท่ี 4 และสองคร้ังในพจนที่ 5 

ของสมการ (A-11) จะได: 
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s
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d M x d M x dV x
V x p x

dx k dx dx
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 (A-12) 

 ดังน้ันจะไดสมการความเขากันไดของระบบในรูปของโมเมนตดัดและแรงเฉือนในชั้นรองรับ

มาสองสมการ: 

       
 

24 3

4 2 3
1

1
0 : 0,y s

d p xM x d M x d V x
for x L

IE k dx dx dx

 
      

 
 (A-13) 

       
 

3 2

3 2
2 1

1
0 : 0,

ys s
dp xV x d M x d V x

for x L
k k dx dx dx

 
     

 
  (A-14) 

 จากความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัวในสมการ (A-6), สามารถเขียนความสัมพันธ

ระหวางแรงเฉือนในชั้นรองรับและโมเมนตดัดไดดังน้ี: 

 
 2sdV x k

M x
dx IE

        (A-15) 

 แทนคาสมการ (A-15) ดังนั้นสมการความเขากันไดของระบบ (Compatibility equation) 

เขียนในรูปของโมเมนตดัดไดดังนี้: 

 
 

   
 

24 2

1 24 2 2
: 0,

yd p xd M x d M x
M x for x L

dx dx dx
       (A-16) 

 โดย 1 1 /k IE   และ 2 2 /k IE  . 
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เมตริกซความแข็งแกรงของระบบ (ผลเฉลยถูกตอง) 

 

ผลเฉลยถูกตอง (homogeneous solution) ของสมการความเขากันได สมการ (A-16) จะ

แบงไดทั้งหมด 3 กรณีโดยขึ้นอยูกับคา 1  และ 2 ดังน้ี 

    1 2

2 1

3 4

cosh cos sinh cos
2

cosh sin sinh sin

M x c x x c x x
for

c x x c x x

   
 

   

  


 
 (A-17) 

     4 4 4 4
1 1 1 1

1 2 3 4 2 12x x x xM x c e c xe c e c xe for            (A-18) 

   1 2

2 1

3 4

cosh cosh sinh cosh
2

cosh sinh sinh sinh

M x c x x c x x
for

c x x c x x

   
 

   

  


 
 (A-19) 

 โดยคา   และ   มีนิยาม: 

 1 2

2 4

 
    , 1 2

2 4

 
       (A-20) 

 และคาคงที่ 1 2 3, , ,c c c และ 4c  หาไดจากสมการเง่ือนไขขอบเขต (boundary conditions) 

ดังน้ี: 

 
 

 

1 2

0

3 4

; 0 ;

;

s

x

s

x L

dM
V P M P

dx

dM
V P M L P

dx





 
      

 
    

     (A-21) 

 จากสมการ (A-6) และ (A-14) คาแรงเฉือนจากชั้นรองรับ  sV x  สามารถเขียนในรูปของคา

โมเมนตดัด  M x  ไดดังน้ี: 

  
     3 2

2 2 2
3

1 1 1

y

s

dp xd M x dM x
V x

dx dx dx

  

  
       (A-22) 

 จากสมการเงื่อนไขขอบเขต สมการ (A-21) สามารถเขียนโมเมนตดัดใหอยูในรูปเมตริกซดังนี้: 

    BBM x x N P        (A-23) 

 โดย  BB xN  คือ เมตริกซสมการฟงคชั่นรูปรางของโมเมนตดัด 

 จากสมการ (A-22) และ (A-5) คาแรงเฉือนในชั้นแรงเฉือน  sV x  และคาแรงในชั้นรองรับ 

 1D x  สามารถเขียนใหอยูในรูปเมตริกซดังน้ี: 

    
ss V BV x x N P        (A-24) 

    
11 D BD x x N P        (A-25) 

 โดย    
1

,
sV B D Bx xN N  คือ เมตริกซสมการฟงคชั่นรูปรางของแรงเฉือนในชั้นแรงเฉือนและ

แรงในชั้นรองรับ ตามลําดับ 

  



50 

 แทนคาสมการ (A-23), (A-24), และ (A-25) ในสมการ (A-10) จะไดสมการเมตริกซความ

ยืดหยุนของระบบดังนี้: 

 
yp FP U U         (A-26) 

 โดย F  คือ เมตริกซความยืดหยุนของระบบ นิยามดังน้ี: 

 
1 1 s sBB D D V V  F F F F        (A-27) 

 โดย BBF , 
1 1D DF , และ 

s sV VF คือ เมตริกซความยืดหยุนของระบบท่ีไดจาก แรงในคาน, แรงใน

ชั้นรองรับ, และแรงในชั้นแรงเฉือน มีนิยามดังน้ี 

 
1 1 1 1

1

2

1

1

1
s s s s

T
BB BB BB

L

T
D D D B D B

L

T
V V V B V B

L

dx
IE

dx
k

dx
k

 
  

 

 
  

 

 
  

 







F N N

F N N

F N N

      (A-29) 

 ดังน้ันสมการเมตริกซความแข็งแกรงของระบบ สามารถเขียนไดดังน้ี:  

 
y

FE
N p P K U P        (A-30) 

 โดย เมตริกซความแข็งแกรงของระบบ NK  หาไดจาก 1F  

 ในสวนของรายละเอียดตางๆ นอกเหนือจากน้ี และตัวอยางการวิเคราะหโครงสรางโดยใช

แบบจําลองคานบนช้ันรองรับแบบสองตัวแปรนี้ สามารถดูเพิ่มเติมไดจาก Limkatanyu et.al. [36] 
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