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 ในปจจุบันไมโคร-นาโนเทคโนโลยีไดมีบทบาทอยางมากในทุกๆแขนงวิชา ซึ่งรวมไป
ถึงศาสตรทางวิศวกรรมโครงสรางดวย ทําใหงานวิจัยทางโครงสรางใหมๆ ไดมีการศึกษาและพัฒนาให
มีความเก่ียวพันธกับไมโคร-นาโนเทคโนโลยี ดังนั้นในงานวิจัยนี้จะเปนการสรางแบบจําลองโครงสราง
ขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบอีลาสติก โดยมีแบบจําลองโครงสรางคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปร
เปนตนแบบในการสรางแบบจําลองในงานวิจัยนี้ แบบจําลองโครงสรางขนาดเล็กในงานวิจัยนี้จะเปน
แบบจําลองที่ใชผลเฉลยท่ีถูกตองของสมการอนุพันธในระบบโครงสรางในการสรางแบบจําลอง และใช
ทฤษฎีวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็กสองทฤษฎีรวมกันในการอธิบายพฤติกรรมของคาน รวมไปถึงการ
จําลองพฤติกรรมของชั้นรองรับทั้งแบบเชิงเสนและแบบไมเชิงเสน ซึ่งจากผลการศึกษาพบวา 
แบบจําลองโครงสรางขนาดเล็กในงานวิจัยนี้ทําใหโครงสรางมีความแข็งมากกวาแบบจําลองโครงสราง
พ้ืนฐานเมื่อรับแรงกระทํา และยิ่งโครงสรางมีขนาดเล็กลงหรือชั้นรองรับมีความออนตัวมากยิ่งขึ้น 
ความแตกตางระหวางผลที่ไดจากแบบจําลองในงานวิจัยนี้และแบบจําลองโครงสรางพื้นฐานจะยิ่งมีคา
มากข้ึน นอกจากนี้ชั้นรองรับท่ีมีพฤติกรรมแบบไมเชิงเสนจะสงผลใหโครงสรางมีความแข็งมากกวาชั้น
รองรับที่มีพฤติกรรมแบบเชิงเสน 
 

คําหลัก: แบบจําลองโครงสรางบนชั้นรองรับ, ไมโคร-นาโนเมตร, ชั้นรองรับแบบเชิงเสน, ชั้นรองรับ
แบบไมเชิงเสน 
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ABSTRACT 
 

 In recent years, micro-nano technology has found many applications in science 

and engineering fields as well as in structural engineering. Therefore, the micro-nano 

sized beam-elastic substrate element models have been developed in this research. 

The modified couple stress and the nonlocal elastic theories are employed to 

account of the core-sized effect while the surface elastic theory is used to capture 

the surface-layer effect. The interaction between the beam and the substrate is 

represented by the Winkler-foundation model and Van der Waals force theory for 

linear and nonlinear behavior, respectively. Due to similarity between the beam on 

Winkler-Pasternak foundation and the models in this research, the procedure of 

“natural” beam on Winkler-Pasternak foundation is employed to develop beam on 

linear elastic substrate models. The finite-element method is employed to obtain 

the beam on nonlinear elastic substrate model. Two numerical examples for each 

model are used to study the characteristics and behaviors of beam substrate system.  

Keywords: Beam-elastic substrate element, micro / nano-sized, linear substrate, 
nonlinear substrate. 
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รายการสัญลักษณ 

 

 ,xu x y   = Beam deformation in x direction 

 ,yu x y  = Beam deformation in y direction 

 ,zu x y  = Beam deformation in z direction 

 v x   = Beam deflection 

,     = Normal stress and normal strain tensors 

,     = Lame’s constants 

E    = Young’s modulus 

   = Poisson’s ratio 

,m    = Couple stress and couple strain tensors 

l   = Material length-scale parameter 

    = Beam rotation 
NL    = Nonlocal stress tensor 

0e a    = Nonlocal parameter 

, n    = In-plane and out-of-plane surface shear stresses 

0 0,    = Surface lame’s constants 

0    = Residual surface stress under unconstrained conditions 
SE    = Surface elastic modulus 

 F x   = Linear substrate force 

1k    = Linear substrate stiffness 

 x    = Substrate deflection 

 V d    = Total potential energy 

,W W    = Energy constant of Lennard-Jones potential 

d   = Distance between interacting atoms 

 F d   = Van der Waals force 

d    = Interfacial equilibrium spacing 

3k    = Nonlinear substrate stiffness 

 M x   = Beam-section bending moment 

 SV x   = Shear-layer section shear force 

 V x   = Surface-layer shear force 
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 1D x   = Linear elastic substrate force 

 SD x   = Nonlinear elastic substrate force 

 yp x   = External distributed force 

EI    = Flexural rigidity 

effEI   = Effective flexural rigidity 

effGA    = Effective shear rigidity 

 BB xN   = Bending moment interpolation functions array 

 VV xN  = Shear force interpolation functions array 

 DD xN  = Substrate force interpolation functions array 

 CC xN   = Cubic interpolation functions array 

Κ    = Element stiffness matrix 

F    = Element flexibility matrix 

 0
B xM  = Initial beam-section bending moment 
 0 xV   = Initial beam-section shear force 

 0
S xD   = Initial substrate force 

Bk   = Beam-suction bending moment tangent stiffness 

k   = Beam-suction shear force tangent stiffness 

Sk   = Substrate tangent stiffness 

endK   = Contact stiffness 
end
core surfK   = Contact stiffness account for both core and surface effects 
end
coreK   = Contact stiffness account for only core size effect 
end
surfaceK   = Contact stiffness account for only surface effect 

1k   = Normalized substrate stiffness 

P   = Normalized concentrated force 
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บทท่ี 1 

บทนํา 
 

 

1.1 ท่ีมาของงานวิจัย 

 

 แบบจําลองโครงสรางคานบนชั้นรองรับไดมีการศึกษาวิจัยและประยุกตใชในงานทางดาน

วิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตรกันอยางแพรหลายในอดีตจนถึงปจจุบัน ไมวาจะเปนการสราง

แบบจําลองของโครงสรางคานบนชั้นรองรับเพ่ือใชในการวิเคราะหคุณสมบัติพ้ืนฐานของโครงสราง

และพฤติกรรมการตอบสนองตอแรงกระทําของโครงสราง รวมไปถึงการพัฒนาและปรับปรุง

แบบจําลอง การประยุกตใชทฤษฎีหลากหลายทฤษฎีรวมกันในแบบจําลอง เพ่ือทําใหแบบจําลองมี

ความถูกตองและใหผลลัพธที่ดีมากยิ่งขึ้น ตัวอยางเชน การวิเคราะหคาบการสั่นพื้นฐาน การดัด และ

การบิดตัวของคานบนชั้นรองรับ [1], คาบการสั่นพื้นฐานของคานโคงบนชั้นรองรับ [2], แบบจําลอง

โครงสรางคานบนชั้นรองรับที่มีหนาตัดของคานไมคงที่สําหรับการวิเคราะหการดัดตัวและการสั่นของ

คาน [3], แบบจําลองไฟไนตอิลิเมนตของคานบนชั้นรองรับแบบตัวแปรเดียว [4], พฤติกรรมการ

ตอบสนองของคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปรโดยใชแบบจําลองไมเชิงเสน [5], แบบจําลองคานบน

ชั้นรองรับโดยใชทฤษฎีคานสองทฤษฎีรวมกัน [6], เปนตน  

แตในปจจุบัน ไมโคร/นาโนเทคโนโลยี ไดมีบทบาทมากยิ่งขึ้นในทุกๆ แขนง แนวคิดใน

งานวิจัยโครงสรางคานบนช้ันรองรับจึงไดมีการปรับปรุงและไดรับความสนใจในการวิเคราะหผลของ

ขนาดโครงสรางเพิ่มเติมเขามา หลายงานวิจัยในปจจุบันไดทําการวิเคราะหแบบจําลองโครงสรางคาน

ที่มีขนาดเล็กในระดับ ไมโคร/นาโนเมตร เพ่ือศึกษาคุณสมบัติพื้นฐานของโครงสราง และพฤติกรรม

การตอบสนองของโครงสรางตอแรงกระทํา แตโดยสวนมากจะเปนการวิเคราะหโครงสรางขนาด ไม

โคร/นาโนเมตร โดยมีทฤษฎีที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็กเพียงทฤษฎีเดียว และไมไดคิดผล

ของชั้นรองรับรวมเขาไปดวย หรือไมก็จะเปนการสรางแบบจําลองคานบนชั้นรองรับขนาด ไมโคร/นา

โนเมตร โดยใชทฤษฎีการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็กเพียงทฤษฎีเดียว เพื่อวิเคราะหคุณสมบัติ

พ้ืนฐานตางๆ เชน การสั่นของโครงสรางแบบอิสระ (Free vibration) หรือแรงโกงเดาะประลัย 

(Critical buckling load) เปนตน โดยในงานวิจัยสวนมาก จะไมไดกลาวถึงผลของชั้นรองรับท่ีมีตอ

พฤติกรรมของโครงสราง หรือผลเนื่องจากขนาดโครงสรางตอพฤติกรรมของโครงสราง นอกจากนี้ใน

การวิเคราะหและวิจัยแบบจําลองโครงสรางขนาดเล็กท่ีคิดผลของขนาดโครงสรางรวมดวย จะทําการ

ทดสอบโดยใชโครงสรางจริงน้ันเปนไปไดยากมาก เนื่องมาจากขนาดของโครงสรางท่ีเล็กมาก ดังนั้นใน

งานวิจัยทั่วไปจะเปนการศึกษาวิเคราะหโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการสรางแบบจําลอง และ



2 

สวนมากจะเปนแบบจําลองโครงสรางท่ีใชสมการรูปรางของคานเปนสมการประมาณ เชน สมการพหุ

นามกําลังสองหรือกําลังสาม เปนตน ซึ่งไมไดเปนสมการรูปรางที่แมนตรง (Exact shape function) 

ที่คํานวณจากผลเฉลยที่ถูกตอง (Exact solution) ของสมการอนุพันธในระบบโครงสราง 

ดังน้ันในงานวิจัยนี้ จะเปนการสรางแบบจําลองโครงสรางคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับ โดยใช

ทฤษฎีวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็กรวมกันสองทฤษฎีในการอธิบายพฤติกรรมของคาน และใชทฤษฎี

ชั้นรองรับท้ังแบบเชิงเสนและไมเชิงเสนในการอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับ เพ่ือศึกษาและ

วิเคราะหผลของขนาดโครงสรางและผลของชั้นรองรับตอพฤติกรรมการตอบสนองของโครงสรางใน

การรับแรงกระทําภายนอก โดยใชสมการรูปรางท่ีแมนตรงจากผลเฉลยที่ถูกตองของสมการอนุพันธใน

ระบบโครงสรางในการสรางแบบจําลองของโครงสราง และเปรียบเทียบกับแบบจําลองโครงสรางท่ี

ไมไดวิเคราะหในสวนของขนาดโครงสราง 

 

1.2 การสืบคนเอกสาร 

 

 ในการศึกษาและวิเคราะหโครงสรางที่มีขนาดเล็กทางภาคปฏิบัติเปนไปไดยากมาก นักวิจัย

สวนมากจึงใชวิธีทางระเบียบวิจัยเชิงตัวเลข (Numerical method) ในการสรางแบบจําลองเพื่อใช

วิเคราะหรวมกับทฤษฎีในการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็ก ซึ่งทฤษฎีที่ใชในการวิเคราะหโครงสราง

ขนาดเล็กไดมีการนําเสนอและตีพิมพในผลงานทางวิชาการหลากหลายทฤษฎี ยกตัวอยางเชน 

Modified couple stress theory, Nonlocal elastic theory, Surface elastic theory เปนตน 

โดย Modified couple stress theory และ Nonlocal elastic theory เปนทฤษฎีที่ ใช ในการ

อธิบายพฤติกรรมของโครงสรางโดยคํานึงถึงผลของความเคน (Stress) และความเครียด (Strain) 

ภายในท่ีเกิดข้ึนเนื่องมาจากขนาดโครงสรางท่ีเล็กลง ในสวนของทฤษฎ ีSurface elastic theory นั้น

จะเปนทฤษฎีที่ใชในการอธิบายแรงเฉือนที่เกิดขึ้นบนชั้นผิวของโครงสราง (Surface Layer) ใน

โครงสรางท่ีมีขนาดเล็ก 

 Yang et al. [7] ไดเสนอทฤษฎี Modified couple stress theory เพื่อใชในการวิเคราะห

โครงสรางท่ีมีขนาดเล็ก โดยทฤษฎีนี้จะคิดผลเนื่องจากขนาดของโครงสรางบนหลักการของทฤษฎี

พลังงานความเครียดของโครงสราง (Strain energy theory) ซึ่งหลักการของทฤษฎีนี้นิยมใชกันอยาง

แพรหลายในการวิเคราะหโครงสรางท่ีมีขนาดเล็กในระดับ ไมโครเมตร ตัวอยางเชน Koiter [8] ได

สรางแบบจําลองของโครงสรางคานโดยคิดผลเน่ืองจากขนาดโครงสรางรวมดวย, Mindlin [9] ได

เสนอสมการสองทิศทางสําหรับวัสดุที่มีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง (Isotropic material) โดยคิด

ผลเนื่องจากขนาดโครงสราง เพ่ือใชในการวิเคราะหผลของขนาดโครงสรางตอผลของความเขมของ

ความเคน (Stress concentration), Mindlin [10] และ Toupin [11] ไดเสนอแบบจําลองของวัสดุท่ี
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มีพฤติกรรมเชิงเสนโดยคิดผลเนื่องจากขนาดโครงสราง, Ma et al. [12-13] ไดปรับปรุงทฤษฎี 

Reddy-Levinson beam และ Mindlin plate โดยคิดผลเน่ืองจากขนาดโครงสรางรวมดวย 

 นอกเหนือจากทฤษฎี Modified couple stress theory ที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางที่มี

ขนาดเล็กแลว ยังมีอีกหนึ่งทฤษฎีที่นิยมใชในการวิเคราะหโครงสรางที่มีขนาดเล็กน่ันคือ Nonlocal 

elastic theory เสนอโดย Eringen [14-15] ซ่ึงทฤษฎีนี้ จะเปนการปรับปรุงกฎของ Hook (Hook’s 

law) โดยคิดผลเนื่องจากขนาดโครงสรางเพ่ิมเติมเขาไปในสมการความสัมพันธระหวางความเคนและ

ความเครียด (Stress-strain relation) โดยทฤษฎีน้ี นิยมใชในการวิเคราะหโครงสรางท่ีมีขนาดใน

ระดับ นาโนเมตร ตัวอยางเชน Yang และ Lim [16] ไดเสนอแบบจําลองโครงสรางคานขนาดเล็กบน

หลักการของทฤษฎีคาน Timoshenko beam ในการวิเคราะหการสั่นแบบอิสระของโครงสราง, 

Alshorbagy et al. [17] ไดเสนอแบบจําลองไฟไนตอิลิเมนตบนหลักการของทฤษฎีคาน Euler-

Bernoulli beam โดยคิดผลเน่ืองจากขนาดของโครงสรางท่ีเล็กลงรวมดวย, Pradhan [18] ปรับปรุง

แบบจําลองไฟไนอิลิเมนตบนหลักการของทฤษฎีคาน Euler-Bernoulli beam และ Timoshenko 

beam โดยคิดผลเนื่องจากขนาดของโครงสราง, Reddy [19] ปรับปรุงทฤษฎีคานโดยคิดผลเน่ืองจาก

ขนาดท่ีเล็กลงของโครงสราง เพ่ือใชในการวิเคราะหการโกงตัว การดัดตัว และคาคาบการสั่นพื้นฐาน

ของโครงสราง 

 นอกเหนือจากขนาดของโครงสรางท่ีเล็กลงจนสงผลตอพฤติกรรมในการรับแรงกระทําของ

โครงสราง ยังมีแรงท่ีเกิดขึ้นในชั้นผิวโครงสรางที่สามารถสงผลตอพฤติกรรมของโครงสรางได ซึ่งใน

กรณีที่โครงสรางมีขนาดใหญ แรงที่เกิดขึ้นบนชั้นผิวโครงสรางจะไมมีความสําคัญ เน่ืองจากอัตราสวน

ระหวางช้ันผิวของโครงสราง (Surface layer) และหนาตัดโครงสราง (Bulk area) มีอัตราสวนที่นอย

มาก แตเมื่อโครงสรางมีขนาดที่เล็กลงมากในระดับ ไมโคร/นาโนเมตร อัตราสวนนี้จะมีคามากขึ้นนั่น

หมายถึงแรงที่เกิดขึ้นบนชั้นผิวจะมีอิทธิพลมากขึ้น และจะสงผลตอพฤติกรรมของโครงสรางในการรับ

แรงกระทําภายนอกมากขึ้นเชนกัน Gurtin และ Murdoch [20-21] ไดเสนอทฤษฎี Surface elastic 

theory เพื่อใชในการวิเคราะหโครงสรางท่ีมีขนาดเล็กมาก ซึ่งทฤษฎีนี้จะนิยมใชรวมกันกับทฤษฎีอ่ืนท่ี

ใชในการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็ก ตัวอยางเชน Gao และ Mahmoud [22] ปรับปรุงแบบจําลอง

คาน  Euler-Bernoulli beam โดย ใช ทฤษฎี  Modified couple stress theory และ Surface 

elastic theory รวมดวย, Shaat et al. [23] ปรับปรุงแบบจําลอง Kirchhoff plate โดยคิดผล

เนื่องจากขนาดโครงสรางบนพ้ืนฐานของทฤษฎี Modified couple stress theory และ Surface 

elastic theory, Malekzadah และ Shojaee [24], Eltaher et al. [25] ไดศึกษาคาบการสั่ น

พ้ืนฐานของโครงสรางคาน โดยคิดผลเนื่องจากขนาดของโครงสรางบนหลักการของทฤษฎี Nonlocal 

elastic theory และ Surface elastic theory  
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 ซึ่งทั้งสามทฤษฎีท่ีไดกลาวไปน้ัน จะเปนทฤษฎีท่ีนิยมใชในการอธิบายพฤติกรรมของคานใน

การวิเคราะหโครงสรางที่มีขนาดเล็ก ในระดับ ไมโคร/นาเมตร ในสวนของชั้นรองรับคานในงานวิจัยน้ี 

จะกําหนดใหชั้นรองรับมีพฤติกรรมท้ังแบบเชิงเสน (Linear) และแบบไมเชิงเสน (Nonlinear) ซึ่งใน

ชั้นรองรับที่มีพฤติกรรมแบบเชิงเสน งานวิจัยนี้จะใชทฤษฎีชั้นรองรับแบบตัวแปรเดียว Winkler-

foundation theory เสนอโดย Winkler [26] โดยทฤษฎีนี้จะอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับใน

รูปแบบของสปริงท่ีมีความอิสระตอกัน และนิยมใชในการสรางแบบจําลองโครงสรางบนชั้นรองรับ

แบบงาย ตัวอยางเชน Zhaohua and Cook [27] สรางแบบจําลองของคานบนชั้นรองรับทั้งแบบตัว

แปรเดียวและสองตัวแปร, Limkatanyu et al. [28] สรางแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบ 1 ตัว

แปร โดยใชสมการโกงตัวของคานจากผลเฉลยแมนตรงของสมการในระบบโครงสราง เปนตน ซึ่ง

โดยทั่วไปแลวชั้นรองรับแบบตัวแปรเดียว จะใหผลท่ีไมคอยแมนยําเทาท่ีควรเนื่องจากเปนแบบจําลอง

แบบงาย แตในงานวิจัยนี้จะสรางแบบจําลองโดยคิดผลของแรงเฉือนในชั้นผิวโครงสรางดวย สงผลใหมี

พฤติกรรมคลายกับชั้นรองรับแบบสองตัวแปร ทําใหผลที่ไดจากแบบจําลองในงานวิจัยน้ีมีความ

ถูกตองมากยิ่งขึ้น ในสวนของชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนในงานวิจัยนี้จะใชทฤษฎีแรงแวนเดอรวาลล 

Van der Waal force theory ในการอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับ ซึ่งทฤษฎีน้ีจะอยูบนหลักการ

ของ Lennard-Jones [29] ซึ่งทฤษฎีนี้จะอธิบายความสัมพันธของแรงระหวางอะตอมแบบไมเชิงเสน 

โดยสวนมากจะใชในการอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับในโครงสรางที่มีขนาด ไมโคร/นาโนเมตร 

ตัวอยางเชน Mahdavi et al. [30-31] ศึกษา การสั่นของทอคารบอนท่ีหุมดวยพอลิเมอรทั้งแบบ 1 

ชั้น และ 2 ชั้น, He et al. [32] คิดผลของแรงแวนเดอรวาลลในการวิเคราะหการโกงเดาะของทอ

คารบอน, Mahdavi et al. [33] สรางแบบจําลองแผนกราฟน (Graphene sheet) ท่ีหุมดวยพอลิ

เมอร, Khosrozadeh and Hajabasi [34] วิเคราะหการสั่นของทอคารบอนโดยคิดผลของแรงแวน

เดอรวาลลรวมดวย เปนตน 

 

1.3 วัตถุประสงค 

 

 1. ศึกษาและพัฒนาแบบจําลองโครงสรางคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับ โดยคิดผลของขนาด

โครงสรางตอพฤติกรรมของโครงสรางรวมดวย 

 2. วิเคราะหผลเนื่องจากขนาดของโครงสรางตอพฤติกรรมในการรับแรงกระทําภายนอกของ

โครงสราง 

 3. วิเคราะหผลเนื่องจากช้ันรองรับตอพฤติกรรมในการรับแรงกระทําของโครงสราง 

 4. เปรียบเทียบผลท่ีไดจากแบบจําลองในงานวิจัยน้ีกับผลที่ไดจากแบบจําลองอ่ืนๆ 



5 

บทท่ี 2 

ทฤษฎีท่ีใชในการสรางแบบจําลอง 

 

 

 งานวิจัยนี้จะเปนการสรางแบบจําลองโครงสรางคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับที่มีขนาดในระดับ 

ไมโคร/นาโนเมตร ซึ่งจะใชทฤษฎี Euler-Bernoulli beam ในการอธิบายพฤติกรรมของโครงสราง

คานและจะคิดผลเนื่องจากขนาดของโครงสรางรวมในแบบจําลองดวย โดยทฤษฎีที่ใชในการวิเคราะห

พฤติกรรมโครงสรางขนาดเล็ก คือ Modified couple stress theory, Nonlocal elastic theory, 

และ Surface elastic theory ในสวนของชั้นรองรับในงานวิจัยน้ีจะพิจารณาพฤติกรรมของชั้น

รองรับสองลักษณะคือ ชั้นรองรับแบบเชิงเสน โดยจะใชทฤษฎี Winkler foundation theory ในการ

อธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับ และชั้นรองรับแบบไมเชิงเสน ซึ่งจะใชทฤษฎี Van der Waals 

force theory ในการอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับ 

 

2.1 ทฤษฎีโครงสรางคาน (Euler-Bernoulli beam) 

 
รูปที่ 2.1 พฤติกรรมการเปลี่ยนรูปของคาน ทฤษฎี Euler-Bernoulli beam 

ทฤษฎีคาน Euler-Bernoulli beam เปนทฤษฎีท่ีอธิบายพฤติกรรมการโกงตัวของโครงสราง

คานภายใตแรงกระทํา โดยมีสมมุติฐานคือ การเปลี่ยนรูปของโครงสรางมีขนาดเล็กและหนาตัดของ

โครงสรางยังคงเปนระนาบเดิม ซึ่งลักษณะของการเปลี่ยนรูปของโครงสรางเม่ือรับแรงกระทําแสดงดัง

รูปที่ 2.1 โดยมีนิยามคาการเปลี่ยนรูปในทิศทางตางๆดังน้ี 

   

   
  0,

,

,










yxu

xvyxu

x

xv
yyxu

z

y

x

        (2.1) 

Undeformed Configuration

Deformed Configuration
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โดย  yxux , ,  ,yu x y ,  ,zu x y  คือคาการเปลี่ยนรูปของโครงสรางในแนวแกน x, y, 

และ z ตามลําดับ,  xv  คือคาการโกงตัวของคาน จากนิยามการเปลี่ยนรูปของโครงสรางสามารถหา

คาความเคนและความเครียดที่เกิดขึ้นในโครงสรางได ตามทฤษฎีคาน Euler-Bernoulli beam คา

ความเคนและความเครียดท่ีเกิดขึ้นมีนิยามดังนี้ 

 ijjiij

ijijkkij

uu ,,
2

1

2









       (2.2) 

 โดย ,ij ij  คือ ความเคนและความเครียดพ้ืนฐานของโครงสรางตามลําดับ (Normal stress 

and normal strain), ij คือ Kronecker delta, ,   คือ คาคงท่ีของลามี (Lame’s constants) 

มีนิยามดังนี้ 

  

 













12

211

E

E

       (2.3) 

 โดย E  คือ คาโมดูลัสของยัง (Young’s modulus),   คือ อัตราสวนปวซองค (Poisson’s 

ratio) แทนคาสมการ (2.1) ในสมการ (2.2) ดังนั้นคาความเคนและความเครียดของโครงสราง (Non-

zero terms) สามารถเขียนไดดังน้ี 

 
 

  
 
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x y y

x




 


 

 



  
   

   

 
 


 



    (2.4) 

 

2.2 ทฤษฎีโครงสรางขนาดเล็ก 

 

2.2.1 Modified couple stress theory 

 ทฤษฎี Modified couple stress theory ไดถูกนําเสนอโดย Yang et al. [7] ซึ่งทฤษฎีน้ีจะ

คิดผลเนื่องจากขนาดของโครงสรางบนหลักการของทฤษฎีพลังงานความเครียด (Strain energy 

theory) โดยจะเพิ่มคาความเคนและความความเครียดที่เกิดขึ้นในโครงสรางเนื่องจากขนาดของ

โครงสรางในสมการพลังงานความเครียดรวมของโครงสราง มีนิยามดังน้ี 

 
1

: :
2

U dV


  σ ε m χ       (2.5) 
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 โดย U คือ พลังงานความเครียดรวมของโครงสราง, ,σ ε  คือ ความเคนและความเครียด

พ้ืนฐานของโครงสรางตามลําดับ, ,m χ  คือ ความเคนและความเครียดท่ีเกิดขึ้นเน่ืองจากขนาดของ

โครงสรางตามลําดับ มีนิยามดังนี้ 

 ijjiij

ijij lm

,,

2

2

1

2









       (2.6) 

 โดย l  คือ คาความยาวเฉพาะของวัสดุ (Material length-scale) และสามารถหาไดจากการ

ทดลอง,   คือ คามุมบิดของโครงสราง มีนิยามดังนี้ 

jkijki ue ,
2

1
         (2.7) 

 โดย ijke คือ permutation symbol พิจารณานิยามการเปลี่ยนรูป สมการ (2.1) และนิยาม

ความเคนและความเครียดสมการ (2.6) ดังนั้น คาความเคนและความเครียดเนื่องจากขนาดของ

โครงสราง (Non-zero terms) ในระนาบสามารถเขียนไดดังนี้ 
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     (2.8) 

  

2.2.2 Nonlocal elastic theory 

 Eringen [14-15] ได เสนอทฤษฎี  Nonlocal elastic theory เพื่ อ ใช ในการวิ เคราะห

โครงสรางที่มีขนาดเล็ก ซึ่งทฤษฎีนี้จะปรับปรุงทฤษฎีกฎของฮุกค (Hook’s law) โดยคิดผลเนื่องจาก

ขนาดของโครงสรางรวมดวย นิยามของทฤษฎีนี้กลาววาคาความเคนท่ีเกิดขึ้นในโครงสรางจะไมเปน

อัตราสวนโดยตรงกับคาความเครียดท่ีจุดน้ันแตจะขึ้นอยูกับคาความเครียดของทั้งโครงสราง ซึ่ง

สามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

  2 2
01 NLE e a            (2.9) 

 โดย ,   คือ ความเคนและความเครียดพื้นฐานของโครงสราง, NL  คือ ความเคนของ

โครงสรางท่ีคิดผลเน่ืองจากขนาดของโครงสรางรวมดวย,   คือ (Gradient operator),  0e a  คือ 

คา nonlocal parameter ของวัสดุหาไดจากการทดลอง 

 

2.2.3 Surface elastic theory 

 Gurtin และ Murdoch [20-21] ไดเสนอทฤษฎี Surface elastic theory ในการวิเคราะห

โครงสรางท่ีมีขนาดเล็ก ซ่ึงทฤษฎีนี้จะอธิบายแรงเฉือนที่เกิดขึ้นในชั้นผิวของโครงสรางในการวิเคราะห
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พฤติกรรมการรับแรงกระทําของโครงสราง โดยในกรณีแบบจําลองคานแบบสองมิติ (Planar model) 

ความเคนเฉือนท่ีเกิดขึ้นในชั้นผิวของโครงสรางสามารถนิยามไดดังนี้ 

   0 0 0 , 0 , , 0 ,

0 ,n n

u u u u

u

         

 

      

 

       


  (2.10) 

 โดย   คือ ความเคนเฉือนที่เกิดขึ้นในทิศทางเดียวกับผิวโครงสราง, n  คือ ความเคน

เฉือนท่ีเกิดขึ้นในทิศทางตั้งฉากกับผิวโครงสราง, 0 0,   คือ คาคงที่ของวัสดุผิวโครงสรางสามารถหา

ไดจากการทดลอง, 0  คือ คาความเคนเฉือนคงคางที่ผิวโครงสราง (Residual surface stress) 

แทนคาสมการการเปลี่ยนรูปของโครงสรางคาน สมการ (2.1) ลงในสมการ (2.10) จะได

ความเคนเฉือนท่ีเกิดขึ้นในระนาบ  ,x y  ดังนี้ 

 
 

 
 

2

0 2

0

, S
xx xx

nx y

v x
x y yE

x

v x
x n

x

 

 


 








      (2.11) 

 โดย  ,xx x y  คือ ความเคนเฉือนในแนวเดียวกับระนาบผิวโครงสราง,  nx x คือ ความ

เคนเฉือนในแนวต้ังฉากกับระนาบผิวโครงสราง, S
xxE  คือ คาอิลาสติกของชั้นผิวโครงสราง (Surface 

elastic modulus), yn  คือ ยูนิต-เวกเตอรในทิศทางแกน y 

 

2.3 ทฤษฎีชั้นรองรับ 

 

2.3.1 Winkler foundation theory 

 Winkler foundation theory เปนทฤษฎีท่ีใชในการอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับ

โครงสราง เสนอโดย Winkler [26] ซึ่งทฤษฎีน้ีจะแทนพฤติกรรมของชั้นรองรับดวยสปริงที่มีความ

อิสระตอกัน ดังนั้นในบริเวณท่ีรับแรงกระทําชั้นรองรับก็จะเกิดการทรุดตัว สวนบริเวณท่ีไมไดรับแรง

กระทําก็จะไมมีการทรุดตัวใดๆเกิดขึ้นในชั้นรองรับ ซึ่งพฤติกรรมการทรุดตัวของชั้นรองรับและแรง

กระทําจะมคีวามสัมพันธในลักษณะเชิงเสน นิยามไดดังน้ี 

   1F x k x         (2.10) 

 โดย  F x  คือ แรงในชั้นรองรับ,  x  คือ คาการทรุดตัวของชั้นรองรับโดยทั่วไปจะมีคา

เทากับคาการทรุดตัวของโครงสราง  v x , และ 1k  คือ คาความแข็งแกรงของชั้นรองรับ 

 

2.3.2 Van der Waals force theory 

 ในสวนของพฤติกรรมของชั้นรองรับแบบไมเชิงเสน ในงานวิจัยน้ีจะใชทฤษฎีแรงแวนเดอร

วาลล (Van der Waals force theory) ในการอธิบายพฤติกรรมดังกลาว ซึ่งทฤษฎีนี้ไดถูกนําเสนอ
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โดย Jomehzadah [35] บนพ้ืนฐานของหลักการทฤษฎีพลังงานศักยของ Lennard-Jones [29] 

(Lennard-Jones potential energy) ซึ่งมีนิยามดังน้ี 

 
12 6

4 d d
dV d

d d

 

    

     
     

     (2.11) 

โดย  V d  คือ พลังงานศักยรวม, ,d d   คือ คาคงท่ีขึ้นอยูกับประเภทของวัสดุโครงสราง

และชั้นรองรับ, และ d  คือ คาระยะหางระหวางอะตอม จากนิยามทฤษฎีพลังงานดังกลาว แรงเวน

เดอรวาลล สามารถคํานวณไดดังนี้ 

 
  13 7

24
2d d d

V d
F d

d d d d

       
            

     (2.12) 

 โดย  F d  คือ แรงยึดเหนี่ยวระหวางอะตอม หรือ แรงเวนเดอรวาลล (Van der Waals 

force) ซึ่งเมื่อพิจารณาสมการ (2.12) จะเห็นไดวาสมการดังกลาวเปนสมการไมเชิงเสนท่ีมีคากําลังสูง

มาก ดังน้ัน Jomehzadah ไดใชทฤษฎี Taylor series expansion ในการประมาณคาแรงเวนเดอร

วาลล โดยกระจายคาแรงจนถึงกําลังสามเพ่ือพิจารณาผลของความไมเชิงเสน ซึ่งสามารถเขียนไดดังนี้ 

   

 

   

14 8

2

16 10
3

4

3

1 3

24
26 7

336
65 6

d d d

d

d d d

d

F d d d
d d

d d
d d

k v x k v x

  



  



    
      

     

    
      

     

 

   (2.13) 

 โดย d  คือ คาระยะหางสมดุลระหวางอะตอม (Interfacial equilibrium spacing), 1k  คือ 

คาความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบเชิงเสน, และ 3k  คือ คาความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไม

เชิงเสน ซึ่งคาความแข็งแกรงทั้งสองคาน้ีจะขึ้นอยูกับประเภทของวัสดุโครงสรางและชั้นรองรับ 
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บทท่ี 3 

แบบจําลองคานบนช้ันรองรับ 
 

 

3.1 แบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปร 

 
รูปที่ 3.1 ระบบคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปร 

ในงานวิจัยนี้จะใชแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปรเปนตนแบบในงานวิจัย ซึ่ง

แบบจําลองนี้ไดถูกนําเสนอโดย Limkatanyu et.al. [36] โดยลักษณะของแบบจําลองน้ีแสดงดังรูปท่ี 

3.1 แบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปรนี้จะใชทฤษฎีคาน Euler-Bernoulli beam ในการ

อธิบายพฤติกรรมของคาน และใชทฤษฎี Winkler-Pasternak foundation theory ในการอธิบาย

พฤติกรรมของชั้นรองรับ จากระบบของแบบจําลองดังกลาวและตามกระบวนการในการสราง

แบบจําลอง [36] จะไดสมการสมดุลของแรง (Equilibrium equation) ในระบบดังนี้ 

   
   

2

12
0S

y

M x V x
D x p x

x x

 
   

 
    (3.1) 

 โดย  M x  คือ คาโมเมนตดัดในคาน,  SV x  คือ คาแรงเฉือนในชั้นรองรับ,  1D x  คือ 

คาแรงในชั้นรองรับแบบเชิงเสน, และ  yp x  คือ คาแรงกระทําภายนอกแบบกระจาย 

 ในสวนของสมการความเขากันได (Compatibility equation) ของระบบ จะคํานวณโดยอยู

บนหลักการของแรง (Force-based derivation) จากกระบวนการในการสรางแบบจําลอง [36] จะ

ไดสมการอนุพันธของระบบคานมาสองสมการดังน้ี 

       

       

24 3

4 3 2
1

3 2

3 2
2 1

1
0

1
0

yS

yS S

p xM x M x V x

EI k x x x

p xV x M x V x

k k x x x

  
        

  
    

   

   (3.2) 

 โดย 1 2,k k คือ คาความแข็งแกรงของชั้นรองรับและชั้นแรงเฉือนตามลําดับ 

y,v(x)

Elastic Substrate Media
x,u(x)

py(x)P1 ,U1

P2 ,U2

P3 ,U3

P4 ,U4

Shear-Layer, (k2)Beam

Substrate Medium (k1)
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จากสมการอนุพันธของคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปร สมการ (3.2) จะตองใชสมการ

ความสัมพันธระหวางคาโมเมนตดัดและแรงเฉือนในคาน เพื่อใชในการเขียนสองสมการอนุพันธใหอยู

ในรูปสมการเดียวกัน ซึ่งสมการความสัมพันธระหวางคาโมเมนตดัดและแรงเฉือนมีนิยามดังนี้ 

 
 2SV x k

M x
x EI





       (3.3) 

 โดย EI  คือ คาความตานทานการดัดของคาน จากสมการอนุพันธสองสมการ สามารถเขียน

ใหอยูในรูปหนึ่งสมการได โดยใชสมการ (3.2) และ (3.3) รวมกัน จะไดสมการ 

       
2

2

2

2

214

4

x

xp

x

xM
xM

x

xM y














     (3.4) 

 โดย 1 1k EI  และ 2 2k EI    

ในแบบจําลองคานบนช้ันรองรับแบบสองตัวแปร จะใชผลเฉลยถูกตอง (Exact solution) 

ของสมการอนุพันธ สมการ (3.4) ในการสรางเมตริกซความแข็งแกรง (Stiffness matrix) ของ

โครงสราง โดยผลเฉลยถูกตองของสมการ (3.4) จะมีอยู 3 ผลเฉลย ตามเง่ือนไขดังนี้ 

 

  
 

4 4 4 4
1 1 1 1

1 2

2 1

3 4

1 2 3 4 2 1

1 2

2 1

3 4

cosh cos sinh cos
2

cosh sin sinh sin

2

cosh cosh sinh cosh
2

cosh sinh sinh sinh

x x x x

M x c x x c x x
for

c x x c x x

M x c e c xe c e c xe for

M x c x x c x x
for

c x x c x x

   

   
 

   

 

   
 

   

 

  


 

    

  


 

 (3.5) 

 โดย คาตัวแปร   และ   มีนิยามดังนี้ 

1 12 2,
2 4 2 4

  
          (3.6) 

จากผลเฉลยของสมการ สามารถเขียนสมการโมเมนตดัด, แรงเฉือน, และแรงในชั้นรองรับ  

ใหอยูในรูปเมตริกซสมการฟงคชั่นรูปราง (Interpolation shape function) ซึ่งคํานวณมาจากผล

เฉลยที่ถูกตองโดยใชสมการ (3.5) ได ดังนี้ 

   

   

   1

BB

S VV

DD

M x x

V x x

D x x







N P

N P

N P

       (3.7) 

 โดย      , ,BB VV DDx x xN N N  คือ เมตริกซสมการฟงคชั่นรูปรางของโมเมนตดัด, แรง

เฉือน, และ แรงในช้ันรองรับ ตามลําดับ จากสมการ (3.7) สามารถหาสมการเมตริกซความแข็งแกรง

ของโครงสรางได ดังน้ี 

 
11

BB VV DD

   K F F F F       (3.8) 
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 โดย K  คือ เมตริกซความแข็งแกรง (Stiffness matrix) ของโครงสราง, , ,BB VV DDF F F  คือ 

เมตริกซความยืดหยุน (Flexibility matrix) ของโครงสรางเนื่องจากแรงในคาน, แรงในชั้นแรงเฉือน, 

และ แรงในชั้นรองรับ ตามลําดับ โดยมีนิยามดังน้ี 

   

   

   

1

2

1

1

1

T
BB BB BB

L

T
DD DD DD

L

T
VV VV VV

L

x x dx
EI

x x dx
k

x x dx
k

 
  

 

 
  

 

 
  

 







F N N

F N N

F N N

     (3.9) 

 ในสวนของรายละเอียดของขั้นตอนการสรางเมตริกซความแข็งแกรงของแบบจําลองคานบน

ชั้นรองรับแบบสองตัว สามารถดูไดในภาคผนวก  

 

3.2 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนช้ันรองรับในงานวิจัย 

 

ในการสรางแบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองในงานวิจัยน้ี จะอางอิงตาม Limkatanyu 

et.al. [36] ในขั้นตอนและกระบวนการสรางแบบจําลอง แตจะมีความแตกตางในสวนของทฤษฎีท่ีใช 

ในการอธิบายพฤติกรรมโครงสราง โดยในสวนของคานจะใชทฤษฎี Euler-Bernoulli beam รวมกับ

ทฤษฎีที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็ก สําหรับชั้นรองรับจะใชทฤษฎี Winkler foundation 

theory และ Van der Waals force theory ในการอธิบายพฤติกรรมชั้นรองรับแทนแบบจําลองชั้น

รองรับแบบสองตัวแปร ดังน้ันแบบจําลองในงานวิจัยน้ีจะไมมีแรงเฉือนที่เกิดขึ้นจากชั้นแรงเฉือนในชั้น

รองรับ แตจะมีแรงเฉือนท่ีเกิดขึ้นในชั้นผิวของโครงสรางเขามาทดแทน ทําใหแบบจําลองในงานวิจัยน้ี

นี้มีความคลายคลึงกับแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปร [36] โดยในงานวิจัยน้ีจะสราง

แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับทั้งหมด 3 แบบจําลอง คือ  

แบบจําลองท่ี 1 จะใชทฤษฎี Modified couple stress theory และ Surface elastic 

theory ในการอธิบายพฤติกรรมของคาน และใชทฤษฎี Winkler foundation theory ในการ

อธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับ 

แบบจําลองท่ี 2 จะใชทฤษฎี Nonlocal elastic theory และ Surface elastic theory ใน

การอธิบายพฤติกรรมของคาน และใชทฤษฎี Winkler foundation theory ในการอธิบายพฤติกรรม

ของชั้นรองรับ  

แบบจําลองท่ี 3 จะใชทฤษฎี Nonlocal elastic theory และ Surface elastic theory ใน

การอธิบายพฤติกรรมของคาน และใชทฤษฎี Van der Waals force theory ในการอธิบาย

พฤติกรรมของชั้นรองรับ 
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3.2.1 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนช้ันรองรับแบบเชิงเสน 

 
รูปท่ี 3.2 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน 

แบบจําลองนี้ จะมีลักษณะทางกายภาพดังรูปท่ี 3.2 ซึ่งจะมีความคลายคลึงกับแบบจําลองใน

รูปที่ 3.1 จากหลักการทฤษฎีงานเสมือน (Principle of virtual work) สามารถเขียนสมการของงาน

ภายในและงานภายนอกที่เกิดขึ้นในระบบโครงสรางไดดงันี้ 

   

   

1

int ij ij ij ij

L A A

s
ij ij

L L

T
ext y

L

W dA m dA dx

d dx D x x dx

W p x v x dx

   

  

  



 
  

 

 
    

 

  

  

  

 U P

    (3.10) 

 โดย intW  คือ ผลรวมของงานภายในที่เกิดขึ้น, และ extW  คือ ผลรวมของงานภายนอกท่ี

เกิดขึ้น, ij ij

L A

dAdx    คือ งานท่ีเกิดขึ้นเนื่องจากความเคนและความเครียดพ้ืนฐานในโครงสราง, 

ij ij

L A

m dAdx   คือ งานที่เกิดขึ้นเนื่องจากความเคนและความเครียดเน่ืองจากขนาดของโครงสราง, 

s
ij ij

L

d dx 


   คือ งานที่เกิดขึ้นเน่ืองจากแรงในชั้นผิวโครงสราง,    1

L

D x x dx  คือ งานท่ี

เกิดขึ้นเน่ืองจากแรงในช้ันรองรับ, และ    y

L

p x v x dx  คือ งานเนื่องจากแรงกระทําภายนอก 

แทนคาจากสมการ (2.4), (2.8) และ (2.11) จะได 

 
 

 
 

       

2

2

1 0

L L

T
y

L L

v x v x
M x dx V x dx

x x

D x v x dx p x v x dx



 

  

   
   

   

   

 

  U P

    (3.11) 

 โดย  M x คือ ผลรวมของโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นทั้งหมด,  V x  คือ แรงเฉือนที่เกิดขึ้นในผิว

โครงสราง มีนิยามดังนี้ 

y,v(x)

Elastic Substrate Media
x,u(x)

py(x)P1 ,U1

P2 ,U2

P3 ,U3

P4 ,U4

Surface-LayerBeam

Substrate Medium (k1)
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       

   

   

    

   

0

,

,

,

m

xx

A

m xz

A

xx

y nx

M x M x M x M x

M x y x y dA

M x m x y dA

M x y x y d

V x n x dA

 









 







  

 



   











      (3.12) 

 จากสมการท่ี (3.11) ทําการอินทิเกรต (Integration by pass) สองครั้งในพจนโมเมนตดัด 

และหน่ึงคร้ังในพจนแรงเฉือน จะได 

   
     

 
 

   
 

2

12

00

y

L

L L

T
T

M x V x
D x p x v x dx

x x

M x v x
V x v x M x

x x










  
   

  

     
       

      


  (3.13) 

 ดังนั้นจะไดสมการสมดุลของแรง (Equilibrium equation) ในระบบแบบจําลองคานขนาด

เล็กบนชั้นรองรับดังน้ี 

   
   

2

12
0y

M x V x
D x p x

x x
 

   
 

    (3.14) 

 จากสมการ (3.14) จะเห็นไดวาสมการสมดุลของแรงในแบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้น

รองรับมีความเหมือนกันกับแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปรท่ีเปนตนแบบ สมการ (3.1) 

 ในสวนของแบบจําลองที่ 2 สามารถเขียนสมการของงานภายในและงานภายนอกของระบบ

โครงสรางบนหลักการทฤษฎีงานเสมือนไดดังนี ้

   

   

1
s

int ij ij ij ij

L A L L

T
ext y

L

W dA dx d dx D x x dx

W p x v x dx

     

  



   
       

   

  

    

 U P

 (3.15) 

 ทําตามกระบวนการในแบบจําลองที่ 1 ดังนั้นจะได สมการสมดุลของแรง (Equilibrium 

equation) ในแบบจําลองที่ 2 ดังนี้ 

   
   

2

12
0y

M x V x
D x p x

x x
 

   
 

    (3.16) 

 โดย นิยามของโมเมนตดัดในแบบจําลองท่ี 2 จะแตกตางจากแบบจําลองที่ 1 ซึ่งโมเมนตดัด

ในแบบจําลองที่ 2 สามารถนิยามไดดังน้ี 
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     

   

    0

,

,

xx

A

xx

M x M x M x

M x y x y dA

M x y x y d

 







 


 

 

   





      (3.17) 

จะเห็นไดวาสมการสมดุลของแรง สมการ (3.1), (3.14), และ (3.16) ของแบบจําลองทั้งสาม 

มีความเหมือนกัน ดังนั้นสามารถสรุปไดวา แบบจําลองคานบนชั้นรองรับที่มีลักษณะทางกายภาพดัง

รูปที่ 3.1 และ 3.2 จะมีรูปแบบท่ัวไปของสมการสมดุลของแรงดังสมการขางตน 

พิจารณาสมการ (3.12) และ (3.17) แทนคาจากสมการ (2.4), (2.8) และ (2.11) จะได

สมการความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัวของคานในแบบจําลองที่ 1 ดังน้ี 

 
 

  
     

     

2
0 0

0

1
2

1 1 2
P eff

P eff

EI v
M x I l A x EI x

v v

V x S x GA x

    

  

 
     

  

 

  (3.18) 

ในกรณีแบบจําลองที่ 2 สามารถเขียนไดดังนี้ 

 
 

  
     

     

0 0

0

1
2

1 1 2
P eff

P eff

EI v
M x I x EI x

v v

V x S x GA x

   

  

 
    

  

 

  (3.19) 

 โดยในกรณีแบบจําลองที่ 2 จะใชทฤษฎี Nonlocal elastic theory ในการวิเคราะหผลท่ี

เกิดขึ้นเนื่องจากขนาดโครงสราง และจะใชทฤษฎีนี้ในการวิเคราะหผลที่เกิดขึ้นในสวนของโมเมนตดัด

เทาน้ัน ไมไดพิจารณาผลในสวนของแรงเฉือน ดังนั้นจากนิยามใน สมการ (2.9) สามารถเขียน

ความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและการเคลื่อนตัวใหมไดดังน้ี 

   
 

 
2

2

0 2 eff

M x
M x e a EI x

x



 


     (3.20) 

 ในสวนของความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัวของชั้นรองรับ จะอางอิงตามนิยาม

ของทฤษฎี Winkler foundation theory สมการ (2.10) สามารถเขียนไดดังน้ี 

   1 1D x k v x        (3.21) 

  ในการสรางเมตริกความแข็งแกรง (Stiffness matrix) ของระบบโครงสราง จะใชหลักการ

เดียวกับแบบจําลองตนแบบท่ีใชอางอิง จากหลักการงานเสมือนของแรง สามารถเขียนงานภายในและ

ภายนอกของแบบจําลองที่ 1 ไดดังนี้ 

           

   

*
1

*

int

L L L

T
ext y

L

W M x x dx V x x dx D x v x dx

W p x v x dx

     

  

  

  

  

 P U
 (3.22) 
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 เพื่อใหงายตอการวิเคราะห จะสมมติใหแรงกระจายภายนอกมีคาเปนศูนย ดังนั้นพลังงาน

รวมของระบบโครงสรางสามารถเขียนไดดังนี้ 

       

   

*

1

L L

T

L

W M x x dx V x x dx

D x v x dx

    

 

 

 

 

 P U
     (3.23) 

 ใชความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัว สมการ (3.18) และสมการ (3.21) จะสามารถ

เขียนสมการ (3.23) ใหมไดดังนี้ 

 
 

 
 

 
 

*

1
1

1

eff effL L

T

L

M x V x
W M x dx V x dx

EI GA

D x
D x dx

k


  

 

 

 

 

 P U

   (3.24) 

 แทนคา สมการสมดุลของแรงในระบบ สมการ (3.14) เพ่ือกําจัดตัวแปรของแรงในชั้นรองรับ

ในสมการ (3.24) จะได 
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y

L

y

L

M x V x
M x dx V x dx

EI GA

V x V x M x
p x dx

k x x x

M x V x M x
p x dx

k x x x



 



  





   

     
     

     

     
      

     

 





P U

  (3.25) 

 ทําการอินทิเกรต (Integration by pass) พจนที่ 4 หนึ่งคร้ังและพจนที่ 5 สองครั้งในสมการ

ที่ (3.25) จะได 

 
       

 
       

 
 

   
 

 
 

24 3

4 3 2
1

3 2

3 2
1

2

2
1 0

2

1

1

1

1

1

y

effL

y

effL

L

y

y

p xM x M x V x
M x dx

EI k x x x

p xV x M x V x
V x dx

GA k x x x

M x M x V x
V x p x

x k x x

p x
M x

k x



 














   
          

   
          

      
       

        

  
  

 





   3

2 3

0

0

L

TV x M x

x x
 

  
    

    
P U

 (3.26) 

 ดังน้ันจากสมการ (3.26) จะไดสมการอนุพันธของระบบโครงสรางมาสองสมการคือ 
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       

       

24 3

4 3 2
1

3 2

3 2
1

1
0

1
0

y

eff

y

eff

p xM x M x V x

EI k x x x

p xV x M x V x

GA k x x x



 

  
        

  
    

   

   (3.27) 

 จะเห็นไดวา สมการอนุพันธ (3.27) ท้ังสองสมการมีความเหมือนกันกับสมการอนุพันธของ

แบบจําลองตนแบบ สมการ (3.2) ดังนั้นใชหลักการเดียวกับแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัว

แปร จะสามารถเขียนสมการอนุพันธทั้งสองสมการในรูปแบบสมการเดียวกันได ดังน้ี 

       
2

2

2

2

214

4

x

xp

x

xM
xM

x

xM y














     (3.28) 

 โดย effEIk11   และ 2 eff effGA EI   

 ในสวนของแบบจําลองท่ี 2 จะใชกระบวนการเดียวกันกับแบบจําลองที่ 1 ในการสรางเมตริก

ความแข็งแกรงของระบบโครงสราง แตในแบบจําลองที่ 2 สมการอนุพันธของระบบโครงสรางท่ีไดมา

จะแตกตางจากแบบจําลองท่ี 1 ซึ่งสามารถเขียนไดดังนี้ 

   
 

     

       

2
2

0 2

24 3

4 2 3
1

3 2

3 2
1

1

1
0

1
0

eff

y

y

eff

M x
M x e a

IE dx

p xM x V x

k x x x

p xV x M x V x

GA k x x x



 

 
  

 

  
       

  
    

   

   (3.29) 

 โดยในแบบจําลองท่ี 2 จะมีผลเน่ืองจากขนาดของโครงสรางตามทฤษฎี Nonlocal elastic 

theory รวมดวย นั่นคือตัวพารามิเตอร  0e a  แตกระบวนการในการรวมทั้งสองสมการใหเปนหนึ่ง

สมการยังคงเดิม ดังน้ันจะใชความสัมพันธระหวางแรงเฉือนและโมเมนตดัด ซึ่งมีนิยามดังน้ี 

   
   

 2
2

0 2

eff

eff

eff

GAV x x M x
GA M x e a

x x IE x
     

   
   

  (3.30) 

 แทนคาสมการ (3.30) ดังน้ัน สมการอนุพันธของระบบโครงสรางในแบบจําลองที่ 2 สามารถ

เขียนใหมไดดังนี้ 

 
 

   24 2

1 2 34 2 2

yp xM x M x
M x

x x x
  

 
  

  
   (3.31) 

 โดย 
 

   

   

2

0 11
1 2 32 2 2

0 0 0

, ,
eff eff

eff eff eff eff eff eff

GA e a k IEk

IE e a GA IE e a GA IE e a GA
  


  

  
 

 จะเห็นไดวา สมการอนุพันธของทั้งสามแบบจําลอง สมการ (3.4), (3.28), และ (3.31) มี

ความเหมือนกัน แตจะมีความแตกตางกันตรงคาพารามิเตอร   ดังนั้น แบบจําลองที่ 1 และ 2 จะใช
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หลักการเดียวกันกับแบบจําลองตนแบบในการสรางเมตริกความแข็งแกรง (Stiffness matrix) ของ

ระบบโครงสราง พิจารณาสมการ (3.5) ซึ่งเปนผลเฉลยที่ถูกตองของสมการอนุพันธขางตน คาตัวแปร

คงท่ี 1 2 3, ,c c c  และ 4c
 
สามารถหาไดจากเงื่อนไขความสัมพันธดังน้ี 

 
   

 
   

1 2

0

3 4

; 0 ;

;

x

x L

M x
V x P M P

x

M x
V x P M L P

x









 
     

 

 
   

 

    (3.32) 

 ดังนั้น จากสมการท่ี (3.5) และ (3.32) สามารถเขียนสมการโมเมนตดัดใหอยูในรูปของ

เมตริกซไดดังนี้ 

   BBM x x N P        (3.33) 

 โดย  BB xN  คือ เมตริกซสมการฟงคชั่นรูปราง (Interpolation shape function) ของ

โมเมนตดัด ในหลักการเดียวกันจะสามารถเขียนสมการแรงเฉือนและแรงในชั้นรองรับใหอยูในรูป

เมตริกซไดดังนี้ 

   

   1

VV

DD

V x x

D x x

 



N P

N P
       (3.34) 

 โดย    ,VV DDx xN N  คือ เมตริกซสมการฟงคชั่นรูปรางของแรงเฉือนและแรงในชั้น

รองรับ ตามลําดับ ซึ่งในแบบจําลองที่  1 สามารถหาคาแรงเฉือนและแรงในชั้นรองรับไดจาก

ความสัมพันธระหวางโมเมนตดัด ดังนี้ 

 
   

 
   

2 3

3
1 1

2 2 4

1 2 4
1 1

1

eff eff

eff

eff eff

eff

GA GAM x M x
V x

k EI x k x

GA GAM x M x
D x

k EI x k x



 
 

 

   
       

   (3.35) 

 ในทํานองเดียวกัน กรณีของแบบจําลองที่ 2 คาแรงเฉือนและแรงในชั้นรองรับ สามารถหาได

จากความสัมพันธระหวางโมเมนตดัด ดังน้ี 

 
 

 
   

     
   

3 3
2

0 3 3
1

2 2
2

1 0 3 3

eff eff

eff

eff

eff

GA GA M x M x M x
V x e a

k EI dx x x

GA M x M x
D x M x e a

EI x x



    
         

  
      

 (3.36) 

 แทนคาสมการ (3.33) และ (3.34) ลงในสมการ (3.24) ดังน้ันในกรณีแบบจําลองที่ 1 จะได

สมการความสัมพันธระหวางเมตริกซความยืดหยุน (Flexibility matrix) และการเคลื่อนตัวดังนี้ 

 
yBB DD VV p  F F F P FP = U +U      (3.37) 

 โดย เมตริกซความยืดหยุนแตละตัวมีนิยามดังน้ี 
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   

   

   

1

1

1

1

T
BB BB BB

effL

T
DD DD DD

L

T
VV VV VV

effL

x x dx
EI

x x dx
k

x x dx
GA

 
   

 

 
  

 

 
   

 







F N N

F N N

F N N

     (3.38) 

 ดังนั้นเมตริกซความแข็งแกรงของระบบโครงสราง สามารถหาไดจากเมตริกซผกผันของ

เมตริกซความยืดหยุนของระบบ สามารถเขียนไดดังนี้ 

ypP = KU +KU        (3.39) 

 โดย 1K F  คือ เมตริกซความแข็งแกรงของโครงสราง และ 
ypKU คือ เมตริกซของแรงท่ี

ปลายทั้งสองขางเนื่องมาจากแรงกระจายภายนอก  yp x  

 ดวยหลักการเดียวกับแบบจําลองท่ี 1 ความสมพันธระหวางเมตริกซความยืดหยุนและการ

เคลื่อนตัวของแบบจําลองที่ 2 สามารถเขียนไดดังน้ี 

 
y

NL
BB DD VV BB p   F F F F P FP = U+U     (3.40) 

 โดย เมตริกซความยืดหยุนแตละตัวมีนิยามดังน้ี 

   

   

   

 
   

1

2 2
0

2

1

1

1

T
BB BB BB

effL

T
DD DD DD

L

T
VV VV VV

effL

BBNL T
BB BB

effL

x x dx
EI

x x dx
k

x x dx
GA

e a d x
x dx

EI dx

 
   

 

 
  

 

 
   

 

 
 
 
 









F N N

F N N

F N N

N
F N

    (3.41) 

 จะเห็นไดวา เมตริกซความยืดหยุนของแบบจําลองที่ 2 จะมีความแตกตางจากแบบจําลองท่ี 

1 และแบบจําลองตนแบบอยู โดยจะมีเมตริกซความยืดหยุนเพิ่มเติมเขามาอีกหนึ่งเมตริกซ ซึ่งเปนผล

มาจากทฤษฎี Nonlocal elastic theory  
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3.2.2 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนช้ันรองรับแบบไมเชิงเสน 

 

 ในสวนนี้จะเปนการสรางแบบจําลองท่ี 3 ซึ่งเปนแบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบ

ไมเชิงเสน โดยลักษณะโครงสรางทางกายภาพจะเหมือนกับแบบจําลองที่ 1 และ 2 ดังรูปที่ 3.2 แตจะ

มีความแตกตางในสวนของทฤษฎีที่ใชในชั้นรองรับ โดยในแบบจําลองน้ีจะใชทฤษฎี Van der Waals 

force theory ในการอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับแทนทฤษฎี Winkler foundation theory 

ดังนั้น สมการสมดุลของแรงในแบบจําลองนี้ จะยังคงเหมือนกับแบบจําลองที่ 1 และ 2 ซึ่งสามารถ

เขียนใหมไดดังนี้ 

   
   

2

2
0S y

M x V x
D x p x

x x
 

   
 

    (3.42) 

 ในสวนของความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัวของแบบจําลองท่ี 3 จะมีความ

คลายคลึงกับแบบจําลองท่ี 2 เนื่องจากใชทฤษฎีเดียวกันในการอธิบายพฤติกรรมของคาน แตจะ

แตกตางกันในสวนของทฤษฎีของชั้นรองรับ ดังนั้นในแบบจําลองท่ี 3 นิยามความสัมพันธระหวางแรง

และการเคลื่อนตัวสามารถเขียนไดดังน้ี 
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




 

    (3.43) 

 เนื่องจากแบบจําลองที่ 3 นี้ จะเปนแบบจําลองท่ีมีความไมเชิงเสนรวมอยู ทําใหหลักการใน

การสรางเมตริกซความแข็งแกรงของแบบจําลองที่ 1 และ 2 จะไมสามารถใชในแบบจําลองนี้ได 

ดังนั้นในแบบจําลองที่ 3 นี้ จะใชหลักการไฟไนตอิลิเมนต (Finite element model) ในการสราง

เมตริกซความแข็งแกรงของแบบจําลอง เพ่ือใหงายตอการวิเคราะหบนหลักการของไฟไนตอิลิเมนต 

สมการสมดุลของแรงในแบบจําลองนี้ สมการ (3.42) สามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังน้ี 

        0T T
B B S yx x x x      M V D P     (3.44) 

 โดย  B xM คือ เมตริกซของโมเมนตดัด,  xV  คือ เมตริกซของแรงเฉือน,  S xD  คือ 

เมตริกซของแรงในชั้นรองรับ,  y xP  คือ เมตริกซของแรงกระจายภายนอก และ ,B   มีนิยาม

ดังน้ี 
2

2
,

T T

T T
B

x x


   
      

   
      (3.45) 

บนหลักการของไฟไนตอิลิเมนต คาการเคลื่อนตัวของโครงสรางสามารถเขียนใหอยูในรูปของ

เมตริกซไดดังนี้ 
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      CCv x x x v N V       (3.46) 

 โดย  CC xN  คือ เมตริกซสมการฟงคชั่นรูปราง โดยในแบบจําลองน้ีจะใชสมการพหุนาม

กําลังสาม (Cubic interpolation function) ในการประมาณคาการเคลื่อนตัวของโครงสราง มีนิยาม

ดังน้ี 
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   (3.47) 

 จากสมการความสัมพันธของแรงและการเคลื่อนตัว สมการ (3.43) สามารถเขียนใหอยูในรูป

เมตริกซความสัมพันธกับการเคลื่อนตัวของระบบโครงสราง สมการ (3.46) ไดดังน้ี 
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  (3.48) 

 ในแบบจําลองนี้จะเปนแบบจําลองไมเชิงเสน (Nonlinear finite element model) ดังนั้น

เพื่อใหงายตอการสรางแบบจําลองจะทําการประมาณความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัวให

อยูในรูปแบบเชิงเสน (Linearization) สามารถเขียนไดดังน้ี 
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     (3.49) 

 โดย      0 0 0, ,B Sx x xM V D  คือ คาตั้งตนของ โมเมนตดัด, แรงเฉือน, และแรงในชั้น

รองรับ ตามลําดับ, , ,B Sk k k คือ คาความแข็งแกรงสัมผัส (Tangent stiffness) ของ โมเมนตดัด, 

แรงเฉือน, และแรงในชั้นรองรับ ตามลําดับ 

 ในแบบจําลองท่ี 3 นี้จะใชหลักการ Weighted integral method ในการสรางเมตริกซความ

แข็งแกรงของระบบโครงสราง ดังนั้นจากสมการสมดุลของแรง จะสามารถเขียนไดดังนี้ 

          0T T T
B B S y

L

x x x x x dx          v M V D P   (3.50) 



22 

 อิทิเกรต (Integration by pass) สองคร้ังในพจนของโมเมนตดัด และหน่ึงครั้งในพจนของ

แรงเฉือน และแทนคาสมการ (3.49) ดังน้ันจะได 
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 แทนคาสมการ (3.46) และ (3.48) ลงในสมการ (3.51) ดังนั้น จะได 

  0 0 0

yB S NL M S P         K K K K V P P P P P    (3.52) 

 โดย ตัวแปรแตละตัวมีนิยามดังนี้ 
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บทท่ี 4 

การวิเคราะหโครงสราง 
 

4.1 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนช้ันรองรับแบบเชิงเสน 

 

 การวิเคราะหโครงสรางในงานวิจัยนี้ จะใชพารามิเตอรเก่ียวกับความแข็งแกรง (Stiffness) 

ของโครงสราง  ในการวิเคราะหผลการตอบสนองตอแรงกระทํา โดยพารามิเตอรตัวนี้เรียกวา 

Contact stiffness ซึ่งอางอิงจาก Khajeansari et al. [37] และ Jiang and Yan [38] โดยมีนิยามดังนี้ 

end
end

end

P
K

u
         (4.1) 

 โดย endK  คือ Contact stiffness ของโครงสราง, endP  และ endu  คือ คาแรงกระทําและ

คาการเคลื่อนตัวที่ปลายของโครงสรางตามลําดับ โดยในงานวิจัยนี้จะมีการนิยามคาความแข็งแกรง

มาตรฐาน (Normalize contact stiffness) ขึ้นมาสองตัว เพ่ือใชในการวิเคราะหและเปรียบเทียบ

ความแข็งแกรงของโครงสรางเนื่องจากปจจัยตางๆ โดยตัวแรกจะเปนคาความแข็งแกรงมาตรฐาน

เนื่องจากแกนโครงสราง มีนิยามดังน้ี 
end
core surfend

core end
surf

K
K

K


        (4.2) 

 โดย end
coreK คือ ความแข็งแกรงของโครงสรางเน่ืองจากแกนโครงสราง, end

core surfK  คือ ความ

แข็งแกรงของโครงสรางเมื่อคิดผลเนื่องจากแกนโครงสรางและชั้นผิวโครงสรางรวมกัน, end
surfK คือ 

ความแข็งแกรงของโครงสรางเมื่อคิดเฉพาะผลเนื่องจากชั้นผิวโครงสราง สวนคาความแข็งแกรง

มาตรฐานอีกตัวจะเปนคาความแข็งแกรงมาตรฐานเน่ืองจากชั้นผิวโครงสราง มีนิยามดังนี้ 
end
core surfend

surface end
core

K
K

K


         (4.3) 

 โดย end
surfaceK คือ ความแข็งแกรงของโครงสรางเนื่องจากชั้นผิวโครงสราง, end

coreK คือ ความ

แข็งแกรงของโครงสรางเม่ือคิดเฉพาะผลเนื่องจากแกนโครงสราง 

 

4.1.1 แบบจําลองท่ี 1 (Modified couple stress and Surface elastic theories) 

  

 ในแบบจําลองที่ 1 นี้ จะเปนแบบจําลองคานขนาดเล็กบนบนหลักการของทฤษฎี Modified 

couple stress theory และ Surface elastic theory จะมีตัวอยางการวิเคราะห 2 ตัวอยาง โดย

ตัวอยางที่หนึ่งจะเปนการวิเคราะหพฤตกิรรมการรับแรงของโครงสรางและเปรียบเทียบกับแบบจําลอง
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คานพ้ืนฐาน สวนในตัวอยางท่ีสองจะเปนการวิเคราะหผลเนื่องจากแกนโครงสรางและชั้นผิวโครสราง

ตอพฤติกรรมการรับแรงของโครงสราง 

 

รูปที่ 4.1 คานยื่นบนชั้นรองรับแบบเชิงเสนรับแรงกระทําที่ปลาย 

ตัวอยางที่หนึ่ง จะวิเคราะหการตอบสนองตอแรงกระทําของแบบจําลองคานยื่นบนชั้นรองรับ

แบบเชิงเสน รับแรงกระทําท่ีปลายดังรูปท่ี 4.1 โดยคาพารามิเตอรตางๆ อางอิงจาก Gao and 

Mahmoud [22] และ Liu and Rajapakse [39] มีดังนี้ 

The bulk modulus    90E GPa  

Poisson’s ratio    0.23    

The residual surface stress   0 0.5689 N m   

The surface elastic constants   0 3.4939  , 0 5.4251N m    

The length-scale parameter   6.58l mm  

ในการวิเคราะหนี้ จะใชพารามิเตอรแบบไมมีหนวย 2 ตัวเพ่ือชวยในการกําหนดคาของ

พารามิเตอรตัวนั้นในการวิเคราะห โดยพารามิเตอรตัวแรกคือ ความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมมี

หนวย (Normalized substrate stiffness) สวนพารามิเตอรอีกตัวคือ แรงกระทําท่ีปลายแบบไมมี

หนวย (Normalized concentrate load)  ซึ่งในการวิเคราะหนี้ จะกําหนดคาแรงกระทําท่ีปลาย

แบบไมมีหนวยเทากับ 1 และคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมมีหนวยมีคาระหวาง 0.2 ถึง 10 

โดยนิยามของพารามิเตอรท้ังสองตัว มีนิยามดังนี้ 

Normalized substrate-stiffness 
 

4
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1

eff

k L
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EI
     (4.4) 
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รูปที่ 4.2(ก-ง) แสดงการเปรียบเทียบผลการรับแรงกระทําของคานบนชั้นรองรับท่ีมีคาความ

แข็งแกรงแตกตางกัน โดยจะเปรียบเทียบระหวางแบบจําลองในงานวิจัยและแบบจําลองคานพื้นฐาน 

(Euler-Bernoulli beam)  

 

รูปที่ 4.2(ก) พฤติกรรมของคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน, 1 0.2k   

 

รูปที่ 4.2(ข) พฤติกรรมของคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน, 1 1k   
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รูปท่ี 4.2(ค) พฤติกรรมของคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน, 1 5k   

 

รูปท่ี 4.2(ง) พฤติกรรมของคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน, 1 10k   

พิจารณารูปท่ี 4.2(ก-ง) จะเห็นไดชัดเจนวาผลการตอบสนองตอแรงกระทําของแบบจําลอง

คานพ้ืนฐานจะมากกวาผลการตอบสนองตอแรงกระทําของแบบจําลองในงานวิจัยที่คิดผลเนื่องจาก

ขนาดโครงสราง ดังน้ันจากผลท่ีไดสามารถสรุปไดวา ในการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็กแบบจําลอง

คานในงานวิจัยจะมีความแข็งมากกวาแบบจําลองคานพ้ืนฐาน นอกจากนี้จะเห็นไดวาเม่ือขนาดของ

หนาตัดคานมีขนาดเล็กมากจนเขาใกลคาความยาวเฉพาะของวัสดุ (Length-scale parameter, h=l) 

ผลการตอบสนองของแบบจําลองทั้งสองจะแตกตางกันมากอยางเห็นไดชัด แตผลการตอบสนองของ
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ทั้งสองแบบจําลองจะมีคาใกลเคียงกันเม่ือขนาดหนาตัดคานมีขนาดใหญขึ้น และจะใกลเคียงกันมาก

เม่ือขนาดหนาตัดมีคาเปน 4 เทาของคาความยาวเฉพาะของวัสดุ (h=4l) ในสวนของชั้นรองรับจะ

สงผลใหแบบจําลองมีความแข็งมากขึ้นเม่ือคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับมีคาสูง โดยผลตอบสนอง

ของโครงสรางเนื่องจากขนาดหนาตัดและความแข็งแกรงของชั้นรองรับ สามารถสรุปไดดังรูปท่ี 4.2(จ) 

ดังนั้นจากผลการวิเคราะหทั้งหมด สามารถสรุปไดวาขนาดโครงสรางจะมีความสําคัญและสงผลตอ

พฤติกรรมของโครงสรางมากขึ้น เมื่อโครงสรางมีขนาดเล็กและชั้นรองรับมีความออนตัวมาก 

นอกจากนี้ ยิ่งโครงสรางมีขนาดใหญมากขึ้น แบบจําลองในงานวิจัยน้ีและแบบจําลองพ้ืนฐานจะให

ผลตอบสนองที่ใกลเคียงกัน 

 

รูปท่ี 4.2(จ) พฤติกรรมของโครงสรางตอความแข็งแกรงของชั้นรองรับและขนาดหนาตัด 

ตัวอยางท่ีสอง จะเปนการวิเคราะหพฤติกรรมของโครงสรางเนื่องจากแกนโครงสรางและชั้น

ผิวโครงสราง โดยในตัวอยางนี้จะกําหนดใหคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมมีหนวยมีคาเทากับ 

1 ( 1sk  ) และกําหนดคาความชะลูด (Slenderness ratio) ของโครงสรางมีคาระหวาง 10-50  

ขนาดของโครงสรางคานที่ใชในตัวอยางน้ี จะมีสองกรณี คือกรณีที่ 1 จะกําหนดใหคานมี

ขนาดหนาตัดคงที่และปรับเปลี่ยนคาความยาวของคานโดยใหมีอัตราสวนความชะลูดอยูระหวาง 10-

50 สวนกรณีที่ 2 จะกําหนดใหคานมีความยาวคงท่ีและปรับเปลี่ยนขนาดหนาตัดคานโดยใหมีคา

อัตราสวนความชะลูดอยูระหวาง 10-50 โดยขนาดของคานที่ใชทั้งสองกรณีจะแสดงดังรูปที่ 4.3(ก) 

สวนผลการวิเคราะหในตัวอยางที่สอง จะแสดงดังรูปที่ 4.3(ข)-(ค) 

พิจารณารูปท่ี 4.3(ข) ในกรณีที่ 1 จะเห็นไดวาแกนของโครงสรางจะมีผลตอพฤติกรรมของ

โครงสรางอยางมากเม่ือคาอัตราสวนความชะลูดของโครงสรางมีคานอย และจะมีผลตอพฤติกรรม
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โครงสรางนอยลงเมื่ออัตราสวนความชะลูดมีคามากขึ้น สวนในกรณีที่ 2 จะเห็นไดวาแกนของ

โครงสรางจะสงผลตอพฤติกรรมของโครงสรางนอยมาก เนื่องจากในกรณน้ีี หนาตัดของคานจะมีขนาด

ใหญขึ้นเร่ือยๆ โดยจะมีคาระหวาง (h=l) ถึง (h=5l) ดังรูปที่ 4.3(ก) 

 

รูปที่ 4.3(ก) ขนาดหนาตัดคานตออัตราสวนความชะลูดของโครงสราง 

 

รูปที่ 4.3(ข) ผลเน่ืองจากแกนโครงสรางตออัตราสวนความชะลูดของโครงสราง 
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รูปท่ี 4.3(ค) ผลเน่ืองจากผิวโครงสรางตออัตราสวนความชะลูดของโครงสราง 

ในสวนของผลเน่ืองจากชั้นผิวโครงสรางตอพฤติกรรมการรับแรงของโครงสราง สามารถดูได

จากรูปที่ 4.3(ค) ซึ่งจะเห็นไดวา ในตัวอยางนี้ชั้นผิวโครงสรางไมไดมีผลตอพฤติกรรมของโครงสรางแต

อยางใด ท้ังน้ีเน่ืองจากขนาดของโครงสรางในตัวอยางนี้อยูในหนวยไมโครเมตร อยางไรก็ตามชั้นผิว

ของโครงสรางจะมีผลตอพฤติกรรมของโครงสรางเมื่อโครงสรางน้ันมีขนาดอยูในหนวยนาโนเมตร ใน

จุดนี้นั้นสามารถยืนยันไดในตัวอยางตอไป 

4.1.2 แบบจําลองท่ี 2 (Nonlocal elastic and Surface elastic theories) 

  

ในแบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับ (แบบจําลองที่ 2) น้ี จะเปนแบบจําลองคานบน

หลักการของทฤษฎี Nonlocal elastic theory และ Surface elastic theory โดยจะมีตัวอยางการ

วิเคราะห 2 ตัวอยางเหมือนแบบจําลองท่ี 1 โดยตัวอยางแรกจะเปนการวิเคราะหพฤติกรรมการรับ

แรงของโครงสรางและเปรียบเทียบกับแบบจําลองพ้ืนฐาน สวนในตัวอยางที่สองจะเปนการวิเคราะห

ผลเนื่องจากแกนโครงสรางและชั้นผิวโครงสรางตอพฤติกรรมการรับแรงของโครงสราง 

ตัวอยางที่หนึ่ง คานยื่นบนชั้นรองรับแบบเชิงเสนรับแรงกระทําท่ีปลายคาน ดังรูปท่ี 4.4 โดย

ขนาดและคาพารามิเตอรตางๆของคานอางอิงจาก He and Lilly [40] คาพารามิเตอรของชั้นผิว

โครงสรางอางอิงจาก Shenoy [41] และคาพารามิเตอรท่ีใชในการวิเคราะหผลเนื่องจากขนาด

โครงสรางอางอิงจาก Yang and Lim [42] โดยพารามิเตอรที่ใชมีดังนี้ 
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รูปที่ 4.4 คานยืนบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน รับแรงกระทําท่ีปลายคาน 

The bulk modulus    76E GPa  

Poisson’s ratio    0.37    

The residual surface stress   0 1.22 nN nm   

The surface modulus    0.89sE nN nm  

The nonlocal parameter   0 200e a nm  

ในการวิเคราะหนี้จะใชสมการคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมมีหนวยและคาแรง

กระทําแบบไมมีหนวย อางอิงจากสมการ (4.4)-(4.5) ในการวิเคราะหดวย โดยคาพารามิเตอรแรง

กระทําท่ีปลายแบบไมมีหนวยจะใชเทากับ 1 และคาพารามิเตอรความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไม

มีหนวยจะมีคาระหวาง 1-100 และคาความยาวคานและขนาดหนาตัดคานจะใช 1,000nm. และ 

50nm. ตามลําดับ 

ในสวนแรกจะเปนการวิเคราะหความแข็งแกรงของช้ันรองรับตอพฤติกรรมการรับแรงกระทํา

ของโครงสราง ซึ่งผลที่ไดแสดงดังรูปท่ี 4.5(ก) โดยจะเปรียบเทียบคาการโกงตัวท่ีปลายคานระหวาง

แบบจําลองในงานวิจัยนี้และแบบจําลองพ้ืนฐาน จากรูปจะเห็นไดวาแบบจําลองในงานวิจัยน้ีจะใหคา

การโกงตัวของคานนอยกวาแบบจําลองพ้ืนฐาน และคาการโกงตัวของคานจากทั้งสองแบบจําลองจะ

แตกตางกันมากเมื่อชั้นรองรับมีคาความแข็งแกรงที่นอย  แตคาความแตกตางของการโกงตัวของคาน

จากทั้งสองแบบจําลองที่ไดจะลดนอยลงเม่ือคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับมีคามากขึ้น ดังนั้นจาก

ผลท่ีไดสามารถสรุปไดวา  ในการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็กแบบจําลองในงานวิจัยนี้จะมีความแข็ง

มากกวาแบบจําลองพื้นฐาน และจะใหผลที่แตกตางจากแบบจําลองพื้นฐานมากขึ้นเม่ือชั้นรองรับมี

ความออนนุม แตเม่ือคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับมีคาสูง แบบจําลองในงานวิจัยนี้จะใหผลที่ไม

แตกตางจากแบบจําลองพ้ืนฐาน 
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รูปที่ 4.5(ก) พฤติกรรมการรับแรงของโครงสรางตอความแข็งแกรงของชั้นรองรับ 

 

รูปที่ 4.5(ข) การโกงตัวของคานของแบบจําลองตางๆ 

รูปที่ 4.5(ข) แสดงคาการโกงตัวของคานโดยเปรียบเทียบคาที่ไดจากแบบจําลองตางๆ ซึ่งใน

การวิเคราะหน้ี จะใชคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมมีหนวยเทากับ 1 เพื่อใหผลเนื่องจาก

ปจจัยอ่ืนท่ีมีตอพฤติกรรมสามารถเห็นไดชัดเจน จากรูปจะเห็นไดวาคาการโกงตัวของคานที่ไดจาก

แบบจําลองพื้นฐานมีคามากที่สุด และคาการโกงตัวของคานจากแบบจําลองท่ีคิดผลเนื่องจากแกน

โครงสรางและชั้นผิวโครงสรางรวมกันจะมีคานอยท่ีสุด และนอกจากน้ีจะเห็นไดวาแบบจําลองที่คิด

เฉพาะผลเนื่องจากแกนโครงสรางและแบบจําลองที่คิดเฉพาะผลเนื่องจากชั้นผิวโครงสราง จะใหคา
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การโกงตัวที่ใกลเคียงกัน แตชั้นผิวโครงสรางจะสงผลตอพฤติกรรมการโกงตัวของคานมากกวาแกน

โครงสราง และทั้งสองแบบจําลองจะใหคาการโกงตัวที่มากกวาแบบจําลองที่คิดผลเน่ืองจากแกน

โครงสรางและผิวโครงสรางรวมกัน 

ตัวอยางที่สอง จะศึกษาผลเนื่องจากแกนโครงสรางและชั้นผิวโครงสรางตอพฤติกรรมของ

โครงสราง โดยในการวิเคราะหนี้จะใชคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมมีหนวยเทากับ 1 และ 

ขนาดของโครงสรางคานท่ีใชในตัวอยางนี้ จะมีสองกรณี คือกรณีท่ี 1 จะกําหนดใหคานมีขนาดหนาตัด

คงที่ h = 50 nm. และปรับเปลี่ยนคาความยาวของคานโดยใหมีอัตราสวนความชะลูดอยูระหวาง 10-

50 สวนกรณีท่ี 2 จะกําหนดใหคานมีความยาวคงที่ L = 1,000 nm. และปรับเปลี่ยนขนาดหนาตัด

คานโดยใหมีคาอัตราสวนความชะลูดอยูระหวาง 10-50 นอกจากน้ีจะมีพารามิเตอรสองตัวเพื่อชวยใน

การอธิบายผลเน่ืองจากชั้นผิวโครงสรางและผลเนื่องจากแกนโครงสราง โดยพารามิเตอรทั้งสองตัวน้ี

จะแสดงดังรูปที่ 4.6(ก)-(ข) 

รูปท่ี 4.6(ก) แสดงคาอัตราสวนระหวางพื้นที่ผิวโครงสรางตอขนาดหนาตัดคาน  S BA A

ของคานท้ังสองกรณี ซึ่งจากรูปจะเห็นไดวาท้ังสองกรณีมีคาอัตราสวนเทากัน สวนรูปท่ี 4.6(ข) จะ

แสดงคาอัตราสวน Nonlocal parameter ตอขนาดหนาตัดคาน  0e a h โดยทั้งสองรูปนี้จะใช

ประกอบในการวิเคราะหผลที่ไดจากการวิเคราะห ซึ่งแสดงในรูปที่ 4.6(ค)-(ง) 

 

รูปท่ี 4.6(ก) อัตราสวนระหวางชั้นผิวโครงสรางตอขนาดหนาตัดคาน  S BA A  
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รูปที่ 4.6(ข) อัตราสวนระหวาง Nonlocal parameter ตอขนาดหนาตัดคาน  0e a h  

 

รูปท่ี 4.6(ค) ผลเน่ืองจากชั้นผิวโครงสรางตอการโกงตัวของคาน 

พิจารณารูปที่ 4.6(ค) จะเห็นไดวาชั้นผิวโครงสรางจะสงผลตอการโกงตัวของคานมากขึ้นเม่ือ

คาอัตราสวนความชะลูดของโครงสรางมีคาสูงขึ้น นอกจากนี้คานในกรณีที่ 2 ชั้นผิวโครงสรางจะสงผล

ตอการโกงตัวของคานมากกวาคานในกรณีที่ 1 ท้ังน้ีเน่ืองจากกรณีที่ 2 หนาตัดคานมีขนาดลดลงทําให

คาตานทานการดัดตัวของคาน (EI) ลดลง สงผลใหคานเกิดการโกงตัวมากยิ่งขึ้น ดังนั้นจากผลที่ได 

สามารถสรุปไดวา ชั้นผิวโครงสรางจะมีผลตอพฤติกรรมการรับแรงกระทําของโครงสรางมากยิ่งขึ้นเม่ือ

โครงสรางมีคาอัตราสวนความชะลูดสูงและโครงสรางมีขนาดหนาตัดที่เล็ก 
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รูปที่ 4.6(ง) ผลเนือ่งจากแกนโครงสรางตอการโกงตัวของคาน 

ในสวนของผลเน่ืองจากแกนของโครงสราง จะแสดงในรูปท่ี 4.6(ง) จากรูปจะเห็นไดวาใน

กรณีที่ 1 แกนโครงสรางจะสงผลตอการโกงตัวของคานลดลงเมื่ออัตราสวนความชะลูดของคานสูงขึ้น 

สวนในกรณีที่ 2 แกนโครงสรางจะสงผลตอการโกงตัวของโครงสรางเพ่ิมขึ้นเม่ืออัตราสวนความชะลูด

ของโครงสรางเพิ่มขึ้น เนื่องจากอัตราสวนของ nonlocal parameter ตอหนาตัดคานเพ่ิมขึ้นดังรูปท่ี 

4.6(ข) แตจะเห็นไดวาผลที่เพ่ิมขึ้นจะเพิ่มขึ้นในอัตราสวนท่ีลดลง ท้ังน่ีเน่ืองจากแกนของโครงสรางจะ

สงผลตอการโกงตัวของคานลดลงเมื่ออัตราสวนความชะลูดของโครงสรางมีคาสูงขึ้น เชนเดียวกับกรณี

ที่ 1 และตัวอยางท่ีสองในแบบจําลองท่ี 1 (หัวขอ 4.1.1) 

 ดังนั้นจากผลการวิเคราะหโครงสรางท่ีได สามารถสรุปไดวา ยิ่งโครงสรางมีขนาดหนาตัดท่ี

เล็กลง แกนของโครงสรางและชั้นผิวโครงสรางจะสงผลตอการโกงตัวของคานมากยิ่งขึ้น 

 

4.1.3 คานขนาดใหญบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน 

  

ในสวนนี้จะเปนการเปรียบเทียบแบบจําลองที่ 1 และแบบจําลองท่ี 2 กับแบบจําลองคาน

พ้ืนฐาน (Euler-Bernoulli beam) ในโครงสรางคานท่ีมีขนาดใหญดังรูป 4.7 โดยคุณสมบัติของคาน

และชั้นรองรับจะใชขอมูลเดียวกับ ตัวอยางท่ีหน่ึงของทั้งสองแบบจําลอง ซึ่งผลที่ไดจากการวิเคราะห

จะแสดงดังรูปที่ 4.8 
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รูปท่ี 4.7 คานยื่นขนาดใหญบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน 

 

รูปที่ 4.8 การโกงตัวของคานเปรียบเทียบกับแบบจําลองพ้ืนฐาน 

 โดยจากผลการวิเคราะหดังรูปท่ี 4.8 จะเห็นไดวา เม่ือขนาดของโครงสรางมีขนาดใหญขึ้นใน

ระดับ เมตร ผลท่ีไดจากแบบจําลองในงานวิจัยท้ังแบบจําลองท่ี 1 และ แบบจําลองที่ 2 จะใหคาท่ี

เทากับแบบจําลองพ้ืนฐาน ดังน้ันสรุปไดวา ขนาดของโครงสรางจะไมมีผลตอพฤติกรรมของโครงสราง

ในการวิเคราะหโครงสรางขนาดใหญ 

 

4.2 แบบจําลองคานขนาดเล็กบนช้ันรองรับแบบไมเชิงเสน 

 

 ในสวนของการวิเคราะหคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสน จะใชแบบจําลองคาน

แบบท่ี 3 ท่ีสรางในงานวิจัยน้ีในการวิเคราะหและจะเปรียบเทียบกับผลท่ีไดจากแบบจําลองอื่นๆ ใน

กรณีท่ีมีชั้นรองรับแบบเชิงเสน เพ่ือศึกษาผลเนื่องจากพฤติกรรมของชั้นรองรับที่สงผลตอการโกงตัว
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ของโครงสราง รวมไปถึงศึกษาผลเนื่องจากแรงกระทําภายนอกตอการโกงตัวของโครงสรางเม่ือตั้งอยู

บนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสน ซ่ึงในการวิเคราะหแบบจําลองน้ีจะมีตัวอยางการวิเคราะห 2 ตัวอยาง 

โดยตัวอยางที่หนึ่งจะศึกษาผลเนื่องจากพฤติกรรมของโครงสราง และในตัวอยางที่สองจะศึกษา

ผลกระทบเนื่องจากแรงกระทําภายนอกตอแบบจําลอง 

ในการวิเคราะหคานบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนนี้ จะใชแบบจําลองคานยื่นบนชั้นรองรับซึ่งมี

ลักษณะทางกายภาพดังรูปที่ 4.4 โดยวัสดุคานทําจากคารบอนและวัสดุชั้นรองรับทําจากพอลิเมอร 

คาพารามิเตอรตางๆในตัวอยางนี้อางอิงจาก Jomehzadeh [35]. มีดังนี้ 

The bulk modulus    1.949E TPa  

Poisson’s ratio    0.201    

The nonlocal parameter   0 0.27e a nm  
Substrate stiffness   1 28.4941k GPa nm  

Substrate stiffness   3
3 12825.3287k GPa nm  

ตัวอยางที่หนึ่ง ในการวิเคราะหน้ีจะใชคาพารามิเตอรแรงกระทําแบบไมมีหนวยนิยามโดย

สมการ (4.5) ใหมีคาเทากับ 1 ในสวนของกรณีคานบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน จะใชผลเฉลยถูกตองท่ี

ไดจากแบบจําลองที่สองในงานวิจัยนี้ และผลที่ไดจากแบบจําลองท่ีสามโดยจะกําหนดใหคาความ

แข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนมีคาเทากับศูนย ( 3 0k  ) ซึ่งผลการวิเคราะหท่ีไดแสดงดังรูปท่ี 

4.9(ก) 

 

รูปท่ี 4.9(ก) การโกงตัวของคานบนชั้นรองรับในแบบจําลองตางๆ 
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พิจารณารูปที่ 4.9(ก) จะเห็นไดวาผลการโกงตัวของคานในแบบจําลองที่ 3 กรณีคาความ

แข็งแกรงของชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนมีคาเทากับศูนย มีคาตรงกับผลการโกงตัวของคานที่ไดจาก

แบบจําลองท่ีมีผลเฉลยถูกตอง ดังน้ันสามารถยืนยันความถูกตองของแบบจําลองที่ 3 ในงานวิจัยนี้ได 

และนอกจากน้ีการโกงตัวของคานบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนจะมีคานอยกวาการโกงตัวของคานบน

ชั้นรองรับแบบเชิงเสน ดังน้ันสามารถสรุปไดวาชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนจะสงผลใหโครงสรางมีความ

แข็งมากกวาชั้นรองรับแบบเชิงเสน  

นอกจากนี้ในการวิเคราะห แกนของโครงสรางจะไมสงผลตอการโกงตัวของโครงสรางท้ังใน

กรณีชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนและชั้นรองรับแบบเชิงเสน ท้ังนี้ เน่ืองจากคาอัตราสวนระหวาง 

Nonlocal parameter ตอขนาดหนาตัดมีคานอยมาก ดังรูปที่ 4.9(ข) ทําใหแกนโครงสรางไมมีผลตอ

พฤติกรรมการรับแรงของโครงสราง 

 

รูปท่ี 4.9(ข) อัตราสวน Nonlocal parameter ตอขนาดหนาตัดคาน 

ตัวอยางที่สอง จะเปนการวิเคราะหผลเน่ืองจากชั้นรองรับตอพฤติกรรมของคานในการรับแรง

กระทําภายนอก โดยในการวิเคราะหน้ีจะกําหนดใหคาแรงกระทําภายนอกแบบไมมีหนวย สมการ 

(4.5) มีคาระหวาง 1-10 เพ่ือศึกษาผลเน่ืองจากชั้นรองรับโดยเปรียบเทียบระหวางชั้นรองรับแบบเชิง

เสนและแบบไมเชิงเสน โดยผลที่ไดแสดงดังรูปท่ี 4.10(ก)-(ข) 

พิจารณารูปที่ 4.10(ก) จะเห็นไดวา ในกรณีคานบนชั้นรองรับแบบเชิงเสนการโกงตัวของคาน

จะเพิ่มขึ้นในอัตราสวนคงที่เม่ือแรงกระทําภายนอกมีคาเพิ่มขึ้น ในขณะที่การโกงตัวของคานบนชั้น

รองรับแบบไมเชิงเสนจะเพิ่มขึ้นในอัตราสวนท่ีลดลง เมื่อพิจารณารูปที่ 4.10(ข) รวมดวย จะเห็นไดวา

ในกรณีคานบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน คาความแข็งแกรงของระบบโครงสรางมีคาคงที่เมื่อแรงกระทํามี
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คาเพิ่มขึ้น สวนในกรณีคานบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนจะเห็นไดวา คาความแข็งแกรงของระบบ

โครงสรางจะมีคาเพ่ิมขึ้นเม่ือแรงกระทํามีคาสูงขึ้น ดังนั้นสามารถสรุปไดวา เมื่อแรงกระทําภายนอกมี

คาสูงขึ้นชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนจะสงผลใหระบบโครงสรางมีความแข็งมากยิ่งขึ้น 

 

รูปที่ 4.10(ก) การโกงตัวของคานตอแรงกระทําขนาดตางๆ 

 

รูปที่ 4.10(ข) Contact stiffness ของคานตอแรงกระทําขนาดตางๆ 

-70

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

0 2 4 6 8 10

Linear Substrate

Nonlinear Substrate

v

h

P

0

5

10

15

20

25

0 2 4 6 8 10

Linear Substrate

Nonlinear Substrate

P

endK



39 

บทท่ี 5 

สรุปผลงานวิจัย 
 

 ในงานวิจัยน้ี จะเปนการสรางแบบจําลองคานบนชั้นรองรับ โดยจะมีระบบคานบนชั้นรองรับ

แบบสองตัวแปรเปนตนแบบในการสรางแบบจําลองในงานวิจัยน้ี ซึ่งในระบบคานบนชั้นรองรับแบบ

สองตัวแปรนั้นจะใชทฤษฎี Euler-Bernoulli beam theory เปนแบบจําลองที่ใชในการอธิบาย

พฤติกรรมของคาน และใชทฤษฎี Winkler-Pasternak foundation theory เปนแบบจําลองที่ใชใน

การอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับ และใชหลักการของแรง (Force-based derivation) ในการ

สรางเมตริกซความแข็งแกรง (Stiffness matrix) ของระบบคานบนชั้นรองรับ ซึ่งเมตริกซความ

แข็งแกรงของระบบคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปรน้ันจะสรางจากผลเฉลยถูกตองของสมการ

อนุพันธของระบบโครงสราง ทําใหระบบคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปรนี้สามารถอธิบาย

พฤติกรรมในการรับแรงของระบบโครงสรางไดถูกตองและใชทรัพยากรในการวิเคราะหท่ีนอยกวาเมื่อ

เปรียบเทียบกับแบบจําลองอื่นๆ  

 ในสวนของการสรางแบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสนในงานวิจัยน้ี 

ลักษณะทางกายภาพของแบบจําลองจะมีความคลายคลึงกับแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัว

แปร โดยจะมีชั้นผิวของคานในแบบจําลองคานขนาดเล็กทําหนาที่เสมือนกับชั้นแรงเฉือนในชั้นรองรับ

แบบสองตัว และชั้นรองรับแบบเชิงเสนทําหนาท่ีเสมือนกับชั้นรองรับใตชั้นแรงเฉือนในชั้นรองรับแบบ

สองตัวแปร ดังนั้นจึงใชกระบวนการในการสรางแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปรเปน

ตนแบบในการสรางแบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับในงานวิจัยนี้ ซึ่งในงานวิจัยนี้จะสราง

แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน 2 แบบจําลอง โดยแบบจําลองแรกจะใชทฤษฎี 

Modified couple stress theory และ Surface elastic theory ในการอธิบายพฤติกรรมของคาน

บนชั้นรองรับ สวนแบบจําลองท่ีสองจะใชทฤษฎี Nonlocal elastic theory และ Surface elastic 

theory ในการอธิบายพฤติกรรมของคานบนชั้นรองรับ ในสวนของชั้นรองรับของทั้งสองแบบจําลอง 

จะใชทฤษฎี Winkler foundation theory ในการอธิบายพฤติกรรมของชั้นรองรับแบบเชิงเสน  

โดยท้ังสองแบบจําลองน้ีจะมีตัวอยางการใชแบบจําลองดังกลาวในการวิเคราะหโครงสราง

และเปรียบเทียบกับแบบจําลองพื้นฐาน ซึ่งจากตัวอยางในการวิเคราะหสามารถสรุปไดวา ในการ

วิเคราะหโครงสรางที่มีขนาดเล็กแบบจําลองที่สรางในงานวิจัยนี้จะสงผลใหโครงสรางมีพฤติกรรมท่ี

แข็งกวาเม่ือเปรียบเทียบกับแบบจําลองพ้ืนฐาน ในสวนของผลเน่ืองจากแกนโครงสราง จะพบวาเมื่อ

โครงสรางมีคาอัตราสวนความชะลูดที่สูงขึ้น แกนโครงสรางจะมีผลตอพฤติกรรมของโครงสรางลดลง

ทั้งในระดับไมโครและนาโนเมตร สวนชั้นผิวโครงสรางจะมีผลตอพฤติกรรมของโครงสรางเมื่อ

โครงสรางมีขนาดในระดับนาโนเมตร และจะยิ่งมีผลตอพฤติกรรมมากขึ้นเม่ือโครงสรางมีอัตราสวน
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ความชะลูดที่สูงขึ้น แตเม่ือโครงสรางมีขนาดใหญขึ้นจนอยูในระดับไมโครเมตร ชั้นผิวโครงสรางจะไม

มีผลตอพฤติกรรมของโครงสรางแตอยางใด นอกจากนี่จากผลท่ีไดจะเห็นไดวา ยิ่งโครงสรางมีขนาดท่ี

เล็กลงมากๆ แบบจําลองในงานวิจัยจะใหผลท่ีแตกตางกันอยางมากเม่ือเปรียบเทียบกับแบบจําลอง

พ้ืนฐาน แตจะใหผลท่ีเหมือนกันเม่ือโครงสรางมีขนาดท่ีใหญขึ้น ในสวนของชั้นรองรับโครงสรางตอ

พฤติกรรมของโครงสราง ยิ่งชั้นรองรับมีความออนตัวมากแบบจําลองในงานวิจัยนี้จะใหผลที่แตกตาง

จากแบบจําลองพ้ืนฐานที่เปนอยางมาก แตถาชั้นรองรับมีความแข็งแกรงมากยิ่งขึ้น ความแตกตางของ

ผลที่ไดจากแบบจําลองในงานวิจัยนี้และแบบจําลองพ้ืนฐานจะยิ่งลดลง  

 เนื่องจากแบบจําลองท้ังสองที่กลาวมาในขางตน เปนแบบจําลองที่ตั้งอยูบนชั้นรองรับแบบ

เชิงเสน ดังน้ันขั้นตอไปในงานวิจัยน้ีจึงเปนการสรางแบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบไมเชิง

เสน ซึ่งในแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนในงานวิจัยนี้จะมีความคลายคลึงกับแบบจําลอง

ที่สองในงานวิจัยน้ี น่ันคือจะใชทฤษฎี Nonlocal elastic theory และ Surface elastic theory ใน

การอธิบายพฤติกรรมของคาน สวนชั้นรองรับจะใชทฤษฎี Van der Waals force theory ซึ่งเปน

ทฤษฎีที่ อ ธิบายพฤติกรรมแบบไม เชิ งเสนแทนทฤษฎี Winkler foundation theory โดยใน

แบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนนี้ จะมีตัวอยางในการใชแบบจําลองวิเคราะหโครงสราง

และเปรียบเทียบความถูกตองกับผลท่ีไดกับแบบจําลองอ่ืนๆดวย ซึ่งจากผลการวิเคราะหสามารถสรุป

ไดวา แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนในงานวิจัยน้ี จะมีความแข็งมากกวา

แบบจําลองคานขนาดเล็กบนชั้นรองรับแบบเชิงเสน ท้ังน่ีเน่ืองมาจากคาความแข็งแกรงของชั้นรองรับ

แบบไมเชิงเสนท่ีเพ่ิมเติมเขาไป และแบบจําลองคานบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนจะยิ่งมีความแข็งมาก

ขึ้นเมื่อแรงกระทําภายนอกที่กระทําตอระบบโครงสรางมีคาสูงขึ้น ดังนั้นยิ่งแรงกระทํามีคาสูงมาก 

แบบจําลองบนชั้นรองรับแบบไมเชิงเสนและแบบเชิงเสน จะยิ่งใหผลตอบสนองที่แตกตางกันมาก

ยิ่งขึ้น 

ในสวนของการพัฒนาขั้นตอไปในงานวิจัยน้ี ควรจะวิเคราะหพฤติกรรมของคานเปนแบบไม

เชิงเสนหรืออาจจะใชทฤษฎีในการวิเคราะหโครงสรางขนาดเล็กอ่ืนๆ รวมไปถึงใชทฤษฎีอ่ืนในชั้น

รองรับเพื่อใหมีความหลากหลายและใกลเคียงกับความเปนจริงมากยิ่งขึ้น สุดทายนี้ หวังวางานวิจัยน้ี

สามารถเปนประโยชนและนําไปประยุกตใชในทางวิศวกรรมศาสตรและวิทยาศาสตรไดตอไป. 
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สมการสมดุลของระบบ (Differential Equilibrium Equation) 

 
พิจารณาสมดุลของแรงในแนวดิ่งของชิ้นสวนคาน: 

 
   2 0B

y

dV x
p x D x

dx
         (A-1) 

โดย  BV x  คือ แรงเฉือนในหนาตัดคาน; p xy a f  คือแรงกระจายภายนอก; และ  2D x  

แรงเฉือนที่เกิดขึ้นระหวางชั้นแรงเฉือนและคาน 

พิจารณาสมดุลของโมเมนตดัดของชิ้นสวนคาน: 

 
  0B

dM x
V x

dx
         (A-2) 

 โดย  M x  คือ โมเมนตดัดในหนาตัดคาน 

แทนคาสมการ (A-1) ใน สมการ (A-2): 

 
   

2

22
0y

d M x
p x D x

dx
          (A-3) 

พิจารณาสมดุลของแรงในแนวดิ่งของชิ้นสวนชั้นแรงเฉือน: 

 
   2 1 0sdV x

D x D x
dx

         (A-4) 

 โดย  sV x  คือ แรงเฉือนในหนาตัดชั้นแรงเฉือน; และ  1D x  แรงในชั้นรองรับท่ีกระทําตอ

ชั้นแรงเฉือน แทนคาสมการ (A-4) ในสมการ (A-3), จะไดสมการสมดุลของระบบ (Equilibrium 

equation): 

 
   

 2

12
0s

y

d M x dV x
p x D x

dx dx
         (A-5) 

 

y,v(x)

Elastic Substrate Media x,u(x)

py(x)P1 ,U1

P2 ,U2

P3 ,U3

P4 ,U4

Shear-LayerBeam

Substrate Medium

D2(x)

VS(x) VS(x) + dVS(x)

D1(x)

Differential Segment of Shear-Layer

py(x)

M(x)

VB(x)

M(x) + dM(x)

VB(x) + dVB(x)
D2(x)

Differential Segment of  Beam
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ความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัว (Force-Deformation Relations) 

 
 M x

x
IE

  ,  
 1

1

1

D x
v x

k
 ,  

 

2

s

s

V x
x

k
     (A-6) 

โดย  x  คือ คาความโคงของคาน;  1v x  คือ การทรุดตัวของชั้นรองรับ;  s x  คือ 

ความเครียดในชั้นแรงเฉือน; IE คือ คาความตานทานการดัดตัวของคาน; 1k  คือ คาความแข็งแกรง

ของชั้นรองรับ; และ 2k  คือ คาความแข็งแกรงของชั้นแรงเฉือน 

 

สมการความเขากันไดของระบบ (Differential Compatibility Equations) 

 

 ในสวนของการสรางสมการความเขากันไดของระบบ จะสรางอยูบนหลักการของแรง (Force 

based) จากทฤษฎีงานเสมือนของแรง (Virtual force principle) มีรูปแบบทั่วไปดังนี้:  

 * * * 0int extW W W           (A-7) 

 โดย *W  คือ ผลรวมของงานทั้งหมดของระบบ; *
intW  คือ งานภายในของระบบ; และ 

*
extW  คือ งานภายนอกของระบบ  

ในกรณีของคานบนชั้นรองรับแบบสองตัวแปร งานภายในและงานภายนอก เขียนไดดังนี้: 

 

           

   

*
1 1

*

int s s

L L L

T
ext y B

L

W M x x dx D x v x dx V x x dx

W p x v x dx

     

  

  

  

  

 P U
   (A-8) 

 โดย  Bv x  คือ คาการโกงตัวของคาน ซึ่งมีคาเทากับคาการทรุดตัวของชั้นรองรับ  1v x ; 

P  คือ เวกเตอรของแรงที่ปลายท้ังสองของคาน; U  คือ เวกเตอรของคาการเคลื่อนตัวที่ปลายท้ังสอง

ของคาน,   0yp x    

 ดังน้ันสมการ (A-7) สามารถเขียนไดดังน้ี: 

       

   

*
1 1

0

L L

T
s s

L

W M x x dx D x v x dx

V x x dx

   

  

 

  

 

 P U
    (A-9) 

 แทนคาสมการความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัว สมการ (A-6) จะได: 

 
 

 
 

 
 

1*
1

1

2

0

L L

s T
s

L

M x D x
W M x dx D x dx

IE k

V x
V x dx

k

  

 

 

  

 

 P U

   (A-10) 

 แทนคาสมการสมดุลของระบบ สมการ (A-5)  เพื่อกําจัดตัวแปร  1D x  และ  1D x : 
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 
 

 
 

   
 

 

   
 

 

2

2

2
1

2 2

2 2
1

0

1

1

sT
s

L L

s s
y

L

s
y

L

M x V x
M x dx V x dx

IE k

d V x d M x dV x
p x dx

dx k dx dx

d M x d M x dV x
p x dx

dx k dx dx

  





    

  
     

  

  
   

  

 





P U

  (A-11) 

 อินทิเกรตทีละสวน (Integration by parts) หน่ึงคร้ังในพจนท่ี 4 และสองคร้ังในพจนที่ 5 

ของสมการ (A-11) จะได: 

 
       

 
       

 
 

 
 

 

 
     

24 3

4 2 3
1

3 2

3 2
2 1

2

2
1 0

3 2

3 2
1

1

1

1

1

y s

L

ys s
s

L

L

s

s y

y s

d p xM x d M x d V x
M x dx

IE k dx dx dx

dp xV x d M x d V x
V x dx

k k dx dx dx

d M x d M x dV x
V x p x

dx k dx dx

dp x d M x d V x
M x

k dx dx dx










  
       

  

  
      

  

   
      

     

 
 







0

0

L

T
 

  
  

P U

 (A-12) 

 ดังน้ันจะไดสมการความเขากันไดของระบบในรูปของโมเมนตดัดและแรงเฉือนในชั้นรองรับ

มาสองสมการ: 

       
 

24 3

4 2 3
1

1
0 : 0,y s

d p xM x d M x d V x
for x L

IE k dx dx dx

 
      

 
 (A-13) 

       
 

3 2

3 2
2 1

1
0 : 0,

ys s
dp xV x d M x d V x

for x L
k k dx dx dx

 
     

 
  (A-14) 

 จากความสัมพันธระหวางแรงและการเคลื่อนตัวในสมการ (A-6), สามารถเขียนความสัมพันธ

ระหวางแรงเฉือนในชั้นรองรับและโมเมนตดัดไดดังน้ี: 

 
 2sdV x k

M x
dx IE

        (A-15) 

 แทนคาสมการ (A-15) ดังนั้นสมการความเขากันไดของระบบ (Compatibility equation) 

เขียนในรูปของโมเมนตดัดไดดังนี้: 

 
 

   
 

24 2

1 24 2 2
: 0,

yd p xd M x d M x
M x for x L

dx dx dx
       (A-16) 

 โดย 1 1 /k IE   และ 2 2 /k IE  . 
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เมตริกซความแข็งแกรงของระบบ (ผลเฉลยถูกตอง) 

 

ผลเฉลยถูกตอง (homogeneous solution) ของสมการความเขากันได สมการ (A-16) จะ

แบงไดทั้งหมด 3 กรณีโดยขึ้นอยูกับคา 1  และ 2 ดังน้ี 

    1 2

2 1

3 4

cosh cos sinh cos
2

cosh sin sinh sin

M x c x x c x x
for

c x x c x x

   
 

   

  


 
 (A-17) 

     4 4 4 4
1 1 1 1

1 2 3 4 2 12x x x xM x c e c xe c e c xe for            (A-18) 

   1 2

2 1

3 4

cosh cosh sinh cosh
2

cosh sinh sinh sinh

M x c x x c x x
for

c x x c x x

   
 

   

  


 
 (A-19) 

 โดยคา   และ   มีนิยาม: 

 1 2

2 4

 
    , 1 2

2 4

 
       (A-20) 

 และคาคงที่ 1 2 3, , ,c c c และ 4c  หาไดจากสมการเง่ือนไขขอบเขต (boundary conditions) 

ดังน้ี: 

 
 

 

1 2

0

3 4

; 0 ;

;

s

x

s

x L

dM
V P M P

dx

dM
V P M L P

dx





 
      

 
    

     (A-21) 

 จากสมการ (A-6) และ (A-14) คาแรงเฉือนจากชั้นรองรับ  sV x  สามารถเขียนในรูปของคา

โมเมนตดัด  M x  ไดดังน้ี: 

  
     3 2

2 2 2
3

1 1 1

y

s

dp xd M x dM x
V x

dx dx dx

  

  
       (A-22) 

 จากสมการเงื่อนไขขอบเขต สมการ (A-21) สามารถเขียนโมเมนตดัดใหอยูในรูปเมตริกซดังนี้: 

    BBM x x N P        (A-23) 

 โดย  BB xN  คือ เมตริกซสมการฟงคชั่นรูปรางของโมเมนตดัด 

 จากสมการ (A-22) และ (A-5) คาแรงเฉือนในชั้นแรงเฉือน  sV x  และคาแรงในชั้นรองรับ 

 1D x  สามารถเขียนใหอยูในรูปเมตริกซดังน้ี: 

    
ss V BV x x N P        (A-24) 

    
11 D BD x x N P        (A-25) 

 โดย    
1

,
sV B D Bx xN N  คือ เมตริกซสมการฟงคชั่นรูปรางของแรงเฉือนในชั้นแรงเฉือนและ

แรงในชั้นรองรับ ตามลําดับ 
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 แทนคาสมการ (A-23), (A-24), และ (A-25) ในสมการ (A-10) จะไดสมการเมตริกซความ

ยืดหยุนของระบบดังนี้: 

 
yp FP U U         (A-26) 

 โดย F  คือ เมตริกซความยืดหยุนของระบบ นิยามดังน้ี: 

 
1 1 s sBB D D V V  F F F F        (A-27) 

 โดย BBF , 
1 1D DF , และ 

s sV VF คือ เมตริกซความยืดหยุนของระบบท่ีไดจาก แรงในคาน, แรงใน

ชั้นรองรับ, และแรงในชั้นแรงเฉือน มีนิยามดังน้ี 

 
1 1 1 1

1

2

1

1

1
s s s s

T
BB BB BB

L

T
D D D B D B

L

T
V V V B V B

L

dx
IE

dx
k

dx
k

 
  

 

 
  

 

 
  

 







F N N

F N N

F N N

      (A-29) 

 ดังน้ันสมการเมตริกซความแข็งแกรงของระบบ สามารถเขียนไดดังน้ี:  

 
y

FE
N p P K U P        (A-30) 

 โดย เมตริกซความแข็งแกรงของระบบ NK  หาไดจาก 1F  

 ในสวนของรายละเอียดตางๆ นอกเหนือจากน้ี และตัวอยางการวิเคราะหโครงสรางโดยใช

แบบจําลองคานบนช้ันรองรับแบบสองตัวแปรนี้ สามารถดูเพิ่มเติมไดจาก Limkatanyu et.al. [36] 
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