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  วิทยานิพนธฉบับนี้ไดทําการศึกษาการจําลองการสรางภาพตัดขวางความตานทาน
ไฟฟาซึ่งเปนเทคนิคการสรางภาพจากคาการกระจายสภาพความนําไฟฟาของอวัยวะภายในรางกาย
แลวแสดงออกมาเปนภาพ ระบบของการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาประกอบดวยการ
การเก็บขอมูลแรงดันไฟฟาจากอิเล็กโทรดและการสรางภาพ การสรางภาพแบงออกเปนสอง
ขั้นตอน การแกปญหาสองขั้นตอนไดแก การแกปญหาแบบฟอรเวิรด (forward) เพื่อการคํานวณคา
การกระจายของแรงดันภายในโมเดลโดยใชคาแรงดันที่วัดไดบนอิเล็กโทรด และการแกปญหาแบบ
อินเวอรส (inverse)เพื่อการคํานวณคาการกระจายของอิมพีแดนซภายในโมเดล ในสวนของการ
แกปญหาแบบฟอรเวิรดจะใชวิธีการไฟไนตเอลิเมนต และการแกปญหาแบบอินเวอรสโดยใชวิธีเรกู
ลาไรเซชันรวมกับการประมาณคาดวยอัลกอริทึ่มของเกาส–นิวตันแบบรอบเดียว จากการทดลอง
พบวาภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่ไดจากวิธีเรกูลาไรเซชันแบบ tikhonov ใหผลดีกวา เมื่อ
วัตถุอวางใกลกัน แตถาวัตถุวางหางกัน วิธีเรกูลาไรเซชันแบบ laplacian จะใหผลดีกวา เนื่องจาก
แบบจําลองที่ใชสามารถกําหนดจํานวนเอลิเมนตไดนอยทําใหวัตถุมีขนาดใหญ จึงทําใหเกิดการ
ทดลองในกรณีที่สอง ซ่ึงเปนการปรับปรุงเอลิเมนตดวยวิธีการ dual model พบวาสามารถตรวจจับ
วัตถุที่มีขนาดประมาณ 1 เซนติเมตร จากนั้นทําการทดลองโดยเปรียบเทียบผลการสราง
ภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาระหวางโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรดและ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ 
จํานวนสองระนาบ โดยมีขนาดของวัตถุเปนตัวแปรคงที่ ปรากฏวาระยะหางนอยสุดระหวางวัตถุมี
คาประมาณ 0.9 เซนติเมตร และภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาแบบ 16 อิเล็กโทรด ใหผลดีกวา
แบบ 8 อิเล็กโทรด เนื่องจากขอมูลที่จําลองการวัดแรงดันบนอิเล็กโทรดมีมากกวาทําใหการ
ประมาณคาแรงดันภายในโมเดลมีความถูกตองมากกวา อยางไรก็ตามเวลาในการคํานวณก็มากตาม
เชนกัน นอกจากนี้พบวาระยะหางระหวางระนาบของอิเล็กโทรดที่เหมาะสม ทําใหภาพตัดขวาง
ความตานทานไฟฟาที่สรางมีความถูกตองยิ่งขึ้น 
คําสําคัญ การสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา ปญหาแบบฟอรเวิรด (forward)  
                           ปญหาแบบอินเวอรส (inverse), วิธีการไฟไนตเอลิเมนต, วิธีเรกูลาไรเซชัน 
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ABSTRACT 

 

 This dissertation studies the simulation of Electrical Impedance Tomography 
(EIT) which is an imaging technique from the conductivity distribution of internal organs. The 
EIT system consists of two processes. The former process is data collection of voltages on the 
electrodes, while the latter process is the reconstructions. The image reconstruction consists of 
two processes: forward problem and inverse problem. In the forward problem, the electric field in 
the interior of the volume is calculated when we know current patterns driven from its boundaries. 
In the inverse problem, the resistivity distribution is calculated when we know voltage and current 
density distribution in the interior. The finite element method can be use to address the forward 
problem.The inverse problem is solved by the regularization scheme and the approximation of 
single-step of Gauss-Newton algorithm.  To study the effectiveness of the different 
regularization methods  (Tikhonov and Laplacian), two objects are placed in finite element 
model.  The simulation results show that EIT performance with the Tikhonov regularization 
method is better than the Laplacian regularization method, when the distance between two objects 
is nearest. On the other hand, the Laplacian regularization method is better when the objects are 
large. Because the number of finite elements are limited in our model, the objects are large size. 
As a result, we present the second technique which improves the limit of the number of finite 
element by using the dual model. We found that, this model can detect the objects which are the 
smallest size about 1 cm. In the second experiment, we compare EIT performance using two 
planes of electrodes with 8 and 16 electrodes per plane. Size of objects is constant variable. The 
results show that, the minimum distance between these objects is approximate 0.9 cm. and EIT 
performance with 16 electrodes is better than 8 electrodes. Because the simulated voltage data is 
higher, the voltage approximation of interior model is more correct. However, the calculated time 
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is higher. Moreover, the suitable distance between planes of electrode gives the more accuracy of 
EIT. 
 
Keywords:  Electrical Impedance Tomography (EIT), forward problem, inverse problem, 
                     finite element method, regularization method 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1.1 ความสําคญัและที่มาของงานวิจัย 

มะเร็งเตานมเปนหนึ่งในเนื้องอกที่พบมากในผูหญิง การตรวจพบในระยะแรกและการ
วินิจฉัยโรคเปนกุญแจสําคัญที่จะชวยลดอัตราการเสียชีวิตจากมะเร็งเตานมได  ปจจุบันการตรวจ
ดวยเครื่องแมมโมแกรม (mammogram) เปนวิธีมาตรฐานที่ใชสําหรับตรวจมะเร็งเตานม แมวาจะมี
ขอจํากัดพื้นฐานหลายประการ เชนการแสดงผลไมดีสําหรับ soft tissue (หมายถึงเนื้อเยื่อที่เชื่อมตอ, 
รองรับหรืออยูรอบๆโครงสรางอื่นและอวัยวะของรางกาย) ที่ตางกันและประสิทธิภาพจะลดลง
สําหรับเตานมที่มีความหนาแนนมากเนื่องจากการกระจายของรังสี (radiation exposure) นอกจากนี้
ยังทําใหไดรับความเจ็บปวดจากการบีบอัดเตานม เพื่อที่จะแกขอจํากัดเหลานี้ ไดมีการนําอัลตรา
ซาวด (echo ultrasound) มาใชแยกเนื้อเยื่อวาเปนเปนซีสต (cyst) หรือถุงน้ําจากเนื้อเยื่อทั่วไป ถา
ลักษณะของซีสตมีแนวโนมที่จะเปนมะเร็ง ก็จะมีการตัดชิ้นเนื้อเพื่อสงตรวจทางพยาธิ (Biopsy) 
เพื่อใหการวินิจฉัยโรคมีความถูกตองเพิ่มขึ้น ไดมีการพัฒนาวิธีการสรางภาพแบบใหมๆ เชน การ
สรางภาพตัดขวางทางแสง (optical tomography) แตเนื่องจากมีคา spatial resolution ต่ํา นอกจากนี้
ยังมี Breast MRI ซ่ึงมีขอดีคือมีความไวสูงตอส่ิงผิดปกติที่มีขนาดเล็ก, มีประสิทธิภาพสําหรับเตา
นมที่มีความหนาแนน และไมทําใหเกิดความเจ็บปวดจากการบีบอัดเตานมอีกดวย อยางไรก็ตาม 
Breast MRI มีขอจํากัดคือในการตรวจ เนื่องจากไมไดเจาะจงเฉพาะเนื้องอกที่เปนมะเร็ง บอยครั้งที่
ไมสามารถแยกเนื้องอกที่เปนมะเร็งจากเนื้อเยื่อดีได,ไมสามารถตรวจอวัยวะที่มีหินปูน รวมท้ังมี
ราคาแพงทั้งทางดานราคาเครื่อง, การติดตั้งและการดําเนินการ 
 เมื่อเร็วๆนี้ มีหลักฐานพบวาเนื้องอกที่เปนมะเร็งมีสภาพความตานทานแตกตางจากเนื้อเยื่อ
ทั่วไป ดังนั้นจึงใชคาความตานทานไฟฟาสําหรับตรวจจับมะเร็งเตานม คือเทคนิคที่เรียกวาการ
สรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา (Electrical Impedance Tomography : EIT) เปนเทคโนโลยี
การสรางภาพทางชีวการแพทยที่กําลังพัฒนา และเนื่องจากราคาไมแพงเมื่อเทียบกับเทคโนโลยีตัว
อ่ืน นอกจากนี้ยังมีขนาดเล็กและสะดวกตอการเคลื่อนยาย อยางไรก็ตามการสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟายังมีขอจํากัด คือมีคา spatial resolution ต่ํา, ไวตอสัญญาณรบกวน, ความผิดพลาดที่
เกิดเนื่องจากอิเล็กโทรด และความผันแปรของภาพระหวางวัตถุ  

ระบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาแบงเปนสองสวนคือ สวนของระบบเก็บ
ขอมูลและสวนของการสรางภาพ ซ่ึงปญหาสําคัญของการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาอยู
ในสวนของการสรางภาพ เนื่องจากขั้นตอนการคํานวณคาอิมพีแดนซที่นํามาสรางเปนภาพซึ่งแสดง



2 
 

ถึงการกระจายของอิมพีแดนซภายในวัตถุมีความซับซอนจากทิศทางการเคลื่อนที่ของสนามไฟฟา
หรือการกระจายหรือลดทอนของสนามไฟฟาในตัวกลางไมเอกพันธ (non-homogeneous) แบบไม
เปนเชิงเสน  
 การสรางภาพประกอบดวยสองสวนหลักๆคือปญหาแบบฟอรเวิรด (forward problem) 
และปญหาแบบอินเวอรส (inverse problem) โดยปญหาแบบฟอรเวิรดเปนการคํานวณคา
สนามไฟฟาภายในโมเดลเมื่อรูคาของกระแสที่จายและแรงดันที่วัดไดบริเวณอิเล็กโทรดที่สัมผัสกับ
ผิวหนัง หรือภายในผิวของโมเดล สวนปญหาแบบอินเวอรสเปนการคํานวณคาการกระจายของ
ความตานทานไฟฟา เมื่อรูการกระจายตัวของแรงดันและความหนาแนนของกระแสภายในโมเดล 

ในงานวิจัยที่คนควาสวนใหญ ใชวิธีของไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method : FEM) 
ในการคํานวณหาคาการกระจายของศักดาไฟฟา ภายใตปญหาเงื่อนไขขอบเขตของนอยยมัน
(Neumaan) และดีรีเคล (Dirichlet) สําหรับวัตถุที่มีรูปรางไมแนนอนและมีองคประกอบไมเปนเอก
พันธ จากนั้นใชวิธีการประเมินคาเชิงเลขคํานวณหาคาอิมพีแดนซ ยกตัวอยางเชน อัลกอริธึมแบบ
แบค-โปรเจคชั่น (back–projection), นิวตัน–ราฟสัน (Newton–Raphson) และเกาส–นิวตัน (Gauss–
Newton) เปนตน 

วิทยานิพนธนี้จะเนนในสวนของการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาของโมเดล
แบบสามมิติ โดยใชซอฟตแวร EIDORS (Electrical Impedance and Diffuse Optical 
Reconstruction Software) ซ่ึงเปนฟรีซอฟตแวร (free software) ที่ใชวิธีการไฟไนตเอลิเมนต
แกปญหาแบบฟอรเวิรด สําหรับการแกปญหาแบบอินเวอรส จะใชวิธีเรกูลาไรเซชันรวมกับการ
ประมาณคาแบบเกาส-นิวตันแบบรอบเดียว กระบวนการในการสรางภาพประกอบดวยสามขั้นตอน
หลักๆ คือเร่ิมจากสรางโมเดลไฟไนตเอลิเมนต โดยใชโปรแกรม NETGEN และกําหนดรูปแบบ
ของการกระตุนสําหรับการจายกระแสและวัดแรงดัน ตอมาคํานวณคาแรงดันภายในของตัวกลางทั้ง
แบบเอกพันธ (homogeneous) และไมเอกพันธ (inhomogeneous) สุดทายสรางโมเดลของอินเวอรส 
และแกสมการหาคาอิมพีแดนซโดยใชวิธีจําลองขอมูลจากโมเดลสามมิติ และจําลองวัตถุที่ตําแหนง
ตางๆ ภายในโมเดล 
 

1.2 การตรวจเอกสาร บทความและงานวิจัยท่ีเก่ียวของ 
 1.2.1 Y. Zou and Z. Guo, “A review of electrical impedance techniques for breast 
cancer detection,” Medical Engineering & Physics, no. 25, pp. 79-90, 2003. [1] 
       เนื่องจากพบหลักฐานวากอนเนื้อที่เปนมะเร็งมีความตานทานไฟฟาต่ํากวาเนื้อเยื่อปกติ
ที่อยูรอบๆ บทความนี้นําเสนอการตรวจจับมะเร็งเตานมดวยเทคนิคของความตานทานไฟฟาที่มีอยู
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โดยจะเนนเทคนิคการสรางภาพจากคาความตานทานไฟฟาแบบไมเจาะ (noninvasive) เชนการ
สรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา (Electrical Impedance Tomography) ซ่ึงประกอบดวยการ
สรางภาพแบบคงที่ (static) และแบบตางกัน (difference) โดยการสรางภาพแบบคงที่เกี่ยวกับการ
สรางภาพของการกระจายสภาพความนําไฟฟาหรือสภาพความตานทานไฟฟาแบบสมบูรณ ขณะที่
การสรางภาพแบบตางกันเปนการสรางภาพการเปลี่ยนแปลงของสภาพความนําไฟฟาเนื่องมาจาก
การเปลี่ยนแปลงแรงดันบนอิเล็กโทรด ระบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจะสําเร็จได
ขึ้นอยูกับขอมูลที่วัดไดและการสรางภาพ ในสวนของขอมูลที่เก็บได เทคนิคที่ตางกันหลักๆคือ 
จํานวนและการจัดการอิเล็กโทรด, โหมดของการกระตุน เชนการจายดวยกระแสหรือแรงดัน, 
รูปแบบของสัญญาณที่กระตุน และชวงความถี่ของการทํางาน สวนของการสรางภาพนิยมใชโมเดล
ไฟไนตเอลิเมนตรวมกับสมการปวซง (Poisson’s equation) ในการแกปญหาแบบฟอรเวิรด โดย
ความถี่ที่ใชตองนอยกวา 1 เมกะเฮริตซ นอกจากนี้อัลกอริทึ่มของการสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟาอาจจะแยกไดเปนแบบขั้นตอนเดียวหรือแบบไมทําซ้ํา (single-step or non-iterative) 
เชนแบค-โปรเจคชั่น (back-projection) และแบบทําซ้ํา (iterative) เชนวิธีของนิวตัน-ราฟสัน 
(Newton-Raphson) เปนตน การตรวจจับมะเร็งเตานมโดยวิธีการสรางภาพตัดขวางความตานทาน
ไฟฟายังมีกลุมที่คนควาไมมากนัก ยกตัวอยางเชน 
       1.2.1.1 งานของกลุมวิทยาลัย Dartmouth (Dartmouth College) สรางและทดสอบระบบ
การสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาแบบ 2 มิติ โดยระบบเก็บขอมูลประกอบดวย 32 อิเล็ก –
โทรด, ความถี่ที่ใชตั้งแตดีซีจนถึง 1 เมกะเฮริตซ, ตัวแปลงสัญญาณอนาล็อกเปนสัญญาณดิจิตอล 
(A/D converter) ขนาด 16 บิท ที่มีความถี่ของการแซมปลิง (sampling) เทากับ 200 กิโลเอริตซ และ
อิเล็กโทรดเปนแบบ Ag/AgCl โดยมีการจายแรงดันและวัดกระแสบนอิเล็กโทรดทุกตัว และใชวิธี
ของนิวตันในการสรางภาพ สําหรับโมเดลไฟไนตเอลิเมนตใชวิธีของเมชคู (dual mesh) โดยการ
แกปญหาแบบฟอรเวิรดใชโมเดลที่มีจํานวนเมชมาก (fine mesh) คํานวณแรงดันไฟฟาภายใน และ
โมเดลแบบเมชนอย (coarse mesh)คํานวณสภาพความนําไฟฟาสําหรับการแกปญหาแบบอินเวอรส 
จากนั้นไดมีการปรับปรุงใหยืดหยุนสําหรับการตรวจเตานมแบบซ้ําๆ โดยใช 16 อิเล็กโทรดสัมผัส
กับเตานมโดยตรง ดังภาพประกอบ 1-1(a) ซ่ึงมีหนาสัมผัสออกจากจุดศูนยกลาง (radially trans - 
lating interface) แรงดันไฟฟากระแสสลับที่จายบนอิเล็กโทรดมีความถี่ตั้งแต 10 กิโลเฮริตซ ถึง 1 
เมกะเฮริตซ ในการวัดจะใชความถี่เพียง 10 คาเทานั้นสําหรับเตานมทั้งสองขาง และใชเวลาขางละ 
10 นาที ผลแสดงใหเห็นวาลักษณะโครงสรางของภาพสัมพันธกับขอมูลทางการรักษาที่มีอยาง
จํากัดของผูปวย อยางไรก็ตามภาพของวัตถุที่อยูใกลผิวสัมผัสของอิเล็กโทรดจะมีความชัดเจนดัง
ภาพประกอบ 1-1(b) สรุปไดวาระบบมีความไว แตยังไมดีพอในการวินิจฉัยกอนเนื้อ ขอจํากัด
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หลักๆของระบบ คือการวัดคาความตานทานแบบ 2 มิติ แมวาระบบจะมีการวางอิเล็กโทรดทั้งใน
แนวตั้งและตามรัศมีวงกลม แนวทางในการพัฒนาคือการเพิ่มระดับการวางอิเล็กโทรด เพื่อที่จะให
ควบคุมไดดีควรจะวางอิเล็กโทรดหางกันมากกวา 1 เซนติเมตร 

 
(b) 

ภาพประกอบ 1-1 งานของกลุมวิทยาลัย Dartmouth (a) การติดตั้งอิเล็กโทรด (b) ภาพของสภาพ
ยอมรับไดแบบสมบูรณ ที่ไดจากการวัดทีค่วามถี่ 750 กโิลเฮริตซ [1] 

 
         1.2.1.2 แมมโมกราฟของความตานทานไฟฟาที่ถูกพัฒนาโดย Technical University 
of Gdansk% มีการทดลองสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาแบบ 3 มิติ ที่ประกอบดวยหัววัด 
(sensing head), ตัวประมวลสัญญาณดิจิตอล (digital signal processor) และคอมพิวเตอรสวนบุคคล 
โดยที่หัววัดประกอบดวย hemisphere chamber ที่มีเสนผาศูนยกลาง 16 เซนติเมตรและมีการวางตัว
ของ 64 อิเล็กโทรด แบบหลายชั้น มีการจายกระแสหรือแรงดันที่อิเล็กโทรดดานนอก และวัด
แรงดันหรือกระแสบริเวณอิเล็กโทรดดานใน จากนั้นสรางภาพดวยวิธี perturbation ขอดีก็คือ
รูปทรงที่จํากัดของ chamber ชวยทําใหปญหาที่มีนอยลงจากความไมแนนอนของรูปทรงของวัตถุ 
นอกจากนั้นสารละลายของเกลือ (saline solution) ระหวางวัตถุที่พิจารณากับอิเล็กโทรดจะมีคา
ความตานทานสัมผัส (contact impedance) คงที่ระหวางการวัด ขอจํากัดคือ resolution ต่ํา เนื่องจาก
การวางตัวของ hemisphere ที่จํากัด ทําใหการสัมผัสระหวางผิวหนังกับอิเล็กโทรดถูกจํากัดดวย 
สําหรับขนาดของเตานมที่แนนอน 
         1.2.1.3 แมมโมกราฟทางไฟฟาของ TCI (Technology Commertialization Interna- 
tional Inc.) ระบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาแบบ 3 มิติ แสดงดังภาพประกอบ 1.2 
ประกอบดวยอารเรยของอิเล็กโทรดที่ยื่นออกมาซึ่งทําจากเหล็กที่ไมเปนสนิม (stainless steel) ที่ถูก

(a) 
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จัดวางในชั้นของไดอิเล็กทริก ดังภาพประกอบ 1-2(a) มีอิเล็กโทรดทั้งหมด 256 ช้ิน นอกจากนี้ยังมี
อิเล็กโทรดที่ใชจายกระแสและใชเปนแรงดันอางอิงอยูที่ขอมือ ระหวางการทดลองชั้นของอิเล็ก -
โทรดจะถูกกดลงบริเวณเตานมใหแบนที่สุด จากนั้นจายกระแสขนาด 1 มิลลิแอมป ที่มีความถี่ 10 
กิโลเฮริตซ เชื่อมตอระหวางอิเล็กโทรดกระแสบริเวณขอมือกับสวนหนึ่งของอิเล็กโทรดในระนาบ 
ตอมาวัดแรงดันระหวางอิเล็กโทรดที่เหลือในระนาบกับอิเล็กโทรดที่เปนแรงดันอางอิง ขอมูลที่วัด

ไดทั้งหมด 65,280 (256×255) ขอมูล และสรางภาพดวยวิธีของแบค-โปรเจคชันที่มีการปรับปรุง 
(modified back-projection) การที่กดชั้นของอิเล็กโทรดจะชวยเพ่ิมจํานวนของอิเล็กโทรดที่สัมผัส
เตานมและลดความหนาของชั้นของเนื้อเยื่อที่วัด เนื่องจากระยะทางที่ยาวระหวางอิเล็กโทรดที่เปน
แรงดันอางอิงกับชั้นของอิเล็กโทรดทําใหสมมติพื้นผิวศักยเทา (equipotential surface) ของสนาม 
ไฟฟาไดงาย ทําใหการสรางภาพงายขึ้น แตระหวางการสรางภาพคาแรงดันที่วัดไดไมเพียงพอจึงถูก
แทนดวยคาที่คํานวณไดจากสมมติฐานของการกระจายสภาพความนําไฟฟาของตัวกลางเอกพันธ 

 
                         (a)                                                                                  (b)                                         
ภาพประกอบ 1-2 การทดลองของ TCI (a) แผนที่ใชวัด (sensing plates) และอิเล็กโทรดอางอิง (b) 
การใชงานของอุปกรณ หมายเลข 1 คือช้ันของ 256 อิเล็กโทรด หมายเลข 2 คืออิเล็กโทรดที่อยู

หางไกล (remote electrode) [1] 
     1.2.1.4 ระบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่นําเสนอโดย Resselaer Poly- 
technic Institute (RPI) ทําการจําลองโดยใชแท็งกรูปสี่เหล่ียมและมีอิเล็กโทรดแบบทองแดง ขนาด 

5×7 มิลลิเมตร จํานวน 16 แผน นอกจากนี้ยังบรรจุน้ําเกลือที่มีสภาพความนําไฟฟาเทากับ 300 มิลลิ
ซีเมนสตอเมตร แทนเนื้อเยื่อดีและกอนมะเร็งแทนดวยวุนที่ทําจากสาหรายซึ่งมีสภาพความนําไฟฟา
เทากับ 900 มิลลิซีเมนสตอเมตร โดยมีการเลื่อนตําแหนงของกอนมะเร็ง ผลปรากฏวาในชั้นของ
อิเล็กโทรด การสรางภาพของกอนมะเร็งที่ตําแหนงตางๆมีคุณลักษณะที่ดี แต resolution ของความ
เขม (depth resolution) ของสีต่ํา และไดแนะนําใหเพิ่มจํานวนของอิเล็กโทรดในอารเรย, โมเดล
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อิเล็กโทรดแบบ shunting ใหดีกวานี้และผลกระทบของความตานทานสัมผัส สุดทายปรับปรุง
อัลกอริธึมของการสรางภาพ  
 

1.2.2 T. Thanetwarodom, “An Electrical Impedance Tomographic Image Recon- 
struction,” Master Thesis, King Mongkut’s Institute of Technology Ladkrabang, 2002.[2] 

วิทยานิพนธนี้นําเสนอวิธีการสรางภาพตัดขวางทางไฟฟาโดยใชไฟไนตเอลิเมนตเพื่อหาคา
ศักยไฟฟาที่โหนดตางๆ และวิธีการประมาณคาแบบนิวตัน–ราฟสัน (Newton-Raphson) หาคาความ
ตานทานภายในเอลิเมนตของวัตถุ การทดลองแบงเปน 2 แบบคือการจําลองขอมูล และการทดลอง
จริง สวนของการจําลองขอมูลแยกยอยเปน 2 หัวขอคือ หัวขอแรกเปนการเปรียบเทียบผลการสราง
ภาพจากรูปแบบของการจายกระแสมี 2 รูปแบบคือแบบขั้วขางเคียง (adjacent) และขั้วตรงขาม 
(opposite) ผลปรากฏวาการจายกระแสแบบขั้วขางเคียงใหผลที่ดีกวาแบบขั้วตรงขาม หัวขอที่สอง
เปนการปรับปรุงการกําหนดขนาดของเอลิเมนตมี 2 แบบ คือแบบที่แตละเอลิเมนตมีขนาดเทากัน 
และแบบที่เอลิเมนตขางในมีขนาดใหญกวาเอลิเมนตดานนอก เปรียบเทียบกับแบบเดิมที่เอลิเมนต
ดานในเล็กกวาดานนอก จากการจําลองขอมูลพบวา ลักษณะการแบงเอลิเมนตของระบบที่นําเสนอ
ใหผลที่ชัดเจนดีกวาแบบเดิม นอกจากนี้ยังไดพัฒนาอัลกอริธึมสําหรับระบบ 3 มิติขึ้นใหมโดยการ
ลดขั้นตอนในการคํานวณ ในสวนของการทดลองจริงไดทําการวัดขอมูลจากถังน้ําเกลือที่มีขั้ว
อิเล็กโทรด 16 ขั้ว เปรียบเทียบผลของการคํานวณแบบ 2 มิติ และ 3 มิติ และเปรียบเทียบรูปแบบ
การจายกระแส 2 แบบ โดยวัตถุที่ใชในการทดลองมีทั้งตัวนําและฉนวนไฟฟาและมีการจัดวางวัตถุ 
3 รูปแบบ คือ วางฉนวนที่จุดศูนยกลาง, วางตัวนําที่จุดศูนยกลาง และวางทั้งฉนวนและตัวนําพรอม
กัน ดังภาพประกอบ 1.3 วัตถุทั้งสองเปนรูปทรงกระบอกโดยฉนวนมีเสนผานศูนยกลาง 5.5 
เซนติเมตร และตัวนํามีเสนผานศูนยกลาง 5 เซนติเมตร นอกจากนี้ยังเปรียบเทียบผลการคํานวณ
แบบคิดคาศักดาที่แหลงจายกระแสกับการคํานวณที่ตัดคาดังกลาวออกไป ผลปรากฏวาการคํานวณ
แบบคิดคาศักดาที่แหลงจายกระแส พบวาการคํานวณดวยสูตร 2 มิติ ไมสามารถหาผลลัพธได 
เนื่องจากระบบที่ใชในการทดลองเปนแบบ 3 มิติ ลักษณะของขอมูลที่วัดไดจึงตางจากที่คํานวณได
ดวยสูตร 2 มิติมาก สวนการคํานวณดวยสูตร 3 มิติหาผลลัพธไดแตไมดีนัก เปรียบเทียบกับการ
คํานวณที่ไมคิดคาศักดาที่แหลงจายกระแส พบวาวิธีนี้ใหผลลัพธที่ดีกวาทั้งการคํานวณดวยสูตร 2 
มิติ และ 3 มิติ แตสูตร 3 มิติ ใหผลลัพธที่ดีกวาแบบ 2 มิติ ซ่ึงสังเกตเห็นไดวาใหผลลัพธที่ไมดีนัก
บริเวณขอบ สาเหตุที่เมื่อไมนําคาศักดาที่แหลงจายมาคํานวณแลวไดผลลัพธที่ขึ้นเพราะวา คาศักดา
ที่แหลงจายมีกระแสมาก จึงมีผลอยางมากตอการปรับคาความตานทาน ซ่ึงอาจทําใหความตานทาน
ของบางเอลิเมนตมีการปรับคามากเกินไป และเกิดการลูออกของคําตอบได ดังภาพประกอบ 1-4 
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(a)                                    (b)                                     (c)                                      (d)  

ภาพประกอบ 1.3 (a) แทงฉนวนทีจุ่ดศูนยกลางของถัง, (b) แทงโลหะที่จุดศูนยกลางของถัง, (c) ทั้ง
แทงฉนวนและแทงโลหะ และ (d) แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ใชในการจําลองและประมวลผล 

[2] 

 
ภาพประกอบ 1-4 ภาพตดัขวางที่สรางไดจากถังน้ําเกลือบรรจุทั้งแทงฉนวนและแทงตวันํา โดย

แสดงผลการคํานวณในการทําซ้ํารอบที่ 8, 16 และ 32  [2] 
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1.2.3 N. Polydorides and W.R.B. Lionheart, “A Matlab toolkit for three-dimentional 
electrical impedance tomography : a contribution to the Electrical Impedance and Diffuse 
Optical Reconstruction Software project,” Physiol. Meas., no. 13, pp. 1871–1883, 2002. [3] 

      วัตถุประสงคของโครงการ Electrical Impedance and Diffuse Optical Reconstruction 
Software (EIDORS) คือพัฒนาซอรฟแวรอิสระที่สามารถสรางภาพจากคุณสมบัติทางไฟฟา หรือ 
ทางแสง จากการวัดที่ขอบของตัวกลาง เนื่องจากภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาและภาพตัดขวาง
ทางแสง (optical tomography) เปนปญหาแบบไมเปนเชิงเสนและ ill–pose ดังนั้นสามารถแกไดดวย
การใชโมเดลของไฟไนตเอลิเมนต (finite element model) สําหรับการแกปญหาแบบฟอรเวิรด และ
วิธีเรกูลาไรเซชันแบบไมเปนเชิงเสน (regularized nonlinear) สําหรับการแกปญหาแบบอินเวอรส 
เพื่อใหระบบแกไดดวยรูปแบบเดียวกัน (unique) และมีเสถียรภาพ (stability) โปรแกรมไฟไนตเอลิ
เมนตสวนใหญที่มีขายไมเหมาะสําหรับแกปญหานี้เพราะวาดอยประสิทธิภาพในการคํานวณจาโค
เบียนเมทริกซ (jacobian matrix) และมีความบกพรองทางดานความถูกตองของโมเดลอิเล็กโทรด 
ในครั้งแรก Vauhkonen ไดปลอยแพจเกจสมบูรณแบบสําหรับปญหาการสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟาแบบ 2 มิติออกมา อยางไรก็ตามภาพที่ใชในทางอุตสาหกรรมหรือทางการแพทย
สวนใหญเปนแบบ 3 มิติ ดังนั้นบทความนี้จึงนําเสนอเครื่องมือ (toolkit) ที่ใชบนแมทแลป 
(MATLAB) ซึ่งสามารถแกปญหาการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาแบบ 3 มิติทั้งแบบฟอร
เวิรด และอินเวอรส ที่อยูบนพื้นฐานของโมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณ (complete electrode 
model) รวมทั้งแสดงการหาคาอนุพันธ (derivation) ของจาโคเบียนเมทริกซบนพื้นฐานของโมเดล
อิเล็กโทรดแบบสมบูรณ 

      ในการทดลอง จะใชโมเดลของไฟไนตเอลิเมนต สําหรับการแกปญหาแบบฟอรเวิรด 
และวิธีเรกูลาไรเซชันรวมกับอัลกอริธึมของนิวตัน (regularized Newton’s method) สําหรับการ
แกปญหาแบบอินเวอรส ขอจํากัดของซอฟตแวรในการสรางเมชคือในแตละชั้นของอิเล็กโทรด
จะตองมีจํานวนอิเล็กโทรดที่เทากันและมีคุณลักษณะของความสมมาตร (ในที่นี้หมายถึงรูปรางและ
พื้นที่สัมผัสของอิเล็กโทรดจะตองเทากัน) สําหรับสวนของการแกปญหาแบบฟอรเวิรด มีฟงกชัน
หลักที่เกี่ยวของในการประมวลผลคือเมทริกซระบบ (system matrix หรือ jacobian matrix) ซ่ึงใช
ในการคํานวณคาสนามไฟฟาภายในโมเดล  และมีฟงกชันตางๆที่ใชในการแกสมการเชน 
bld_master และ bld_master_full ใชหาคาเมทริกซระบบ, fem_master_full เปนตัวกระทําแบบฟอร-
เวิรด (forward operator) นอกจากนี้ยังมีฟงกชันอื่นๆที่เกี่ยวของเชน set_3d_current ใชกําหนด
รูปแบบของกระแสที่จายบนอิเล็กโทรดในชั้นเดียวกัน แต set_multi_current ใชสําหรับทุกชั้นของ
อิเล็กโทรด ฟงกชัน forward_solver ใชในการคํานวณแบบฟอรเวิรด ซ่ึงขึ้นอยูกับคาสภาพความนํา
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ไฟฟา และ jacobian_3d ใชคํานวณหาคาจาโคเบียนเมตริกซที่มีคาความนําไฟฟาเปนจํานวนจริง 
เปนตน เพื่อที่จะแกปญหาแบบอินเวอรส วิธีหนึ่งคือขจัดเทอมของอนุพันธอันดับสองที่เกิดจากการ
ขยายตัวของอนุกรมเทยเลอร (Taylor expansion), สรางจาโคเบียนของปญหาแบบอินเวอรสอยางมี
ประสิทธิภาพและใชอัลกอริธึมของนิวตัน–ราฟสัน (Newton-Rapson) แปลงกลับเปนปญหาแบบ 
well-posed อีกวิธีหนึ่งคืออาจจะพิจารณาความเปนเชิงเสนของการแกปญหาแบบอินเวอรส และ
นําเอาเรกูลาไรเซชันแบบ Tikhonov (Tikhonov regularization) มาแกปญหารวมกับอัลกอริธึมแบบ
นิวตัน–ราฟสัน หลักสําคัญสําหรับการแกปญหาแบบอินเวอรส คือความมีเสถียรภาพ (คาความ
ผิดพลาดเศษตกคางนอยที่สุด) 
 จุดประสงคของผูจัดทําเพื่อใหสามารถใชประโยชนจากซอฟตแวรในการสรางภาพการ
กระจายของสภาพความนําหรือความตานทานไฟฟาแบบสามมิติ แมวาในการใชงานจริงจะตองมี
การปรับคาพารามิเตอรหลายตัวเชน คาความผิดพลาดที่ยอมรับไดสําหรับตัวแกปญหาแบบฟอร
เวิรด และพารามิเตอรของเรกูลาไรเซชัน (regularization parameter) เปนตน นอกจากนี้ซอฟตแวร
ยังทําความเขาใจงายสําหรับคนที่มีพื้นฐานทางแมทแลป  แตมีขอจํากัดคือตองใชทรัพยากรในการ
คํานวณมากขึ้นอยูกับระบบ และเวลาในการแกปญหานาน  
 

1.2.4 A. Adler and W.R.B. Lionheart, “ Uses and abuses of EIDORS: an extensible 
software base for EIT ,” Physiol. Meas., no. 27, pp. 25–42, 2006. [4]  
 บทความนี้กลาวถึงสถาปตยกรรมของซอฟตแวร EIDORS (Electrical Impedance and 
Diffuse Optical Reconstruction Software) และความผิดพลาดที่อาจเกิดขึ้นไดจากการใชซอฟตแวร  
สถาปตยกรรมของซอฟตแวร EIDORS ประกอบดวย fwd_model (forward model), data, 
inv_model (inverse model) และ image โดยสวนที่ซับซอนที่สุดคือ fwd_model ซ่ึงถูกออกแบบให
แทนโมเดลของไฟไนตเอลิเมนต, ตําแหนงและคุณสมบัติของอิเล็กโทรด และรูปแบบของการ
กระตุน (จายกระแสและวัดแรงดัน) พรอมดวยฟงกชันที่ใชแกปญหาแบบฟอรเวิรด (การคํานวณหา
คาการกระจายของศักดาไฟฟาภายโมเดลจากคาแรงดันที่วัดไดบริเวณอิเล็กโทรด) สําหรับ data  
แทนจํานวนของขอมูลที่วัดหรือจําลองได สวน inv_model ประกอบดวยขอมูลที่จําเปนในการสราง
ภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาโดยแบงออกเปนสองชนิดคือแบบตางกันเปนสรางภาพจากขอมูล
ที่แตกตางกัน 2 ขอมูล และ แบบคงที่เปนสรางภาพจากขอมูลเดี่ยว สวน image ใชแสดงภาพของคา
อิมพีแดนซที่เปลี่ยนไป 
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 ความผิดพลาดที่อาจเกิดขึ้นไดจากการใชซอฟตแวร EIDORS ยกตัวอยางเชนการเปลี่ยนรูป
เปนแบบหนายินดี (happy transform) ดังภาพประกอบ 1-5 สมมติใหขอมูลการวัดที่ไดจากการ
จําลองโมเดลขนาด 2 มิติ ไดภาพคลายคลึงหนาเศรา แตภาพที่สรางขึ้นกลายเปนหนายินดี  

 
ภาพประกอบ 1-5 แสดงภาพความผิดพลาดแบบ happy transform [4] 

 
วิธีที่จะหลีกเลี่ยงความผิดพลาดที่อาจเกิดขึ้น คือ 1) ระวังการเลือกขนาดของสัญญาณรบกวน 2) 
ระวังการเลือกคาขอมูลกอนหนา (prior information) ซ่ึงเกี่ยวของกับเมตริกซของเรกูลาไรเซชัน 3) 
การเลือกคา prior ของขอบ (edge-based priors) โดยใชฟลเตอรที่ไวตอขอบ หรือที่เรียกวาฟลเตอร
แบบลาปลาเซียน (laplacian) และ 4) ความผิดพลาดของการสรางภาพจากแทงปริซึมจํานวนสาม
แทง (reconstruction of three fingers) ดังภาพประกอบ 1-6  แสดงภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา 
เปรียบเทียบกับภาพอางอิงที่ความสูงตางกัน 
 

 
 
ภาพประกอบ 1-6 (a)  ภาพตดัขวางของแทงปริซึมสามแทงในโมเดล (b) การสรางภาพของแทง
ปริซึมสามแทง จากซายไปขวา ภาพตัดขวางบนแกน z ที ่ 0.1, 0.83, 1.1, 1.72, 2.1, และ 2.63 
เซนติเมตร[4]  
      1.2.5  A. Adler, A. Borsic, N. Polydorides and W.R.B Lionheart, (2008, June). Simple 
FEMs aren't as good as we thought: experiences developing EIDORS v3.3, The University 
of Manchester. Manchester, England. [Online]. Available: http://eprints.ma.man.ac.uk/ 
1114/01/ covered/MIMS_ep2008_64.pdf [5] 

(a) 

(b) 
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 บทความนําเสนอหัวขอหลัก 3 หัวขอ ดังนี้ 
  1.2.5.1) คุณลักษณะใหมที่มีเพิ่มมาใน EIDORS เวอรชัน 3.3  

  • อินเตอรเฟส (interface) ของตัวสรางโมเดลไฟไนตเอลิเมนตซ่ึงไดแก dismesh  
และ Netgen     

  • รองรับการแกปญหาแบบโมเดลคู (dual model solver) โดยในสวนของการ 
แกปญหาแบบฟอรเวิรดจะสรางโมเดลที่มีจํานวนไฟไนตเอลิเมนตหนาแนนมาก (fine model) เพื่อ
ความถูกตองของขนาดและตําแหนงของวัตถุที่ตองการตรวจจับ (inhomogenous object) และสวน
ของการแกปญหาแบบอินเวอรสจะสรางโมเดลที่มีจํานวนเมช (mesh) หนาแนนนอย (coarse 
model) เพื่อใหการแกสมการมีความซับซอนนอยลง ระหวางการแกสมการจะมีการแมปโมเดลโดย
มีสมการดังนี้  

                                          f rP=σ σ                                                                       (1.1) 
          fσ  คือ เวกเตอรเอลิเมนตของคาสภาพความนําไฟฟา (conductivity) ของ fine model 
           rσ  คือ เวกเตอรเอลิเมนตของ coarse model 
            P  คือ โปรเจคชันเมทริกซ (projection matrix) จาก coarse ไปยงั fine model 

  • อัลกอริธึมใหม ไดแก total variation, ตวัแกปญหาที่เกิดจากการเคลือ่นไหว 
ของอิเล็กโทรด (electrode movement solver) และ temporal solver 

  • ขอมูลที่เก็บไดจากโมเดลตางๆจากคลินิกและการทดลอง (Data repository  
with several contributed models) 

  • อัลกอริธึมที่เร็วขึ้น (Faster algorithms) สําหรับการคํานวณของ Total  
Variation PDIPM, สําหรับจาโคเบียนมีการแคลชดีขึ้น และตัวแกปญหาแบบฟอรเวิรดซึ่งชวย
ประหยดัหนวยความจําถาตองการ 

  • กราฟฟกทีพ่ัฒนาขึ้นและหนวยความรู (tutorials) ที่ครอบคลุมมากขึ้น 

  1.2.5.2) การพิจารณาการใช dual model ในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา 
และสถาปตยกรรมที่รองรับ 

  • เมชที่สัมพันธกัน (corresponding meshes) หมายถึงโมเดลที่มีจํานวนเมชนอย 
บรรจุลงในโมเดลที่มีจํานวนเมชมากอยางสมบูรณ โดยไมกายกัน 

  • Nodal Solvers ซ่ึงหมายถึงพารามิเตอรการสรางภาพความนําไฟฟาในแตละจุด 
ตอ (nodes)  

  •  2D Solvers วิธีการคือฉายโมเดลแบบสามมิติที่มีจํานวนเมชมากตาม 
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แกน z ลงบนโมเดลการสรางภาพขนาด 2 มิติ เทคนิคนี้ใชกันอยางแพรหลายในการประยุกตใชทาง
กายภาพ (geophysical) 

  • Constraining Reconstruction Parameters ใชในกรณทีี่มีพารามิเตอรอยูนอกชั้น 
ของความนําไฟฟา (บริเวณที่มีความไวต่ํา)  

  • การแกปญหาของกริดทีม่ีพิกเซลแบบสี่เหล่ียม (Solving to a Square Pixel  
Grid)  

  1.2.5.3) ความถูกตองของโมเดลไฟไนตเอลิเมนท โดยทั่วไปจะพิจารณาความผิดพลาด
ของแรงดันระหวางโมเดลไฟไนตเอลิเมนท และหุน (phantom)  วิธีงายที่สุดคือการจําลองเปาหมาย
ที่เคลื่อนที่ (moving target) ในตัวกลาง วิธีที่เหมาะสมที่สุดในการจําลองเปาหมายที่เคลื่อนที่คือการ
สรางขอบของเปาหมายภายในโมเดลไฟไนตเอลิเมนท และสรางเมชใหมรอบๆซึ่งหมายถึงการ
เปลี่ยนแปลงระหวางตําแหนงของแตละเปาหมาย ไมเพียงแตเมชที่อยูใกลเปาหมาย แตยังรวมถึง 
โมเดลไฟไนตเอลิเมนท เนื่องจากการกระจายของการเปลี่ยนแปลงในเอลิเมนต โดยมีขอแนะนําวา
ถาเปนโมเดลไฟไนตเอลิเมนทแบบ 2 มิติควรมีเอลิเมนตอยางนอย 104 เอลิเมนต และโมเดลไฟไนต
เอลิเมนทแบบ 3 มิติควรมีเอลิเมนตอยางนอย 106 เอลิเมนต ดังภาพประกอบ 1-7 ดานซายมือคือ
โมเดลขนาดสามมิติที่สรางโดย Netgen ของการเคลื่อนที่ของลูกบอลในแทงกที่มี 16 อิเล็กโทรด 
131,640 เอลิเมนต ขวามือคือภาพที่สรางขึ้น เห็นไดชัดวาเกิดความผิดพลาดเนื่องจากจํานวนของเอลิ
เมนตที่ไมเพียงพอ  

 

 
ภาพประกอบ 1-7 ดานซายมอืคือโมเดลขนาดสามมิติที่สรางโดย Netgen ขวามือคือภาพที่สรางขึ้น

[5] 
 1.2.6 D.R. Stephenson, J.L. Davidson, W.R.B. Lionheart, B.D. Grieve and T.A. 
York, “Comparison of 3D Image Reconstruction Techniques using Real Electrical Impe- 
dance Measurement  Data,” In Proc: 4th World Congress on Industrial Process Tomogra- 
phy, Japan, 2005. [6] 
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       บทความไดนําเสนอการเปรียบเทียบผลของภาพความตานทานไฟฟาขนาดสามมิติที่ใช
ขอมูลจากการวัดคาแรงดันโดยการนําอัลกอริธึมที่นิยมใชในการสรางภาพมาเปรียบเทียบกันดังนี้ 
วิธีแบค-โปรเจคชันแบบเชิงเสน (Linear Back-Projection), วิธีแลนดเวเบอรแบบเชิงเสน (Linear 
Landweber), วิธีคอนจูเกตเกรเดียนทแบบเชิงเสน (Linear Conjugate Gradient) , วิธีเรกูลาไรเซชัน
รวมกับเกาส-นิวตันแบบเชิงเสน (Linear Regularised Gauss-Newton) และ วิธีเรกูลาไรเซชัน
รวมกับเกาส-นิวตันแบบไมเปนเชิงเสน (Non- Linear Regularised Gauss-Newton) โมเดลที่ใชเปน
แท็งกรูปทรงกระบอกเสนผาศูนยกลาง 61 เซนติเมตร สารละลายมีความนําไฟฟาประมาณ 0.1 ซี
เมนสตอเมตร ประกอบดวยอิเล็กโทรด 4 ช้ัน ช้ันละ16 อิเล็กโทรด และอิเล็กโทรดเปนแบบ
ส่ีเหล่ียมผืนผาขนาด 6 ตารางเซนติเมตร แตละชั้นของอิเล็กโทรดหางกัน 4 เซนติเมตร และเก็บ
ขอมูลโดยใชเครื่อง LCT2 (the University of Manchester/ Syngenta) ซ่ึงสามารถจายกระแสและวัด
แอมปลิจูด (amplitude) และมุมเฟส (phase angle) ของแรงดันบนอิเล็กโทรดไดสูงสุดถึง 64 
อิเล็กโทรด โดยจายกระแสแบบขั้วขางเคียงในชั้นเดียวกันและวัดขอมูลได 3,904 ขอมูล การคํานวณ
ในสวนปญหาแบบฟอรเวิรด และจาโคเบียนใชเครื่องมือ (toolkit)ของซอฟตแวร EIDORS-3D  การ
สุมโดเมน (สําหรับโมเดลไฟไนตเอลิเมนตทั้งฟอรเวิรดและอินเวอรส) โดยใชโปรแกรม Netgen 
เปนตัวสรางเมชแบบอัตโนมัติ และแสดงผลใน MayaVi ซ่ึงเปนแพจเกจที่แสดงผลทางวิทยาศาสตร
แบบเปดกวาง (open source) 
       ในการทดลอง วางวัตถุที่เปนแทงทั้งแบบโลหะ (สวาง) และพลาสติก (มืด) ดัง
ภาพประกอบ 1-8   

           
(a)                                                                       (b) 

ภาพประกอบ 1-8 ตําแหนงของวัตถุในโมเดลรูปทรงกระบอก (a) ภาพสามมิติมองจากดานหนา,  (b) 
มองจากดานบน[6] 
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ผลการทดลองแสดงดังภาพประกอบ 1-9(a) พบวาวิธีแบค-โปรเจคชันแบบเชิงเสนไม
สามารถระบุขอบของวัตถุและทําใหตําแหนงของวัตถุเล่ือนไปยังขอบของโมเดล แมวาจะยังคงใช
กันอยางแพรหลาย ภาพประกอบ 1-9(b) แสดงผลการสรางภาพจากวิธีแลนดเวเบอรรอบที่ 5 ซ่ึงมีคา 
การผอนปรน (relaxation) อยูที่ 1×10-6 จะเห็นวาผลที่ไดคลายกับวิธีแบค-โปรเจคชันแบบเชิงเสน 
แตเสนผาศูนยกลางของพลาสติกมีคามากเกินไปเมื่อเปรียบเทียบกับอัลกอริธึมตัวอ่ืน สําหรับวิธีเรกู
ลาไรเซชันรวมกับเกาส-นิวตันแบบเชิงเสนที่มีคาไฮเปอรพารามิเตอรเทากับ 1×10-6 และเมทริกซ
ของเรกูลาไรเซชันเปนตัวกระทําอันดับหนึ่งบนจุดตอของเมชในไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใหภาพเรียบ
ขึ้น จากภาพประกอบ 1-9(c) พบวาการกระจายของตัวนําไฟฟาที่ถูกสรางขึ้นมีความชัดเจนกวาเมื่อ
เปรียบเทียบกับสองวิธีแรก แตยังคงเกินกวาความเปนจริง ภาพประกอบ 1-9(d) พบวาสามารถลด
จํานวนวัตถุที่ถูกสรางขึ้นจากวิธีเรกูลาไรเซชันรวมกับเกาส-นิวตันแบบไมเปนเชิงเสน อยางไรก็
ตามเมื่อเปรียบเทียบกับภาพประกอบ 1-9(e) ขอจํากัดก็คือความคมชัดของการสรางภาพการกระจาย
ของสภาพความนําไฟฟาพรอมการใชคาเงื่อนไขกอนหนา ความสําเร็จของอัลกอริธึมคอนจูเกตเกร
เดียนทแบบเชิงเสนในการสรางภาพคือ ผลของวิธีเรกูลาไรเซชันรวมกับการทําซ้ํา และไมไดใชคา 
เงื่อนไขกอนหนากับการกระจายตัวของเปาหมายที่ไมราบเรียบ ผลที่นาสนใจดังแสดงดัง
ภาพประกอบ 1-9(f) ซ่ึงเปนการสรางภาพจากคอนจูเกตเกรเดียนทแบบเชิงเสนที่ถูกประยุกตใชกับ
วิธีวัดแบบสองมิติ (2D measurement strategy) การจายกระแสและวัดแรงดันถูกจํากัดใหทํากับ
อิเล็กโทรดในชั้นเดียวกัน ทําใหวัดแรงดันไดทั้งหมด 416 คา 
 

 
 

 
ภาพประกอบ 1-9 แสดงภาพการแพรกระจายคาความนําไฟฟาภายในโมเดลสําหรับ (a) Linear 
Back-Projection, (b) Linear Landweber, (c) ) Linear Regularised Gauss-Newton, (d ) Non- 
Linear Regularised Gauss-Newton, (e) Linear Conjugate Gradient และ (f) linear conjugate 

gradients ใชการวัดแบบสองมิติ [6] 
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       ผลที่นําเสนอในบทความนี้เปนการเลือกผลจากการเปรียบเทียบอัลกอริธึมกับการจัด
วางวัตถุที่แตกตางกันและกลยุทธในการวัด ตารางที่ 1-1 แสดงภาพรวมของงานที่มีการเปรียบเทียบ
อัลกอริธึม โดยความสามารถในการสรางภาพการแพรกระจายของเปาหมาย หมายเลข 1 แสดงวา
ผลดีที่สุดและ หมายเลข 5 แสดงวาผลไมดีที่สุด พบวาทั้ง วิธีเรกูลาไรเซชันรวมกับเกาส-นิวตันแบบ
ไมเปนเชิงเสน และวิธีคอนจูเกตเกรเดียนทแบบเชิงเสนยังคงใหผลที่ดี อยางไรก็ตาม วิธีคอนจูเกต
เกรเดียนทแบบเชิงเสนยังคงใหผลที่ดีกวาในกรณีที่มีวัตถุหลายตัว โดยดูจากความคมชัดของการ
กระจายของคาความนําไฟฟา   
 

 
ตารางที่ 1-1  ภาพรวมของผลงานของอัลกอริธึมที่ใชสรางภาพโดยการจัดวางวัตถุหลายแบบ [6] 
  

      นอกจากนี้ยังไดนําเสนอวิธีการวัด ในการทดลองกอนหนานี้เปนการวัดแบบขั้ว
ขางเคียง (adjacent strategy) และวัดแรงดันในแนวนอนเทานั้น โดยมีขอแนะนําที่สําคัญวาควรวัด
ทั้งแนวนอนและแนวตั้ง 

 
1.2.7 B.M. Graham and A. Adler, “ Objective selection of hyperparameter for EIT ,” Phy- 
siol. Meas., no. 27, pp. 65–79, 2006. [7] 
       บทความกลาวถึงการเลือกคาไฮเปอรพารามิเตอร (hyperparameter) สําหรับขั้นตอนวิธี 
(algorithm) ที่ใชในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่เปนเชิงเสนแบบไมทําซ้ํา โดย
ไฮเปอรพารามิเตอรเปนตัวควบคุมการแลกเปลี่ยนระหวางการแกปญหาที่สอดคลองกับขอมูลจาก
การวัดและขอมูลกอนหนา แทนดวยสัญลักษณ λ  บทความนี้นําเสนอการหาคาและเปรียบเทียบวิธี
เลือกคาไฮเปอรพารามิเตอรที่แตกตางกัน 5 วิธี โดยวิธีที่นําเสนอเรียกวา ‘BestRes’ (Best 
Resolution) และเปรียบเทียบผลกับวิธีที่มีอยูแลว ไดแก 1) การเลือกโดยแปรผันคาไฮเปอร
พารามิเตอร (heuristic selection), 2) L-curve, 3) generalized cross-validation (GCV) และ 4) Fixed 
noise figure (NF) 
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      1.2.5.1 การเลือกโดยแปรผันคาไฮเปอรพารามิเตอร เปนการสรางภาพโดยแปรผันคา
ไฮเปอรพารามิเตอรเปนชวงกวาง จากนั้นเลือกภาพที่ดีที่สุด ซ่ึงมีขอเสียตรงที่การตัดสินใจของแต
ละคนอาจไมตรงกัน และเมื่อผานไปนานๆ เมื่อนํากลับมาทําใหมคาที่เลือกอาจไมใชคาเดิม 

      1.2.5.2 L-curve ทําโดยพลอตคา semi-norm ของการแกปญหาดวยวิธีเรกูลาไรเซชันซึ่ง
มีคาเทากับ 10 ˆlog Rx  เทียบกับนอรม (norm) ของเวกเตอรเศษตกคางที่สัมพันธกัน (corresponding 
residual) มีคาเทากับ 10 ˆlog Hx z−  โดย R คือ เมตริกซของเรกูลาไรเซชัน x̂ คือคาประมาณของ
การเปลี่ยนแปลงสภาพความนําไฟฟาที่เกิดขึ้นจริง H คือจาโคเบียนเมตริกซ และ z คือความ
เปลี่ยนแปลงของสัญญาณที่วัดไดในชวงเวลาหนึ่ง มีคาเทากับ ( )2 1 1v v v− โดย 1v คือสัญญาณที่วัด
ไดที่เวลา 1t  มักใชเปนกรอบอางอิง (reference frame) และ 2v  คือสัญญาณที่วัดไดที่เวลา 2t  ใชเปน
กรอบขอมูล (data frame) ผลของการพล็อตแสดงดังภาพประกอบ 1-10(a) ซ่ึงมีรูปรางเปนรูปตัว “ L 
” และคาที่ดีที่สุดของไฮเปอรพารามิเตอรอยูที่จุดบนสวนที่โคงที่สุด ซ่ึงเรียกวา LCλ  ขอเสียของวิธี
นี้คือในบางกรณีอาจจะไมเกิดโคงตัว “ L ” ดังภาพประกอบ 1-10(b) 

   
(a)                                                                                 (b) 

ภาพประกอบ 1-10 ตัวอยางการสรางโคงตัว “L” (L-curves) จากขอมูลของโมเดลแบบสองมิติ โดยมี
เมชจํานวน 576 เอลิเมนต (a) ใชเรกูลาไรเซชันเมตริกซแบบ tikhonov (RTik prior), (b) ใชเรกูลาไร
เซชันเมตริกซที่มีคาเทากับ ( )diag H  แทนดวยสัญลักษณ diagR ปรากฎวาไมสามารถชี้คาที่มุม [7] 

 
      1.2.5.3 generalized cross-validation (GCV) มีหลักสําคัญคือถาขอมูลของเอลิเมนตบาง

ตัวถูกกําจัดออกไปแลว การแกปญหาดวยวิธีเรกูลาไรเซชันควรจะทํานายขอมูลของเอลิเมนตที่
หายไป ขอดีก็คือไมตองมีขอมูลกอนหนาที่เกี่ยวกับความผิดพลาดของนอรม ดังสมการที่ (1.2) 
อยางไรก็ตามวิธีการนี้ก็มีขอเสียคือสามารถทําภายใตการแกปญหาดวยวิธีเรกูลาไรเซชันเทานั้น 

( )
( )

2

2

ˆHx z
GCV

trace I HB
λ

−
=

−
                                                           (1.2) 
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H  คือจาโคเบียนเมตริกซ,  x̂ คือคาประมาณของการกระจายของความนําไฟฟาตามจริง, z  คือคา 

แรงดันที่เปลี่ยนไป , I คือเมทริกซเอกลักษณ (Identity Matrix) และ ( ) 1T TB H WH R H Wλ
−

= +

โดย W คือสัญญาณรบกวนของระบบ, λ  คือคาไฮเปอรพารามิเตอรและ R คือเรกูลาไรเซชันเมท-
ริกซ  
       1.2.5.4 วิธี Fixed noise figure (NF) เปนการคํานวณรูปรางของสัญญาณรบกวน     
(noise figure) โดย NF คืออัตราสวนของอัตราสวนสัญญาณตอสัญญาณรบกวน (signal-to-noise 

ratio: SNR) ในการวัดตอ SNR ในภาพ 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]var var

c cin

out

mean z mean BzSNRNF
SNR n Bn

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                     ( 1.3) 

 
สัญญาณที่ใชคือ c cz Hx=  โดย cx  คือความคมชัดต่ําบริเวณตรงกลางของตัวกลาง ผูใชสามารถ
เลือกคา NF  และ λ ที่สัมพันธกันโดยใชเทคนิคการแบงครึ่งชวง (bisection) ปกติจะมีคา 1NF =

แทนดวยสัญลักษณ 1NFλ =  ถากราฟของ log( NF ) เทียบกับ log(λ ) มีรูปรางคลายเสนตรงแสดงวา
การแกปญหาจะดีดวย 

      1.2.5.5 วิธีการของ BestRes  ดังภาพประกอบ 1-11 เปนการแนะนําแผนการเลือกคา 
ไฮเปอรพารามิเตอร ดังนี้ 

    • ภาพที่มกีารเปลี่ยนแปลงทันทีทันใด (Image an impulse contrast) สามารถ 
แยกออกได 2 วิธีคือ 

1) การเก็บขอมูลจริงโดยเก็บขอมูลจากตัวกลางที่เปนเอกพนัธ (homoge- 
neous) จากนัน้เก็บขอมูลโดยวางหุนทางกายภาพ (physical phantom) บริเวณกึ่งกลางระหวางจุด
ศูนยกลางกับขอบของตัวกลาง (r/2)  

2) โดยการจําลองขอมูล จากตัวกลางที่เปนเอกพันธ จากนั้นเก็บขอมูลโดย 
เปลี่ยนคาความนําไฟฟาของเอลิเมนตเดีย่วที่ตําแหนง r/2 

    • การสรางภาพดวยฟงกชันของคาไฮเปอรพารามิเตอรและพลอตโคงความละ-  
เอียด (resolution curve) ที่สัมพันธกัน 

    • หาคา ReBest sλ  โดยดูจากจุดที่มีคาความละเอียด (resolution) สูงที่สุด และคา  
BR (blur radius) ต่ําที่สุด  
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ภาพประกอบ 1-11 เปรียบเทียบคาไฮเปอรพารามิเตอรที่เลือกจากวิธีตางๆ (a) L-curve และ (b) โคง

ความละเอียดโดยจุดทีไ่มไดระบุคือการเลือกแบบ heuristic [7] 
 
       การทดลองแบงออกเปน 3 กรณี โดยการจําลองขึ้นมา และการทดลองวัดจริง และ
เปรียบเทียบผลจากคา blur radius (BR) สรุปไดดังนี้ 

1) การเลือกโดยแปรผันคาไฮเปอรพารามิเตอร เนื่องจากเกิดความขัดแยงระหวาง 
ผูเชี่ยวชาญกับการไมทําซ้ํา ซ่ึงเปนไปไมไดที่ผูเชี่ยวชาญจะเลือกไฮเปอรพารามิเตอรที่ชอบมากกวา
เพียงคาเดียว ในทางตรงขามอาจเลือกจากขอบเขตของไฮเปอรพารามิเตอรซ่ึงการสรางภาพอาจ
มองเห็นความแตกตางไดยาก 

2) วิธี GCV ไมนาเชื่อถือสําหรับอัลกอริธึมที่ใชในการทดลอง 
3) L-curve จะดีเมื่อคาไฮเปอรพรารามิเตอรต่ํากวาวิธี Fixed NF และ BestRes  

แตโดยทั่วไปยังไมดีพอสําหรับการประยุกตใชทางดานภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา 
4) สําหรับ 1NF = วิธี Fixed NF คํานวณไฮเปอรพารามิเตอรอยูที่จุดต่ําสุดของ 

โคงความละเอียด ถาสัญญาณรบกวนมีคานอย ไฮเปอรพารามิเตอรจะมีคาใกลเคียงกับ BestRes

มาก แตถาเพิ่ม AWGN (additive white Gaussian noise) ลงไปในการจําลองขอมูล พบวา ReBest sλ มี
คาเพิ่มขึ้น แต 1NFλ = มีคาเทาเดิม 

5) ReBest sλ ใหคาที่ดีที่สุดในเทอมของ BR 
 

1.2.8 B.M. Graham and A.Adler, “A Nodal Jacobian Inverse solver for Reduced Complexity 
EIT Reconstruction,” International Journal for Information & Systems Sciences, Special 
Issue on Computational Aspect of Soft Field Tomography, Volume 2, Number 4 , 2006. [8] 
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       อัลกอริธึมสวนใหญในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาใชโมเดลที่มีสภาพ
ความนําไฟฟาคงที่ซ่ึงพิจารณาคาคงที่บนเอลิเมนต เนื่องจากตองการจํานวนของเอลิเมนตและการ
วัดขอมูลปริมาณมากเพื่อใชสรางภาพสามมิติ ทําใหเกิดปญหาหลายๆประการ ยกตัวอยางเชน ความ
ไมเพียงพอของทรัพยากรที่มีอยู (computation resource) นอกจากนี้การสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟายังมีความซับซอนดานความถูกตองของรูปทรงเลขาคณิต,โครงสรางของเงื่อนไข
กอนหนา และ ความตองการในการพัฒนาคาความละเอียด (resolution) บทความนี้นําเสนอ
อัลกอริธึมแบบ Nodal Jacobian และวิธีแกสมการซึ่งชวยลดเวลาและหนวยความจําที่ใชในการ
คํานวณในการสรางภาพ เพื่อที่จะใหการสรางภาพมีประสิทธิภาพ การดึงและแสดงผลขอมูลที่ถูก
เก็บในรูปแบบของจุดตอ (nodes) เร็วกวาขอมูลที่ถูกเก็บในรูปแบบของเอลิเมนต นอกจากนั้นการ
แกปญหาแบบจุดตอยังเปนกระบวนการที่งายเพราะใชพิกเซลที่มีอัลกอริธึมแบบฟลเตอรคลายกับ
การประมวลผลภาพ (image processing)  
       โครงสรางของ Nodal Jacobian ถูกพัฒนาจากโมเดลไฟไนตเอลิเมนต (nodal finite 
element) สําหรับ EIDORS3D คํานวณคา Elemental Jacobian โดยใชอัลกอริธึม NSHI  (nullspace 
scaled hybrid isotropic) และตองอาศัยองคประกอบที่คํานวณไดจากเมตริกซระบบของเอลิเมนต 
เพื่อที่จะคงความเร็วในการคํานวณ เราสามารถดัดแปลงอัลกอริธึมดานโครงสรางของเมตริกซ
ระบบแบบ nodal ใน EIDORS2D ไปเปนโครงสรางของ Nodal Jacobian ซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ 
HN, จาก Elemental Jacobian แทนดวยสัญลักษณ HE ดังนี้ 

a) d = 3 สําหรับสามเหลี่ยม (triangles) หรือ d = 4 สําหรับทรงสามเหลี่ยม (tetra-  
hedrons) 

b)  สําหรับแตละโหนด (n) ในเมช 
c)  elems เปนรายละเอียดของเอลิเมนตซ่ึงประกอบดวยโหนด n 
d)  :, :,

1N E
n i

i elems
H Hd

∈

= ∑ โดย :,
E
iH  หมายถึงคอลัมนที่ i ของเมทริกซ H  

e)  เสร็จสิ้นสําหรับแตละโหนด  
       ปริมาณที่ใชตรวจสอบความถูกตองของภาพที่สรางไดแก ความละเอียด (resolution) 
โดยกําหนดในรูปแบบของคา BR, พลังงานของภาพ (image energy), อัตราสวนของสัญญาณตอ
สัญญาณรบกวน (SNR) เพื่อจะทดสอบประสิทธิภาพของอัลกอริธึม ไดทําการทดลองดังนี้ 

1) ตรวจสอบประสิทธิภาพของอัลกอริธึมใหม (Nodal Jacobian) โดยเปรียบ 
เทียบกับอัลกอริธึมเดิม (Elemental Jacobian) สําหรับการสรางภาพแบบ 2 มิติ ซ่ึงใชขอมูลที่เก็บได
จากระนาบเดี่ยวของอิเล็กโทรดที่อยูตรงกลางแท็งก โดยแท็งกมีเสนผาศูนยกลาง 29 เซนติเมตรและ
สูง 29 เซนติเมตร และวางฉนวนทรงกลมขนาด 2 เซนติเมตรที่ตําแหนง r/2 เก็บขอมูลโดยใชเครื่อง 
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Goe-MF II ซ่ึงจายกระแสและวัดแรงดันแบบขั้วขางเคียง จากนั้นสรางภาพโดยใชเรกูลาไรเซชัน
เมตริกซดังนี้ TikR (Tikhonov Regularization matrix), diagR ( T

diagR H H= )), HPFR (Gaussian 
highpass filter) และ LapR (Laplacian mask filter) พบวาอัลกอริธึมแบบ nodal ผลิตสัญญาณที่จุด
ยอดสูงกวาแบบ elemental และ diagR ใหคาความละเอียด (resolution) และ อัตราสวนของสัญญาณ
ตอสัญญาณรบกวน (SNR) ดีที่สุดทั้งอัลกอริธึมเดิมและอัลกอริธึมใหม สรุปไดวาอัลกอริธึมแบบ
ใหมสรางภาพไดดีพอๆกับแบบเดิม ในเทอมของความละเอียดและอัตราสวนของสัญญาณตอ
สัญญาณรบกวน แตดีกวาในเรื่องของการลดหนวยความจําและความเร็วในการแกปญหา 

2) ตรวจสอบวิธีเลือกคาไฮเปอรพารามิเตอรแบบ 2 มิติ ที่เรียกวา BestRes สํา-  
หรับการสรางภาพแบบ 3 มิติ โดยหาคาไฮเปอรพารามิเตอรตามของตําแหนงตามแนวรัศมีบริเวณ
กึ่งกลางระนาบ จากภาพประกอบ 1-12 พบวาโคงของ diagR จะเสถียรเมื่อ impulse contrast อยูใน 
ชวง 20-75% ของรัศมีจากจดุศูนยกลาง, TikR  มีชวงใชงานระหวาง 30-65% จากขอบ และ LapR  จะ
เสถียรในชวง 10-75% นอกจากนี้ Graham และ Adler ยังไดแนะนําใหคํานวณคา ReBest sλ  สําหรับ 
contrast ที่ตําแหนง r/2 ในกรณี 2 มิติ สําหรับกรณี 3 มิติ ให contrast อยูระหวางระนาบของอิเล็ก 
โทรด สวนของ HPFR จะมีลักษณะคลายกับ TikR  

 
ภาพประกอบ 1-12 คาความละเอยีดและตําแหนงตามแนวรศัมีของ TikR , diagR  และ LapR  [8] 

 
3) กําหนดปริมาณที่ใชวัดประสิทธิภาพของอัลกอริธึมของ nodal แบบ 3 มิติ โดย 

ใช TikR , diagR , HPFR  และ LapR  กับการจําลองขอมูลจํานวน 2 ชุด ที่สรางจากการเคลื่อนที่ของ 
impulse contrast ตามแนวแกนตั้ง 28 จุดบนแตละชั้นของเอลิเมนต และโมเดลไฟไนตเอลิเมนต
ประกอบดวย 21504 เอลิเมนต และ 4205 โหนด  ขอมูลชุดที่หนึ่ง impulse contrast ตั้งอยูที่จุด
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ศูนยกลาง (r = 0) ขอมูลชุดที่สอง impulse contrast ตั้งอยูระหวางจุดศูนยกลางและขอบของวัตถุ 
(r/2) จากภาพประกอบ 1-13 พบวา ภาพที่สรางดวย TikR  มีคุณภาพดอยกวาเมื่อเปรียบเทียบในดาน
พลังงานของภาพ ขณะที่ diagR  ใหผลลัพธที่ดีที่สุดในดานความละเอียด ภาพประกอบ 1-13(a) แสดง
ใหเห็นวาความละเอียดที่ดีที่สุดสําหรับแตละ R  เกิดขึ้นเมื่อวัตถุวางใกลกับระนาบของอิเล็กโทรด 
และแยที่สุด เมื่อวัตถุอยูระหวางระนาบอิเล็กโทรด คาดวาเปนเพราะความละเอียดและความไวจะ
ลดลงตามตําแหนงที่ไกลจากอิเล็กโทรดตัวจายกระแสหรือวัดแรงดัน ความผิดพลาดของตําแหนง
ในแนวรัศมี (radial position error) ภาพประกอบ 1-13(b) มีคานอยที่สุดเมื่อ contrast วางที่ตําแหนง
จุดศูนยกลางของแท็งก อยางไรก็ตามความผิดพลาดของตําแหนงก็ยังถือวาเล็กนอย ความผิดพลาด
ดานความสูงเปนเรื่องปกติสําหรับทุก R  ดังภาพประกอบ 1-13(c) ความผิดพลาดของตําแหนง 
(position error) หมายถึงความผิดพราดทั้งในแนวรัศมีและแนวตั้ง รวมท้ังยังบงบอกถึงความไม
สมมาตรในแนวตั้ง ตามภาพประกอบ 1-13(d) จากภาพประกอบ 1-13(e) แสดงความเปลี่ยนแปลง
พลังงานของภาพตามฟงกชันของความสูงของเปาหมาย พบวา diagR  และ LapR ใหคาพลังงานของ
ภาพมากที่ สุด  แตความเปลี่ยนแปลงสวนใหญขึ้นอยูกับตําแหนงทางแนวตั้งของเปาหมาย 
ภาพประกอบ 1-13(f) แสดงอัตราสวนของสัญญาณตอสัญญาณรบกวนของภาพ 
       อยางไรก็ตามไมสามารถเปรียบเทียบผลระหวางอัลกอริธึมแบบเดิมกับแบบใหมได 
เนื่องจากเอลิเมนตมีจํานวนมาก ไมสามารถแกปญหาดวยอัลกอริธึมแบบเดิม ประโยชนของ
อัลกอริธึมแบบใหมคือชวยลดขนาดของระบบสมการเชิงเสนที่ใชแกปญหา และชวยพัฒนาในดาน
การดึงขอมูลและความเร็วทําใหสามารถแสดงภาพตัดขวางหลายๆภาพในเวลาจริงได (real time) 
นอกจากนี้จากปริมาณที่ใชวัดประสิทธิภาพของอัลกอริธึมทั้งหมด diagR  ใหผลลัพธที่ดีที่สุด 
สวน LapR ใหผลลัพธที่แยที่สุด และไมมีงานที่สมบูรณแบบสําหรับบทความนี้ที่เกี่ยวกับผลกระทบ
ระหวางระนาบของอิเล็กโทรด ในดานประสิทธิภาพของภาพที่สราง 
 



22 
 

 
 

ภาพประกอบ 1-13 คุณลักษณะทีว่ัดไดสําหรับการสรางภาพแบบ 3 มติิ ของชุดขอมูลที่ไดจากการ
จําลองขอมูลสองชุด โดยระนาบของอิเล็กโทรดวางที่ตําแหนง 8.5 และ 19.5 เซนติเมตร [8] 
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1.3 วัตถุประสงค 
เพื่อศึกษาและพัฒนาอัลกอริทึมที่ใชสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา ( Electri – 

cal Impedance Tomography ) สําหรับเตานม 
 
1.4. ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 
 ไดอัลกอริธึมที่สามารถสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาไดและสามารถนําไปพัฒนา
ตอเพื่อใหมีประสิทธิภาพดยีิง่ขึ้น 
 
1.5 วิธีดําเนินการวิจัย 
 1.5.1 ศึกษาผลงานวิจยัที่ผานมา 
 1.5.2 ศึกษาและคนควารายละเอียดที่เกีย่วของกับโครงการวิจัย 

1.5.2.1 ศึกษาพื้นฐานของ bioimpedance 
1.5.2.2 ศึกษาวิธีการแกปญหาแบบ forward  
1.5.2.3 ศึกษาวิธีการแกปญหาแบบ inverse 
1.5.2.4 ศึกษาอัลกอริธึมที่ใชในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา 

 1.5.3 ศึกษาการสรางภาพจากซอฟตแวร EIDORS ( Electrical Impedance and Diffuse 
Optical Reconstruction Software ) 
  1.5.3.1 ศึกษาอัลกอริธึมที่เกี่ยวของจาก  http://eidors3d.sourceforge.net/ 
tutorial/tutorial.shtml 
  1.5.3.2 ศึกษาตัวอยางที่มใีนซอฟตแวร EIDORS 
  1.5.3.3 การจําลองโมเดลทั้งแบบเอกพนัธ (homogeneous) และไมเอกพันธ 
(inhomogeneous)  
  1.5.3.4 สรางภาพการกระจายสภาพความนําไฟฟาดวยวธีิเรกูลาไรเซชัน  
  1.5.3.5 สรางภาพโดยการใชอัลกอริธึมหลายชนิด และเลอืกใชชนิดทีด่ทีี่สุด 
 1.5.4 จัดทํารายงานฉบับสมบูรณ  
 
1.6 ขอบเขตของการวิจัย 

1.6.1 สรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจากการจําลองโมเดล 
1.6.2 โมเดลมีอิเล็กโทรด (electrode) ไมนอยกวา 16 อิเล็กโทรด 
1.6.3 สามารถตรวจจับวัตถุที่มีขนาด 2.5– 5 เซนติเมตรได 



บทที่ 2 
ทฤษฎีและหลักการ 

 
การสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาเปนเทคนิคการสรางภาพซึ่งคํานวณการกระจาย

สภาพความนําไฟฟาภายในโมเดล จากการวัดแรงดันไฟฟาบริเวณอิเล็กโทรดท่ีสัมผัสกับผิวหนัง
หรือกับสารละลายไอออนภายในโมเดล ระบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา
ประกอบดวยการเก็บขอมูลและการสรางภาพ การเก็บขอมูลหมายถึงการจายกระแสบนอิเล็กโทรด
คูหนึ่งแลวทําการวัดแรงดันบนอิเล็กโทรดคูที่เหลือ กระบวนการจะทําซ้ําจนกวาจะจายกระแสครบ
ทุกคูของอิเล็กโทรด แลวนําขอมูลนั้นมาเก็บในคอมพิวเตอร จากนั้นนําคาที่ไดไปคํานวณหาคาการ
กระจายแรงดันไฟฟาภายในโมเดลเรียกกระบวนการนี้วาการแกปญหาแบบฟอรเวิรด โดยทดลอง
ภายใตโมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณ (complete electrode model) ซึ่งหมายถึงมีความตานทาน
สัมผัสเกิดขึ้นระหวางผิวหนังหรือสารละลายกับอิเล็กโทรด วิธีที่นิยมใชคือระเบียบวิธีการไฟไนตเอ
ลิเมนต เนื่องจากมีความยืดหยุนกับปญหาที่มีรูปรางลักษณะซับซอน ดังนั้นคาผลเฉลยโดยประมาณ
ที่จะคํานวณออกมาไดจะมีความแมนยํามากขึ้น ตอมานําคาแรงดันไฟฟาภายในที่คํานวณไดมาแก
หาคาการกระจายของอิมพีแดนซภายในโมเดล เรียกขั้นตอนนี้วาการแกปญหาแบบอินเวอรส 
เนื่องจากสมการที่ใชในการคํานวณคาการกระจายของอิมพีแดนซภายในตัวกลางเปนสมการเชงิเสน
ที่มีโมเดลทางคณิตศาสตรคือ =Ax b โดยปกติถาตองการแกหาคา x  ทําไดโดยการอินเวอรสเม-
ตริกซ A  แตเนื่องจาก A  เปนซิงกูลารเมตริกซ (singular matrix) จึงไมสามารถหาอินเวอรสของ
เมตริกซได ดังนั้นจึงใชวิธีเรกูลาไรเซชัน (regularization) เพื่อทําให A  เปนนอน-ซิงกูลารเมตริกซ 
(non-singular matrix) และสามารถหาคา x  ได สุดทายประมาณคาอิมพีแดนซดวยอัลกอริธึมของ
เกาส–นิวตันแบบรอบเดียว 
  ในบทนี้กลาวถึงหัวขอหลักๆ 4 หัวขอคือ 1) พื้นฐานของระบบการสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟา 2) การแกปญหาแบบ forward โดยใชวิธีการไฟไนตเอลิเมนต เร่ิมจากการสราง
สมการของแตละเอลิเมนต จากนั้นรวมสมการของทุกๆเอลิเมนตเรียกวาระบบสมการ (system 
equation) และกําหนดเงื่อนไขขอบเขต ตอมาหาฟงกชันการประมาณคาภายในแบบเชิงเสน (linear 
interpolation function) แลวสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตโดยวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง สุดทาย
แกสมการหาคาการกระจายของแรงดันไฟฟาภายในโมเดล  3) การแกปญหาแบบ inverse โดย
กลาวถึงวิธีหาคาจาโคเบียนเมตริกซ (jacobian matrix), วิธีเรกูลาไรเซชันแบบ tikhonov และ 
laplacian รวมทั้งหลักการประมาณคาดวยอัลกอริทึมของเกาส–นิวตัน 4) อธิบายโครงสรางของ
ซอฟตแวรที่ใชงานรวมทั้งซอฟตแวรที่เกี่ยวของ 
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2.1 บทนํา[9] 
 พื้นฐานของระบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา ประกอบดวยการเก็บขอมูล  
(data collection) และการสรางภาพ (reconstruction) มีรายละเอียดดังนี ้
 2.1.1 การเก็บขอมูล   

        โดยทั่วไประบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจะวางอิเล็กโทรดใหสัมผัส
กับผิวหนังหรือภายในขอบของตัวกลาง (medium) ที่จะสรางภาพ โดยลักษณะการวางอิเล็กโทรด
เปนแบบอารเรย (array) ดังภาพประกอบ 2-1 คือจุดรอบๆตัวกลาง จากนั้นจายกระแสที่อิเล็กโทรดคู
หนึ่ง และวัดแรงดันบนอิเล็กโทรดคูที่เหลือ ทําอยางนี้เร่ือยไปจนจะกระแสครบทุกคูอิเล็กโทรด นํา
ขอมูลที่วัดไดผานวงจรขยาย (amplifier) เพื่อขยายสัญญาณ ไปยังตัวควบคุมของขอมูลที่วัดได 
สุดทายนําขอมูลที่ไดไปเก็บไวในคอมพิวเตอรเพื่อประมวลผลหาคาอิมพีแดนซตอไป 

 

 
 

ภาพประกอบที่ 2-1 ระบบเกบ็ขอมูลแบบ 16 อิเล็กโทรด โดยจายกระแสและวัดแรงดนั[9]  
 
        สําหรับการจายกระแสและวัดแรงดันมีหลายวิธี ยกตัวอยางเชน การจายกระแสแบบ

ขั้วขางเคียง (adjacent drive pattern) โดยจายกระแสที่อิเล็กโทรดคูหนึ่งที่อยูขางกัน และวัดแรงดัน
บนอิเล็กโทรดคูที่เหลือ ดังภาพประกอบที่ 2-2(a) จายกระแสบนคูอิเล็กโทรด (1,2) และวัดความตาง
ของแรงดันบนคูอิเล็กโทรด (3,4), (4,5) จนถึง (15,16) จะไมวัดแรงดันบนคูอิเล็กโทรด (16,1), (1,2) 
หรือ(2,3) จากนั้นเลื่อนการจายกระแสไปที่คูอิเล็กโทรด (2,3) และวัดความตางของแรงดันบนคู
อิเล็กโทรด (4,5), (5,6) จนถึง (16,1) ดังภาพประกอบที่ 2-2(b) กระบวนการนี้จะทําซ้ําไปเรื่อยๆ 
จนกระทั่งกระแสถูกจายครบทุกคูอิเล็กโทรดรวม 16 คู แรงดันที่วัดไดทั้งหมดเรียกวาเฟรมของ
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ขอมูล (frame of data) และมีจํานวนเทากับ 208 (16×13) ขอมูล โดยทั่วไปขอมูลจะถูกจัดเรียงตาม
คอลัมนของเวกเตอร (column vector) ที่มีความยาวเทากับ 208 

        นอกจากนี้ยังตองใชวิธีการประมาณคาเชิงเลขหาคาสนามแรงดันไฟฟาภายในตัวกลาง
ที่มีแบบจําลองทางคณิตศาสตรเขียนในรูปของสมการ ( , )F σ=u(x) Ir โดย u(x)r  คือสนาม
แรงดันไฟฟาภายในตัวกลาง , F  คือตัวดําเนินการแบบฟอรเวิรด (forward operator) , σ คือสภาพ
ความนําไฟฟา และ I คือคากระแสที่จายบนอิเล็กโทรด 

 

 
ภาพประกอบที่ 2-2 การจายกระแสแบบขัว้ขางเคียง[9]  

 
         สําหรับการแกปญหาแบบฟอรเวิรด จะใชการประมาณคาเชิงเลขที่เรียกวาวิธีไฟไนต 

เอลิเมนท (Finite Element Method : FEM) ซ่ึงมีสมการพีชคณิตดังนี้ -1= (σ)V Y I  โดย Y  คือเม- 
ตริกซระบบ (system matrix หรือ jacobian matrix) ของโมเดลไฟไนตเอลิเมนต , V คือเมตริกซของ
แรงดันไฟฟาภายในโมเดล และ I  คือเมตริกซของกระแสที่จายเขาไปที่แตละจดุตอ (nodes) 

2.1.2 การสรางภาพ (reconstruction) 
        อัลกอริธึมของการสรางภาพมีดวยกันสองชนิดหลักๆ คือ การสรางภาพแบบสถิต 

(static imaging) เปนการประมาณคาสภาพความนําไฟฟาของตัวกลางจากขอมูลที่ขอบของโมเดล 
และ การสรางภาพแบบตางกัน (difference imaging) เปนการประมาณคาความเปลี่ยนแปลงของ
สภาพความนําไฟฟาในตัวกลางจากขอมูลที่วัดในชวงเวลาหนึ่ง ( 1t , 2t ) ดังภาพประกอบ 2-3  
สําหรับอิมพีแดนซที่มีการเปลี่ยนแปลงนอยในชวงเวลาหนึ่ง สามารถคํานวณโดยใชอัลกอริธึมแบบ
เปนเชิงเสน (linearized algorithm) ในขั้นตอนเดียว แตถาอิมพีแดนซมีการเปลี่ยนแปลงมากอาจจะ
ตองแกปญหาดวยอัลกอริธึมแบบไมเปนเชิงเสนรวมกับการทําซ้ํา  
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ภาพประกอบ 2-3 ตัวอยางการสรางภาพแบบ 2 มิติดวยวิธี difference imaging[9] 
 
        กําหนดใหสัญญาณ 2 1z = v - v  โดย 1v  คือเวกเตอรของแรงดันที่วัดไดที่เวลา 1t  

และ 2v  คือเวกเตอรของแรงดันที่วัดไดที่เวลา 2t  การประมาณคาของภาพที่ตางกัน สามารถคํา 
นวณจากสมการ 

                                  x̂ Bz=                                                                                   (2.1) 
ซ่ึง x̂ σ= Δ   คือการเปลี่ยนแปลงสภาพความนําไฟฟาในชวงเวลา 1t  และ 2t  สวนB คือตัว
ดําเนินการของการสรางภาพแบบเชิงเสนดวยวิธีเรกูลาไรซ (regularized linearized reconstruction 
operator)  

        การคํานวณคาอิมพีแดนซหรือการเปลี่ยนแปลงของอิมพีแดนซอยูบนพื้นฐานของขอ 
มูลที่ไดจากการวัดแรงดันบริเวณขอบของโมเดลซึ่งเปนปญหาแบบอินเวอรสที่เปน ill-conditioned 
นั่นหมายความวาเมื่ออินพุทเปลี่ยนแปลงนอย สงผลใหเอาทพุทเปลี่ยนแปลงมากทําใหระบบไม
เสถียร ดังนั้นจึงตองการวิธีที่จะพัฒนาเงื่อนไขนี้ ซ่ึงสวนใหญใชวิธีเรกูลาไรเซชัน (regularization) 
โดยเกี่ยวของกับการไดมาของขอมูลที่มีลักษณะตรงกับความเปนจริงแลกกับการสูญเสียเงื่อนไข
กอนหนา (prior condition) ในการแกปญหา 
 
2.2 ปญหาแบบฟอรเวิรด 
 อุปกรณสวนใหญที่ใชในระบบของการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาเปนไฟฟา
กระแสสลับ ในการประยุกตใชงานทางการแพทยจะพิจารณาทั้งองคประกอบที่เปนจํานวนจริงและ
จํานวนจินตภาพของแรงดันที่วัดได แตสําหรับความถี่ที่ใชงาน ถานอยกวา 10 กิโลเฮริตซ 
องคประกอบรีแอกแตนซ (reactance) สามารถเพิกเฉยได  

2.2.1 แบบจําลองการกระจายตัวของสนามไฟฟาในตัวกลาง 
         เมื่อมีการกระตุนทางไฟฟาไปที่ตัวกลางซึ่งแทนดวยสัญลักษณ Ω  จะทําใหเกิด
คุณสมบัติทางไฟฟาที่เปลี่ยนแปลงตามฟงกชันของตําแหนงและเวลา คุณสมบัติเหลานี้ถูกแทนดวย
คาอิมพีแดนซซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ ( , ) ( , )t j tσ ω+x xr r  และสัมพันธกับคาสภาพยอมรับได 
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(permittivity) ซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ ( , )tε xr โดย  xr  หมายถึงเวกเตอรตําแหนง สําหรับโมเดลแบบ
สองมิติ จะได ( )1 2,x x=xr  และโมเดลแบบสามมิติจะได ( )1 2 3, ,x x x=xr  ถากระแสไฟฟาที่จายให
ตัวกลางมีคาต่ํา (ไมเกิน 5 มิลลิแอมป) สามารถเพิกเฉยตอผลกระทบที่เกิดจากสนามแมเหล็กได 
ดวยเงื่อนไขนี้จะพิจารณาเฉพาะสภาพความนําไฟฟา (conductivity) ซ่ืงแทนดวยสัญลักษณ ( )σ xr  

        โมเดลทางคณิตศาสตรของปญหาแกไดดวยสมการของแมกซเวล (Maxwell’s 
equation)   แตเนื่องจากไมมีกระแสไหลภายนอกตัวกลาง เพราะมีสภาพความนําไฟฟาเปนศูนย 
ดังนั้นจึงแก ปญหาดวยสมการเชิงอนุพันธยอยแบบเอลลิปติก  (elliptic partial differential equation) 
หรือที่รูจักในชื่อลาปลาเซียน (Laplacian)  

                                                        ( ) 0uσ∇⋅ ∇ =                          ในตัวกลาง                        (2.2) 
โดย ( )

r
u x คือการกระจายของแรงดันภายในตัวกลาง สมการของลาปลาซสามารถเริ่มพิสูจนไดจาก

กฎของโอหม  
                                                               J Eσ=                                                                        (2.3) 
โดย ( )

r
J x คือรูปแบบการไหลของกระแส และ E คือเวกเตอรของสนามไฟฟา ซ่ึงหาคาไดจาก 

                                                              E u= −∇                                                                      (2.4) 
uคือฟงกชันของแรงดันที่เปนสเกลาร จากนั้นประยุกตใชกฎกระแสของเคอรชอฟฟ (Kirchoff’s 
current law) คือกระแสรวมที่จุดตอใดๆมีคาเทากับศูนย ดังสมการ  
                                                              0J∇ =                                                                         (2.5) 
แทนสมการ (2.4) ลงในสมการ (2.3) จากนั้นใสไดเวอรเจนซทั้งสองขางของสมการ แลวแทน
เงื่อนไขดวยสมการที่ (2.5) จะไดสมการลาปลาเซียนตามสมการที่ (2.2) 

เงื่อนไขขอบเขตของโมเดลขึ้นกับการกําหนดกระแสแทนดวยสัญลักษณ n̂J ที่ทุกๆจุดบน
ขอบของโมเดล ดังสมการ 

                                                             ˆ ˆn n
uJ σ ∂

= −
∂

                                                                 (2.6) 

 
n̂  คือเวกเตอรแนวฉาก (normal vector) ที่ตั้งฉากกับขอบของโมเดล สมการ (2.2) และ (2.5) เปน
สมการของปญหาแบบฟอรเวิรดที่ใชหาคาการกระจายของแรงดันภายในตัวกลาง วิธีวิเคราะหการ
ประมาณคาเชิงเลขในการแกปญหาแบบฟอรเวิรดที่นิยมคือวิธีการไฟไนตเอลิเมนต (finite element 
method) 
 2.2.2 วิธีการไฟไนตเอลิเมนต  
         วิธีการไฟไนตเอลิเมนตเปนเทคนิคการวิเคราะหเชิงเลขดวยการประมาณคา ถูกใช
อยางกวางขวางในทางวิศวกรรม เร่ิมจากการแบงรูปรางลักษณะของปญหาที่จะทําการคํานวณ
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ออกเปนเอลิเมนตยอยๆ ซ่ึงเอลิเมนตยอยๆเหลานี้อาจมีลักษณะและขนาดที่แตกตางกันออกไป แลว
ทําการสรางสมการสําหรับแตละเอลิเมนต โดยสมการที่สรางขึ้นมานั้นจําเปนตองสอดคลองกับ
สมการเชิงอนุพันธของปญหาที่พิจารณาอยู จากนั้นจึงนําสมการของแตละเอลิเมนตที่สรางขึ้นมา
ประกอบกันเขากอใหเกิดระบบสมการชุดใหญ ตอมาทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตที่กําหนดลง
ในระบบสมการชุดใหญ แลวจึงทําการแกระบบสมการทั้งหมด 
         ความแมนยําของคาเฉลยโดยประมาณที่คํานวณออกมาไดนั้นจะขึ้นอยูกับขนาดและ
จํานวนของเอลิเมนตที่ใชในการแกปญหา นอกจากนี้ยังขึ้นอยูกับการสมมติรูปแบบของฟงกชันการ
ประมาณคาภายใน (interpolation function) ของแตละเอลิเมนต กลาวคือฟงกชันการประมาณคา
ภายในที่สมมติขึ้นมานั้นมีความใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงของปญหานั้นมากนอยเพียงไร 
ลักษณะการกระจายของฟงกชันการประมาณคาภายในของเอลิเมนตอาจสมมติใหอยูในหลาย
รูปแบบ อาทิเชน รูปแบบของการกระจายเชิงเสนตรง (linear distribution) เปนตน สวนขนาด 
(magnitude) ของฟงกชันการประมาณภายคาภายในจะขึ้นอยูกับคาที่จุดตอของเอลเิมนต 

        จากลําดับขั้นตอนคราวๆ ดังกลาวขางตนจะเห็นไดวาหัวใจที่สําคัญของวิธีการไฟไนต
เอลิเมนตคือ การสรางสมการของเอลิเมนตขึ้นมาเพื่อใหสามารถจําลองแบบหรือปญหาไดอยาง
ถูกตอง การสรางสมการของเอลิเมนต สามารถทําได 3 วิธี ดังนี้ 

a) วิธีการโดยตรง (direct approach)  เปนวิธีที่งายที่สุดโดยเฉพาะในการเริ่มตน 
เรียนรูวิธีการไฟไนตเอลิเมนต จุดเร ิ่มตนคือการใชวิธีของความแข็งตึงโดยตรง (direct stiffness me 
thod) ในการวิเคราะหโครงสราง แตวิธีนี้ยังมีขอจํากัดอยู  

b) วิธีการแปรผัน (variation approach) วิธีนี้จาํเปนสําหรับการแยกชัน้ปญหาของ  
วิธีไฟไนตเอลิเมนตซ่ึงไมสามารถทําไดโดยใชวิธีการโดยตรง เชน ปญหาคาไมคงที่ (non-constant) 
ของสภาพความนําไฟฟา, ปญหาการใชฟงกชันการประมาณคาในชวงอันดับสูง และรูปรางของเอลิ
เมนตที่ไมใชสามเหลี่ยม (triangles) และ ทรงส่ีหนา (tetrahedrons) 

c) วิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (method of weighted residuals ; MWR) เปนวิธีที่นิ-  
ยมใชสืบหาคุณสมบัติของเอลิเมนต โดยเริ่มจากสมการควบคุมของปญหา จากนั้นดําเนินการโดย
การสุมสถานะที่แปรผัน 

    การแกปญหาดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีขั้นตอนดังนี้ 

• แบงตัวกลางออกเปนเอลิเมนตยอยๆ 

• เลือกฟงกชันการประมาณคาภายในเอลิเมนต (element interpolation  
function) 

• สรางสมการของเอลิเมนตโดยคํานวณหาโลคอลเมตริกซ (local matrix)  
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ของแตละเอลิเมนต และใชสัญลักษณ Y แทนองคประกอบของโลคอลเมตริกซ 

• นําสมการที่ไดจากทุกๆเอลิเมนตมาประกอบรวมกันเขากอใหเกิดระบบ 
สมการ (system equation) นั่นหมายความวาจะตองรวมโลคอลเมตริกซเขาไปในโกบอล (global 
matrix) และใชสัญลักษณ Y หรือ A  

• กําหนดเงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) ของระบบ โดยใช 
เงื่อนไขขอบเขตของดีรีเคล (Dirichlet) เปนเงื่อนไขขอบเขตที่จําเปน และ นอยมันน (Neumann) 
เปนเงื่อนไขขอบเขตตามธรรมชาติ 

• แกสมการของระบบ YV = I  โดยใชซอรฟแวรในการคํานวณพีชคณิต 
เชิงเสนเชน แมทแลป (MATLAB) 

        2.2.2.1 วิธีการโดยตรง 
      วิธีการโดยตรงใชสําหรับปญหาทั่วไปหรือรูปรางของเอลิเมนตแบบงายๆ นั่น 

หมายความวาในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจะใชกับไฟไนตเอลิเมนตที่มีสภาพ
ความนําไฟฟาคงที่รวมกับ shape function แบบเชิงเสน ในกรณีนี้โมเดลของไฟไนตเอลิเมนตมีวง 
จรสมมูลเหมือนโครงขายไฟฟาเชิงเสน (linear electric network) ที่ตอกันระหวางจุดตอสําหรับ 
โมเดลแบบ 2 มิติ เอลิเมนตมีลักษณะเปนรูปสามเหลี่ยมดังภาพประกอบ 2-4(a) และมีโครงขายทาง
ไฟฟาดังภาพประกอบ 2-4(b) แตละดานของสามเหลี่ยมถูกแทนที่ดวยความตานทานซึ่งมีคาความ
นําไฟฟาเทากับ cot jσ θ  โดยที่ตัวตานทาน j  คือตัวตานทานที่ตรงขามกับมุมลําดับที่ j  ( thj  
angle) กรณีโมเดลแบบสามมิติก็คลายๆกัน 

 
                         (a) เอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม                         (b) วงจรสมมูล     

ภาพประกอบ 2-4 การหาคาจากโครงขายตัวตานทาน 

jθ  คือมุมระหวางสองเอลิเมนตที่มีดาน j รวมกัน ในเทอมของพิกัดของจุดตอ (nodal coordinates) 
คาความนํา ijY  ระหวางจุดตอ i และ จุดตอ j หาไดจากสมการ 

                                          ( ) , ( )
2

e
ij i j i j

e

Y b b c c i j
A
σ

= + ≠                                                   (2.7) 
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โดยที่ 1 2 3b y y= − , 2 3 1b y y= − , 3 1 2b y y= −  และ 1 3 2c x x= − , 2 1 3c x x= − , 3 2 1c x x= −  
ที่ ( , )i ix y โดย 1,2,3i =  แทนพิกัด (coordinate) ของแตละจุดตอ , eA คือพื้นที่ของเอลิเมนต , eσ

แทนสภาพความนําไฟฟาของเอลิเมนตซ่ึงสมมติวามีคาคงที่ตลอดทั้งเอลิเมนต และตัวหอย e  อาง
ถึงเอลิเมนตที่ e  กฎกระแสของเคอรชอฟฟสําหรับวงจรเขียนไดดังนี้ 
 

11 12 13 1 1

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

Y Y Y u i
Y Y Y u i
Y Y Y u i

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

     หรือ       Y U Ie e e=  

 

โดย 11 12 13Y Y Y= − − , 22 21 23Y Y Y= − − , 33 31 32Y Y Y= − − , ij jiY Y=  เมื่อ , 1, 2,3i j = และ iu  คือ
แรงดันที่จุดตอ และ ii คือกระแสที่ไหลในจุดตอที่ i   

• การรวมคุณสมบัติของเอลิเมนตเพื่อใหไดระบบสมการ (system equation) 
       จากภาพประกอบ 2-5 แสดงเมช (mesh) ของ 2 เอลิเมนต ซ่ึงใชในการหาคาโก 

บอลเมตริกซของแอตมิตแตนซ (global admittance matrix) โดยเมตริกซหลัก (master matrix) ถูก
คํานวณจากสภาพความนําไฟฟาระหวางเอลิเมนตขางเคียง โลคอลเมตริกซของแตละเอลิเมนตเขียน
ไดดังนี้ 
 

( )
11 12 13

1
, 21 22 23

31 32 33

i j

Y Y Y
Y Y Y Y

Y Y Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  [ ], 1, 2,3i j∈  คือ global node ของเอลิเมนต 1 

 

( )
11 12 14

2
, 21 22 24

41 42 44

i j

Y Y Y
Y Y Y Y

Y Y Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  [ ], 1, 2, 4i j∈  คือ global node ของเอลิเมนต 2 
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ภาพประกอบ 2-5 เมชของ 2 เอลิเมนต 
 

 

 
 

ภาพประกอบ 2-6 การเชื่อมตอของ 2 เอลิเมนต 
 

เมื่อนํามารวมกันจะได  

                              

11 12 12 13 14

21 21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

Y

Y Y Y Y Y
Y Y Y Y Y

Y Y Y Y
Y Y Y Y

+⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

       [ ], 1: 4i j∈  

 

• การกําหนดเงือ่นไขขอบเขต 
เงื่อนไขขอบเขตสําหรับโมเดลอิเล็กโทรดในภาพตัดขวางความตานทานไฟ  

ฟาที่รูจักมีอยู 4 แบบ คือโมเดลแบบความตอเนื่อง (continuum), แบบชองวาง (gap), แบบขนาน 
(shunt) และแบบอิเล็กโทรดสมบูรณ (complete electrode) ในที่นี้จะอธิบายโดยใชโมเดลแบบชอง 
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วางซึ่งเปนโมเดลที่งายที่สุดในการประมวลผลเชิงเลข อิเล็กโทรดจะถูกเชื่อมตอโดยตรงกับจุดตอที่
ถูกเลือกบริเวณขอบของโมเดลของไฟไนตเอลิเมนต  เมื่อจายกระแสระหวางอิเล็กโทรดคูขางเคียง
และวัดแรงดันโดยใชโมเดลของไฟไนตเอลิเมนต  กําหนดเงื่อนไขขอบเขตของโมเดลแบบชองวาง 
ดังสมการ 
                                                        YV = I                                                                               (2.8) 
โดย Y คือ โกบอลเมตริกซ (global matrix) ของสภาพความนําไฟฟา, V คือเวกเตอรของแรงดันที่
จุดตอ 
                                                    1 2[ , ,..., ]V T

Nu u u=                                                            (2.9) 
                                                 [0,0,..., 1,1,0]I T= −                                                        (2.10) 

คาที่ไมเปนศูนยแทนการจายกระแสระหวางคูอิเล็กโทรด ขณะที่คาที่เปนศูนยแทนกระแสที่แตละ
จุดตอซ่ึงมีคาเทากับศูนยตามกฎกระแสของเคอรชอฟฟ (Kirchoff’s current law) แรงดันที่จุดตอแก
โดยใชสมการ -1= V Y I  จะไดระบบพีชคณิตดังนี้ 
 

11 1 11 1

22 2

1 2 1

1 0 0
0

0

M M

ij N ij

ij ij

M NM N NN M NM

u u i i
u Y Y i

u i
u u Y Y i i

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

L L L L L

M O M L M O M

M O M M M O M M O M

L L L L L

            (2.11) 

 

iju คือแรงดันที่จุดตอ i เนื่องจากการจายกระแสลําดับที่ j  ขณะที่ iji  คือกระแสที่จุดตอ i  ระหวาง
การจายกระแสลําดับที่ j  จากสมการ (2.10) แตละคอลัมนของ I มีคาไมเทากับ 0 เพียงสองคา
เทานั้นและ เปนการสลับลําดับกันของ [0,0,..., 1,1,0]I T= −  เนื่องจากการจายกระแสในแตละครั้ง 
เริ่มตั้งแตอิเล็กโทรดในโมเดลแบบชองวางแมปไปยังจุดตอเดี่ยว (single node) แรงดันที่วัดได
ระหวางคูของอิเล็กโทรดในแตคร้ังหมายถึงความแตกตางของแรงดันระหวางจุดตอสองจุด ซ่ึงเปน
จุดตอเฉพาะที่สัมพันธกับอิเล็กโทรด แรงดันที่วัดไดระหวางอิเล็กโทรดคูขางเคียงจะถูกเก็บใน
คอลัมนของเวกเตอร ตลอดจนการใชตัวดําเนินการ []T  ซ่ึงหมายถึงลําดับของการวัด ยกตัวอยาง 

9v เปนแรงดันที่วัดไดระหวางอิเล็กโทรด 4 และ 5 เมื่อจายกระแสครั้งที่สอง ดังนั้นตัวดําเนินการ T
จะไดวา [ ] 42 529

= -V V VT เปนตน  
       การแกสมการ (2.8) เพื่อหา V ตองทําการแปลงกลับ (inverse) Y แตเนื่อง  

จาก Y เปนเวกเตอรส่ีเหล่ียมที่มีลักษณะของขอมูลเปนแถบบางเบาเรียกวา sparse ทําใหเปนซิงกู
ลารเมตริกซ (singular matrix) ซ่ึงไมสามารถแปลงกลับได ในการที่จะทําให Y เปนนอน-ซิงกูลาร
เมตริกซ (non-singular matrix) นั้นจะตองเลือกจุดตออางอิง (reference node) คลายๆกับการเลือก
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กราวดเสมือน เพื่อความสะดวกควรเลือกจุดตอหนึ่งเปนจุดตออางอิง ในการประมวลผลสมการเชิง
เสนดังสมการ (2.8) นั้น ทุกๆแถวที่ 1 และคอลัมนที่ 1 ของเมตริกซแอตมิตแตนซใหเซตคาเปนศูนย 
และเอลิเมนตในแนวทแยงเซตคาเปน 1 เพื่อใหแนใจวาแรงดันจะมีคาเปนศูนยที่จุดตอ ระหวางการ
จายกระแสแตละครั้ง เอลิเมนตที่ตรงกับเวกเตอรของกระแสใน I  เซตคาเปน 0 

       ในการแกสมการ (2.11) เพื่อหาคาแรงดันที่จุดตอ ทําไดโดยใชฟงกชัน 
การประมาณคาในชวง คํานวณแรงดันภายในแตละเอลิเมนต หัวขอที่จะอธิบายตอไปเปนการหาคา
ฟงกชันการประมาณคาแบบเชิงเสนของเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม สําหรับเอลิเมนตแบบทรงสี่หนามี
วิธีคลายกัน  

• การหาฟงกชันการประมาณคาภายในแบบเชิงเสน ( )iφ  
แรงดันภายในอิลิเมนตรูปสามเหลี่ยมถูกประมาณคาโดยฟงกชันแบบเชิงเสน 

แสดงดังสมการ 
   U a bx cy= + +                                                                     (2.12) 

โดย U แทนการจําลองการกระจายแรงดันอยางตอเนื่องทั่วทั้งระนาบ  x - y ดวยฟงกชัน piecewise 
planar และสัมประสิทธิ์ , ,a b c ในสมการ  (2.12)  หาไดจากการสมมติคาแรงดัน 1 2 3, ,U U U   ที่จุด
ตอทั้งสาม 

 
ภาพประกอบ 2-7  ตัวอยางสําหรับการหาฟงกชันการประมาณคาภายในแบบเชิงเสน 

จากสมการ (2.12) จะไดแรงดันที่จุดตอทั้งสามของเอลิเมนต ดังนี ้

   
1 1 1

2 2 2

3 3 3

1
1
1

U x y a
U x y b
U x y c

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                                                      (2.13) 

และหาคาสัมประสิทธิ์  a, b, c ไดจาก  

   

1
1 1 1

2 2 2

3 3 3

1
1
1

a x y U
b x y U
c x y U

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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แทนกลับในสมการ (2.11) ฟงกชันของแรงดันภายในแตละเอลิเมนต เทากับ  

  

1
1 1 1

2 2 2

3 3 3

1
( , ) [1 ] 1

1

x y U
U U x y x y x y U

x y U

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

             (2.14) 

ภายหลังแปลงกลับเมตริกซ  ดังสมการ (2.14) สามารถจัดรูปสมการใหมดวยการคูณดังสมการ   

  
3

1
( , )i i

i
U U x yφ

=

= ∑                                                                             (2.15) 

เมื่อฟงกชันการประมาณคาภายใน ซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ iφ  หาคาจาก  

 
               

{ }2 3 3 2 2 3 3 2
1 ( ) ( ) ( )

2i x y x y y y x x x y
A

φ = − + − + −                        (2.16) 

1 2 3, ,φ φ φ  เปนการแลกเปลี่ยนภายในแบบวงกลม (cyclic interchange) ของตัวหอย ซ่ึงเปนวิธีใหม
ในการกําหนดฟงกชันการประมาณคาบนจุดตัดของสามเหลี่ยม โดย คา iφ  จะเทากับ 0 ทุกจุดตอ 
ยกเวนที่จุดตอ i = j จะมีคาเทากับ 1 ดังสมการ 

( , ) 0i j jx y i jφ = ≠  

                   1 i j= =  
A  คือพื้นที่ของสามเหลี่ยมมีคาเทากับครึ่งหนึ่งของดีเทอรมิแนนทของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ใน
สมการ (2.13) 

  
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

1 1
1 det 1 2 det 1
2

1 1

x y x y
A x y A x y

x y x y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

 
สมการ (2.15) เปนการหาแรงดันภายในเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมที่สมบูรณแลวดวยฟงกชันของ
แรงดันที่จุดตอทั้งสามของเอลิเมนต สําหรับการหาฟงกชันการประมาณคาภายในแบบเชิงเสนของ
โมเดลแบบสามมิติคลาย ๆ กับสมการ (2.15) แตคา i  จะรันถึง 4 แทนที่จะเปน 3 โดยเอลิเมนตของ
โมเดลแบบสามมิติจะเปนรูปทรงสี่หนา   แรงดันภายในอิลิเมนตรูปรูปทรงสี่หนาถูกประมาณคา
โดยฟงกชันแบบเชิงเสนแสดงดังสมการ 

  U a bx cy dz= + + +                                                             (2.17) 
 

        2.2.2.2 วิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง  (method of weighted residuals)  
       การถวงน้าํหนักเศษตกคางมีหลายวิธี เชนวิธีการจดักลุม (Collocation) , วิธี 
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กําลังสองนอยสุด (Least Squares) และ วิธีของกาเลอรคิน (Galerkin) ซ่ึงเปนวิธีที่ใชมากที่สุด การ
พัฒนาวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเริ่มดวยการแบงสนามตาง ๆ ดวยผลรวมเชิงเสน  
(linear combination) ของฟงกชันการประมาณคาภายในแบบพหุนาม (polynomial interpolation) 
ดังสมการ 

  
1

( ) ( )
N

i i
i

u x u xφ
=

=∑r r
%       โดย iφ =              (2.18) 

 
โดย iφ  คือฟงกชันการประมาณคาภายใน และ N  คือจํานวนจุดตอในโมเดลไฟไนตเอลิเมนต  
อยางไรก็ตามในกรณีของฟงกชันการประมาณคาภายในแบบเชิงเสนสําหรับโมเดลแบบ 2 มิติ ปรา-
กฎวาคา φ  จะแผขยายเหมือนกับสมการ (2.16) และ u%  แทนการประมาณคาของแรงดันภายในเอลิ
เมนตดวยการประมาณคาของสมการลาปลาเซียนจะได 

   .( ) 0uσ∇ ∇ ≠%          ในตัวกลาง                                                      (2.19) 

โดยทั่วไปสมการ (2.19) ควรจะมีคาเทากับศูนย แตเนื่องจากความผิดพลาดจากการใชฟงกชันการ
ประมาณคาจึงมีคาเทากับเศษตกคาง ดังนั้นวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเปนการพยายามทําใหเศษ
ตกคางที่เกิดขึ้นมีคานอยที่สุด ซ่ึงประกอบดวยการคูณฟงกชันทดสอบ v  และอินทิเกรตตลอด
ตัวกลาง นั่นคือ 

[ ].( ) 0v u dσ∇ ∇ Ω =∫ %                                                                   (2.20) 

ในที่นี้ v  คือฟงกชันที่ใชทดสอบคาถวงน้ําหนักเศษตกคางอาจจะมีคาเทากับศูนยในบางคาของ
น้ําหนักหรือเทากับคาเฉลี่ย วิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางของกาเลอรคินจะแตกตางจากวิธีอ่ืน ใน
เร่ืองของฟงกชันการถวงน้ําหนัก โดยฟงกชันทดสอบ v จะคลายกับฟงกชันการลองผิดลองถูกแบบ
ของ u%  และใชฟงกชันการประมาณคาภายใน ( iφ ) เหมือนกัน ดังสมการ 

   
1

( ) ( )
N

i i
i

v x w xφ
=

=∑r r                                                                           (2.21) 

 
โดยที่ iw คือ สัมประสิทธิ์ถวงน้ําหนกัของฟงกชันการประมาณคาภายใน ปญหาก็คือการหาคา iu

เพื่อจะแกสมการ (2.18)  
จากเอกลักษณของอนุพันธของเวกเตอร (สูตรสําหรับเวกเตอร) คือ 

  ( ) ( )fA f A f A∇⋅ = ∇ ⋅ +∇ ⋅                                                           (2.22) 

1  บนโหนด  i  
0   อื่น ๆ 
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ในเทอมของตวัแปรในสมการ (2.20) เอกลักษณของอนุพนัธุของเวกเตอร คือ 
   

( ) ( )v u u v v uσ σ σ⎡ ⎤∇ ⋅ ∇ = ∇ ⋅∇ + ∇⋅ ∇⎣ ⎦% % %               (2.23) 

 
แทนสมการ (2.23) ลงในสมการ (2.20) จะได 
   

( ) 0v u u v dσ σ⎡ ⎤∇ ⋅ ∇ − ∇ ⋅∇ Ω =⎣ ⎦∫ % %                           (2.24) 

 
จัดรูปใหมได 

( )v u d u vdσ σ
Ω Ω

∇ ⋅ ∇ Ω = ∇ ⋅∇ Ω∫ ∫% %                                     (2.25) 

 
แบบ 2 มิติ กฎของเกาสกลาววา ( )

V V

F dV Fds
∂

∇ ⋅ =∫ ∫ จากทฤษฎขีองไดเวอรเจนตยอมใหใชเงื่อน 

ไขขอบเขตในสมการ (2.25)  
ˆv u nd u vdσ σ

∂Ω Ω

∇ ⋅ Γ = ∇ ⋅∇ Ω∫ ∫% %                                  (2.26) 

 

โดยที่ ˆ
ˆ

n
n
φφ ∂

∇ ⋅ =
∂

 ดังนั้นสมการ 2.26 สามารถเขียนไดวา 

  

                             
ˆ
uu vd v d
n

σ σ
Ω ∂Ω

∂
∇ ⋅∇ Ω = Γ

∂∫ ∫
%

%                                                  (2.27) 

 
การอินทิเกรตคาขอบเพื่อตองการทําใหสมบูรณ สําหรับเอลิเมนตที่อยูภายใตอิเล็กโทรด ดานซาย
ของสมการ (2.27) สําหรับเมชทั้งหมด เมื่อพิจารณาเอลิเมนตลําดับที่ k จะไดสมการคือ   
        
                                          

k
kE

u vdσ ∇ ⋅∇ Ω∫ %                 (2.28) 

นิยามของการประมาณคาภายในของ  และ  จะไดสมการ 
  

                                          
3 3

1 1k
k i i j jE

i j
u w dσ φ φ

= =

⋅∇ Ω∑ ∑∫                 (2.29) 
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ถาสภาพนําไฟฟา ( )kσ  มีคาคงที่ตลอดทั้งเอลิเมนตแลวผลรวมของแรงดันที่จุดตอ ( )iu และ สัม –
ประสิทธิ์ของฟงกชันการถวงน้ําหนกัสามารถดึงออกนอกอินทิเกรตไดดังสมการ (2.30) 

                                          
3 3

1 1
k

k i j i j
i j E

u w dσ φ φ
= =

∇ ⋅∇ Ω∑ ∑ ∫                                                  (2.30) 

ผลลัพธที่ไดเปนเมตริกซขนาด 3 3×  สําหรับแตละเอลิเมนต จากนั้นดงึสวนของอินทิเกรตออกมา 
ดังสมการ 
                               

k

k
i j i jE

S dφ φ= ∇ ⋅∇ Ω∫                                                                 (2.31) 

จากสมการ (2.30)  เขียนใหมไดเปน 

                             
3 3

1 1

k
k i j i j

i j
u w Sσ

= =
∑ ∑                            (2.32) 

 
ทางดานขวาของสมการ (2.27) แทนดวยเงือ่นไขขอบเขต ในเทอมของฟงกชันการประมาณคาภาย 
ในไดสมการดงันี้ 
 

3 3

1 1

ˆ
ˆ k i j i j

i j

uv d u w nd
n

σ σ φ φ
= =∂Ω ∂Ω

∂
Γ = ∇ ⋅ Γ

∂ ∑ ∑∫ ∫
%                             (2.33) 

ความสามารถในการแกปญหาสําหรับแตละเอลิเมนตกอนที่จะวางมนักลับไปแทนปญหาทั้งหมด
คือขอดีของไฟไนตเอลิเมนต สําหรับเอลิเมนตเดีย่วของโมเดลไฟไนตเอลิเมนตจากสมการ (2.26) 
จะไดเปน 
 

3 3 3 3

1 1 1 1

ˆk
k i j i j k i j i j

i j i j
u w S u w ndσ σ φ φ

= = = = ∂Ω

= ∇ ⋅ Γ∑ ∑ ∑ ∑ ∫                              (2.34) 

นําผลรวมของคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถวงน้ําหนกัหารทั้งสองดานของสมการ จะได  
 

   
3 3 3 3

1 1 1 1

ˆk
k i i j k i i j

i j i j
u S u ndσ σ φ φ

= = = = ∂Ω

= ∇ ⋅ Γ∑ ∑ ∑ ∑ ∫                         (2.35) 

ในเทอมของโดเมนทั้งหมด ดานซายของสมการ (2.27) จะได 

 
3 3

1 1 1
, 1,...

K
k

k i i j
E i j

u dV u S i j Nσ φ σ
= = =Ω

∇ ⋅∇ = =∑ ∑∑∫ %                           (2.36) 

 

• การคํานวณโลคอลเมตริกซ  
เกรเดยีนทของแรงดันภายในอิลิเมนตอาจจะพบจากสมการประมาณคาเชิง 
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เสน ดังสมการ (2.15) 

                                          
3

1
i i

i
U U φ

=

∇ = ∇∑                                                                   (2.37) 

ใสไดเวอรเจนทลงในสมการ (2.37)  จะได 

       
3 3

1 1
i i j j

i i
U U d Uφ φ

= =

∇ ⋅∇ = ∇ ⋅∇ Γ∑ ∑ ∫  

เพื่อความสะดวกในการหาเมตริกซของอิลิเมนต (local stiffness matrix) กําหนดให 

               
( )e
i j i jS dφ φ= ∇ ⋅∇ Γ∫                                                       (2.38) 

ตัวยกแสดงถึงเอลิเมนต สมการ (2.38) เปนการจําแนกสมการ (2.31) และอาจเขียนในรูปแบบกําลัง
สองของเมตริกซ 

  ………. ( )eU S U∇ ⋅∇ =  

เกรเดยีนทของฟงกชันการประมาณคาภายในแบบเชิงเสน ดังสมการ (2.16)  กลายเปนเวกเตอร 

                                           2 3 3 2
1 ( , )

2i y y x x
A

φ∇ = − −                                                   (2.39) 

ซ่ึงในเทอมของโลคอลเมตริกซสําหรับอิลิเมนทคลายกับ เมตริกซที่พิสูจนจากวิธีโดยตรง 
นั่นคือ i j i jS Y=  เหมือน Y ในสมการ (2.7) 

• กําหนดเงื่อนไขคาขอบเขต 
         ถาเปนโมเดลแบบชองวาง ระบบพีชคณิตของสมการจะเหมือนกับวิธีโดยตรง 
ในเทอมของวิธีถวงน้ําหนีกเศษตกคาง เงื่อนไขคาขอบเขตของโมเดลแบบชองวางวิเคราะหจาก
ดานขวาของสมการ (2.27) ดังนี้ 

                                         ˆ
uu dσ

Γ

∂
Γ

∂∫ n
%                                                                                 (2.40) 

 

เมื่อไมมีกระแสไหลบริเวณที่หางจากอิเล็กโทรด ดังนั้น 0nu∂ ∂ =  และกระแสลัพธ (re- 
sulting currents) คือ /

lE

I u nσ= ∂ ∂∫  เนื่องจากโมเดลแบบชองวาง กระแสถูกจายระหวางจุดตอ

ของโมเดลของไฟไนตเอลิเมนต  เงื่อนไขขอบเขตคือ 
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n̂ a a b b
uu d u I u Iσ

Γ

∂
Γ = +

∂∫
%                                                              (2.41) 

โดย aI และ bI  คือปริมาณของกระแสที่จาย และ au และ bu แรงดนัของอิเล็กโทรดตัวที่จายกระ 
แส 

        2.2.2.4 โมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณ (complete  electrode model)  
      ในการประยุกตใชทางการแพทย  อิเล็กโทรดที่สัมผัสบริเวณผิวหนังหรือใน 

แทงค (หุนจําลอง) ที่มีสารละลายไอออนจะเกิดชั้นของความตานทานสัมผัส (contact impedance) 
ระหวางสารละลายหรือผิวหนังกับอิเล็กโทรด จึงกอใหเกิดผลกระทบทางออมเปนผลใหแรงดัน
ภายใตอิเล็กโทรดมีคาคงที่ไดไมนาน อยางไรก็ตามแรงดันบนอิเล็กโทรดก็ยังมีคาคงที่ ในความเปน
จริงคาความตานทานสัมผัส ( zl ) จะเปลี่ยนแปลงตลอดทั้งอิเล็กโทรดแตจะสมมติใหมีคาคงที่  
สําหรับความถี่ที่ใชในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจะทําใหความตานทานสัมผัสมีคา
สูง ดังนั้นแรงดันตกครอมจึงมีคามาก การเพิกเฉยตอคาความตานทานสัมผัสจะทําใหภาพของสภาพ
ความนําไฟฟาที่สรางขึ้นเกิดความผิดพลาด ดังนั้นโมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณจึงไดรวม
ผลกระทบของความตานทานสัมผัส นอกจากนี้โมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณยังถูกกําหนดโดย
สมการลาปลาเซียนดังสมการ (2.1) และเงื่อนไขขอบเขต  แสดงดังนี้ 

  
          

,
n̂
uu z Uσ ∂

+ =
∂l l     บน ,El   1, 2,..., L=l                                         (2.42) 
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U                                                           (2.44) 

ในสมการเหลานี้ Il  คือ  กระแสที่จายใหอิเล็กโทรดลําดับที่ l  , El  แสดงถึงเอลิเมนตที่สวนของ
ขอบ (Γ ) ซ่ึงสัมพันธกับอิเล็กโทรดลําดับที่ l  และ Ul  คือแรงดันคงที่บนอิเล็กโทรด l  พิจารณา
สมการ (2.42) หมายถึงแรงดันที่วัดไดบนอิเล็กโทรดประกอบดวย แรงดันบนขอบรวมกับแรงดันที่

ตกครอมความตานทานของอิเล็กโทรด และ 
n̂
u∂
∂

 หมายถึงความตานทานสัมผัสซึ่งเปนเพียงแฟก

เตอรของกระแสที่ตกครอมระหวางอิเล็กโทรดกับผิวหนัง จากสมการ (2.43) หมายถึงการอินทีเกรต
ความหนาแนนของกระแสตลอดอิเล็กโทรดเทากับผลรวมของกระแสที่ไหลผานอิเล็กโทรดนั้น 
สุดทายสมการ (2.44) หมายถึงไมมีกระแสไหลเขาหรือออกจากวัตถุในบริเวณที่ไมมีอิเล็กโทรด 
เชนชองวางระหวางอิเล็กโทรด สรุปไดวาโมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณประกอบดวยสมการ (2.1) 
และ (2.42) ถึง (2.44) รวมกับเงื่อนไขสําหรับการอนุรักษประจุดังนี้  
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และการเลือกกราวดเสมือน 
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• การประมวลผลเชิงเลขของโมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณ 
       โมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณดังสมการ (2.42) ถึง (2.44) สามารถเขียนใน 

รูปเชิงเลข ดังนี้ 

                                    C C=AV I                                                                                      (2.45) 

โดย A  คือโกบอลเมตริกซของสภาพความนําไฟฟา (global conductance matrix) บางครั้งเรียกวา 
เมตริกซของ stiffness, CI  คือกระแสที่จาย และ CV  คือเวกเตอรของแรงดันที่จุดตอของโมเดลของ
ไฟไนตเอลิเมนต และอิเล็กโทรดดังนี้ 

                                          c1 c2 e
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de

+
=

A A A
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 เปนแรงดันบนอิเล็กโทรด L  และ 

   
 

0
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ในสมการ (2.46) 1Ac   คือ 

    1( , )Ac i ji j dAσ φ φ
Ω

= ∇ ∇∫                                                      (2.47) 

แทนลงในสมการ (2.1) และอินทิเกรตทั่วทั้งพื้นที่หรือปริมาตรของแตละเอลิเมนต วิธีการเชิงเลข
คลายกับเมตริกซ Y  ซ่ึงพิสูจนโดยวิธีการโดยตรง สวน 2Ac  เปนการเพิ่มผลกระทบของความ
ตานทานสัมผัสที่จุดตอภายใตอิเล็กโทรด ดังสมการ 
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ในสมการ (2.46) องคประกอบของ Ae  คือ   

   
  

1( , )A
l

e i
j e

i j d
z

φ= − Γ∫      [1, ]i N∈   และ  [1, ]j L∈  

สุดทายองคประกอบ Ad  คือ 

 
1 , [1, ]

( , )
0

A jd

e for i j L
zi j

otherwise

⎧ ⎫∈⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

l       , el  คือ ความยาวของอิเล็กโทรด 

  
ซ่ึงติดตอกับชัน้สัมผัสของอิเล็กโทรด ดังนัน้อันดับแรกในการหาคาของเมตริกซ A  คือแกเงื่อนไข
ขอบเขตตามธรรมชาติ เชนโมเดลแบบชองวาง จากนั้นขยายโดย Ae  และ Ad   

2.2.3 อัลกอริธึมในการแกโมเดลแบบฟอรเวิรด (FWD Model)   
         ระบบของสมการ (2.8) และ (2.45) มีลักษณะพิเศษ โดยเมตริกซของแอตมิตแตนซ
สําหรับโมเดลอิเล็กโทรดแบบชองวาง แทนดวยเมตริกซ Y  มีขนาดเทากับ N N× สําหรับโมเดล
อิเล็กโทรดแบบสมบูรณ แทนดวยเมตริกซ A  มีขนาด ( ) ( )N L N L+ × + โดยเมตริกซ A  และ 
Y  มีลักษณะบางเบา (sparse) เนื่องจากขอมูลสวนใหญมีคาเปน 0 จํานวนของคาที่ไมเปน 0 ในแต
ละแถวของบล็อคหลักขึ้นกับจํานวนของจุดตัด (vertice ) ขางเคียงที่เชื่อมกับจุดตัดบริเวณขอบ ซ่ึง
เมตริกซมีลักษณะสมมาตรและมีคาเปนบวกเทานั้น คาที่เปนบวกภายในเมตริกซสามารถแยก
ออกเปนแฟกเตอรของสามเหลี่ยม 2 รูปโดยใชการแยกตัวประกอบดวยวิธีโชเลซกี (Cholesky 
factorization) รวมกับการแทนกลับ 

                                           AV U UV CT= =                                                       (2.51) 
โดยใชการสมมติตัวแปร ดงัสมการ 
                 U q CT =                                                    (2.52) 
แกหาคา q  แลวแทนกลับเพื่อหา V   
                                           UV q=                                                                                          (2.53)  

 
2.3 การสรางภาพ (reconstruction) 
 อัลกอริธึมในการสรางภาพสามารถแบงไดหลายรูปแบบซึ่งแตละแบบมีจุดมุงหมายในการ 
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สรางภาพที่ตางกันตามลักษณะของอิมพแีดนซ 
a) ระบบการสรางภาพแบบตางกัน (difference imaging system) เปนการสรางภาพการ  

เปลี่ยนแปลงอิมพีแดนซตลอดเวลา จะกลาวถึงในตอนถัดไป 
b) แบบสถิตหรือระบบคงที่ (static system) เปนการสรางภาพการกระจายของอิมพีแดนซ 

ปจจุบัน 
c) ระบบการสรางภาพแบบหลายความถี่เปนการสรางภาพของการเปลี่ยนแปลงอิมพ-ี 

แดนซที่ขึ้นกับความถี่ Griffith และ Zhang อธิบายวาเปนภาพที่สรางจากการเปลี่ยนแปลงอิมพี -
แดนซที่สองความถี่  สวน Brown et al อธิบายวาเปนการจายกระแสที่หลายๆความถี่แลวพิสูจนหา
คาพารามิเตอร เชน พารามิเตอรของ Cole-Cole จากการวัดคาที่ความถี่จาก 9.6 กิโลเฮริตซ ถึง 1.2 เม
กะเฮริตซ 

d) ระบบการสรางภาพแบบเคลื่อนที่ (dynamic imaging system) เปนการสรางภาพการ  
เปลี่ยนแปลงสภาพสภาพความนําไฟฟาอยางรวดเร็ว ระบบนี้สภาพความนําไฟฟาจะถูกสมมติให
เปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วเมื่อเปรียบเทียบกับผลที่ไดรับจากชวงหางระหวางสัญญาณ แตจะชาเมื่อ
เกี่ยวของกับคาบเวลาของเฟรมขอมูล 

2.3.1 การสรางภาพแบบตางกัน 
        จุดประสงคของการสรางภาพแบบตางกันคือ การสรางภาพการเปลี่ยนแปลงอิมพี – 

แดนซหรือสภาพความนําไฟฟาที่เกิดขึ้นตลอดในชวงเวลาหนึ่ง ชุดของขอมูล 1v  วัดที่เวลา 1t  และ
ชุดขอมูล 2v  วัดที่เวลา 2t  จากนั้นจะใชอัลกอริธึมในการคํานวณการเปลี่ยนแปลงสภาพความนํา
ไฟฟาจาก 1t  ไป 2t  วิธีนี้ใชสําหรับปรากฎการณที่ภาพเปลี่ยนแปลงตามเวลา (temporal imaging).
ในการประยุกตใชทางการแพทย เชนการเปลี่ยนแปลงอิมพีแดนซระหวางการหายใจ เปนตน 
นอกจากนี้การสรางภาพแบบตางกันยังใชกันอยางกวางขวางเพื่อปรับปรุงการสรางภาพใหมี
เสถียรภาพสําหรับปญหาที่เกิดขึ้นเชน การไมรูคาความตานทานสัมผัส, ความไมถูกตองของ
ตําแหนงของอิเล็กโทรด, รูปรางของขอบที่รูนอยมาก, ความไมเปนเชิงเสน และใชในการประมาณ
คาแบบ 2 มิติจากสนามไฟฟาแบบ 3 มิติ 

         ตัวดําเนินการของการประมาณคาแบบเชิงเสนใชคํานวณการเปลี่ยนแปลงสภาพความ
นําไฟฟา ในกรณีที่เปนปญหาแบบไมเปนเชิงเสนแกสมการดวยตัวดําเนินการแบบเปนเชิงเสน
รวมกับการทําซ้ํา โดยในแตละรอบของการทําซ้ําจะทําการปรับ (ใหเปนปจจุบัน) อยางไรก็ตามการ
ประยุกตใชการสรางภาพแบบตางกันสวนใหญจะสมมติใหสภาพความนําไฟฟามีการเปลี่ยนแปลง
นอย ดังนั้นจึงแกปญหาดวยตัวดําเนินการแบบเปนเชิงเสนในขั้นตอนเดียวได ตัวดําเนินการแบบ
เปนเชิงเสนถูกพัฒนาดวยจาโคเบียนเมตริกซ (jacobian matrix) เปนการอธิบายเกี่ยวกับผลกระทบ



44 
 

ของการเปลี่ยนแปลงสภาพความนําไฟฟาของทุกๆเอลิเมนตบนสัญญาณที่วัดไดระหวางคูของ
อิเล็กโทรด ถาโมเดลมีจํานวนเอลิเมนตเทากับ E  และจํานวนของการวัดศักดาเทากับ M  จาโค
เบียนเมตริกซจะมีขนาดเทากับ M E×  

2.3.1 การหาคาจาโคเบียน 
        จากตอนที่ 2.1.2 ทั้งการสรางภาพแบบคงที่และแบบตางกันมีโมเดลคือ x̂ Bz= สํา-   

หรับการสรางภาพแบบตางกนั 2 1ˆ = Δ = −x σ σ σ  เปนการเปลี่ยนแปลงการกระจายสภาพความนํา
ไฟฟาภายในไฟไนตเอลิเมนตเนื่องจากสัญญาณเปลี่ยนไปนั่นคือ 2 1z v v= −  ในชวงเวลา 1t  และ 

2t  โดยทั่วไปสัญญาณที่เวลา 1t  ใชเปนเฟรมอางอิงและ สัญญาณที่เวลา 2t  ใชเปนเฟรมขอมูล ถาไม
รูคา  1σ  คา x̂  แทนการเปลี่ยนแปลงสภาพความนําไฟฟาที่เกี่ยวของสภาพความนําไฟฟาอางอิงที่
ไมรูคา ดังสมการ ˆ = Δx σ  

        จาโคเบียนเมตริกซจะเหมือนกันทั้งของการสรางภาพแบบคงที่และแบบตางกัน 
อยางไรก็ตามจาโคเบียนของปญหาแบบฟอรเวิรดที่เปนเชิงเสนถูกพัฒนาโดยสังเกตจากการสราง
ภาพแบบตางกัน จากสมการดานลาง 
                                           z Hx n= +                                                                                    (2.54) 
โดย Hคือ เมตริกซจาโคเบียน และ n  คือสัญญาณรบกวนของระบบเนื่องจากการวัดซึ่งไมเกี่ยวกับ 
สัญญาณรบกวนไวตเกาสเซียนแบบบวก (additive white Gaussian noise; AWGN) ในแตละเอลิ

เมนต แถวที่ i และคอลัมนที่ j  ของHคํานวณไดจาก ,H i
i j

j

z
x
∂

=
∂

        และสัมพันธกับการ

เปล่ียนแปลงของการวัดในลําดับที่ i  ตอการเปลี่ยนแปลงของสภาพความนําไฟฟาของเอลิเมนต
ลําดับที่ j  ดังนั้น H  คือฟงกชันของโมเดลของไฟไนตเอลิเมนต, รูปแบบการจายกระแสและสภาพ
ความนําไฟฟาของพื้นหลัง โดยสภาพความนําไฟฟาของพื้นหลังของตัวกลางเอกพันธมีคา 0 1σ =  

สําหรับทุกๆเอลิเมนต เพื่อจะคํานวณเมตริกซการประมาณคาแบบเปนเชิงเสน H  สัญญาณที่ใชมีคา
ดังนี้ 

                                           2 1z v v= −                                                                      (2.55) 
 
แสดงในเทอมของโมเดลแบบฟอรเวิรดจะได ( ) ( )2 1z V VT Tσ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦   โดย []T  คือตัวดํา 

เนินการของการวัดระหวางอิเล็กโทรดจากเมตริกซของแรงดันที่จุดตอ โดยสมมติใหการเปลี่ยน 
แปลงสภาพความนําไฟฟาในชวงเวลาหนึ่งมีคานอยและสามารถใช 1σ σ=  และ 2σ σ σ= + Δ

จะได ( ) ( )z V VT Tσ σ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  จากนั้นทําการถายโอนสมการพีชคณิต ดังสมการ 
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( ) ( )V V
z

T σ σ σ
σ

σ
⎡ ⎤+ Δ −⎣ ⎦= − Δ

Δ
 

กําหนดให 0σΔ →                                                                                                       

ฉะนั้น                                     ( ) ( ) ( )
0

lim
σ

σ σ σ σ
σ σΔ →

+ Δ − ∂
=

Δ ∂
V V V  

เขียนในรูปแบบสมการเชิงเสน จากสมการ(2.54) จะได 

                                                ( )V
z T

σ
σ

σ
⎡ ⎤∂

= − Δ⎢ ⎥∂⎣ ⎦
 

 
โดยจาโคเบียนเทากับ             

                                                ( )V
H T

σ
σ

⎡ ⎤∂
= −⎢ ⎥∂⎣ ⎦

       

ในเทอมของโมเดลไฟไนตเอลิเมนต 

                                                ( ) ( )( )1 I
σ

σ
σ σ

−∂ ∂
=

∂ ∂
V

Y  

จากกฎลูกโซจะไดสมการสุดทายของจาโคเบียนอยูในเทอมของโมเดลไฟไนตเอลิเมนต ดังนี ้

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1T I T Iσ σ σ σ
σ σ

− − −∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
H Y Y Y Y  

เฉพาะการหาอนุพันธคํานวณไดจากอนพุนัธของ stiffness matrix 

                                                1( ( ))σ
σ

−∂
∂

Y       

อนุพันธของสมการเชิงเสนมีคาคงที่สําหรับเมตริกซของเอลิเมนต ณ ตําแหนงของเอลิเมนตที่กํา 
หนดใหและเทากับศูนยที่เอลิเมนตอ่ืนๆ คําตอบของผลลัพธที่เกิดขึ้นสําหรับการดําเนินการในแตละ
คร้ังคือเวกเตอรอ่ืนแทนดวยการเปลี่ยนแปลงแรงดันซึ่งมีจํานวนเทากับ M  เนื่องจากการ
เปลี่ยนแปลงเล็กนอยใน iσ   

                                                1( ( ))
i

i Eσ
σ

−∂
∈

∂
Y       

         การคํานวณอัลกอริธึมของจาโคเบียน ในอดีตใชวิธีมาตรฐาน(standard method) 
อยางไรก็ตามมีวิธีที่มีประสิทธิภาพมากกวาซึ่งเกี่ยวของกับความคิดในรูปแบบของการวัด โดย
นิยามวาถากระแสถูกจายจากอิเล็กโทรดที่วัด โดย ∇Φ  คือเกรเดียนทของกระแสที่ไดมาโดยการ
แกปญหาแบบฟอรเวิรด และ ∇Ψ  คือเกรเดียนทของการวัด เมื่อคอลัมนที่ i ของจาโคเบียนสัมพันธ
กับอิลิเมนตลําดับที่ i ที่ถูกกําหนด โดยอินทิเกรตผลคูณเชิงสเกลารของทั้งสองสนามทุกๆเอลิเมนต 
ดังนี้ 
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k
l

i
i

U
σ

∂
= − ∇Φ ⋅∇Ψ

∂ ∫                                                                   (2.56) 

 
Polydorides ไดอธิบายเครื่องมือของผลลัพธนี้ซ่ึงในปจจุบันเปนวิธีที่มีประสิทธิภาพมากที่สุดใน
การประมวลผลหาคาจาโคเบียน 

2.3.2 วิธีเรกูลาไรเซชัน 
           วิธีเรกูลาไรเซชันจะชวยลดผลกระทบจากการแกระบบสมการที่เปน ill-conditioned  
วิธีเรกูลาไรเซชันที่นิยมและใชอยางแพรหลายคือวิธีเรกลูาไรเซชันแบบ Tikhonov  
 สมมติให ( )n∈x x C และ ( )m∈z z C เปนเวกเตอรเชิงซอน และ ( )m n×∈H H C เปน

เมตริกซเชิงซอน ตองการหาคา x โดยกําหนดให −Hx z ในกรณีนี้ Hคือจาโคเบียนเมตริกซ 
ขณะที่ x  คือสภาพความนําไฟฟาที่เปลี่ยนไป และ z  คือแรงดันที่เปลี่ยนไป สามารถหาคาสภาพ
ความนําไฟฟา ( )x̂ ไดจาก 

                                           2ˆ arg min x= −x Hx z                                                              (2.57)     
ซ่ึงเปนการแกปญหาแบบกําลังสองนอยสุด (least squares solution) โดย arg min x หมายถึง 
อารกิวเมนตของ x  ซ่ึงมีคานอยที่สุด 
  2.3.2.1 วิธีเรกลูาไรเซชันแบบ Tikhonov  

  วิธีเรกูลาไรเซชันแบบ Tikhonov มีการเพิ่มสมการลงในสมการ (2.57) แสดงใน 
สมการ (2.58) โดยการอางถึงขอมูลกอนหนา (prior information) 

                                           2 22ˆ arg min { }x λ= − +x Hx z Rx                                       (2.58) 
    โดย R คือเมตริกซของเรกูลาไรเซชัน และมีคาเทากับเมตริกซเอกลักษณ 
(identity matrix) เขียนในรูปโมเดลทางคณิตศาสตรไดดังนี้ R I=  และ 22λ Rx  แทนขอมูลกอน
หนาที่เกี่ยวกับสภาพความนําไฟฟา โดย x  มีคานอยและเปลี่ยนแปลงอยางชาๆ การแกสมการ 
(2.58) คํานวณไดจากการแปลงกลับเมตริกซของเรกูลาไรเซชัน ดังสมการ 
 

                                           1ˆ ( )T Tλ −= + =x H H R H z Bz                                                  (2.59) 
λ คือคาไฮเปอรพารามิเตอร (hyperparameter) ใชควบคุมการแลกเปลี่ยนระหวางเสถียรภาพของ
การแกปญหากับความใกลเคียงของการแกปญหาดวยเรกูลาไรเซชัน ซ่ึงอาจจะตองเสียอยางใดอยาง
หนึ่งไป 

2.3.2.2  วิธีเรกลูาไรเซชันแบบ Laplacian[4] 
        วิธีเรกูลาไรเซชันแบบ Laplacian เปนการประยุกตใชฟลเตอรที่ไวตอขอบ (edge  
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sensitive filter) โดยเมตริกซ R  อยูบนพื้นฐานของฟลเตอรที่ไวตอขอบ ซ่ึงคํานวณจากเอลิเมนตตัว
มันเองและเอลิเมนตที่อยูรอบๆ โดยกําหนดใหเอลิเมนตที่อยูรอบๆมีคาน้ําหนักเทากับ -1 และเอลิ-
เมนตตัวมันเองมีน้ําหนักเทากับ D+1 (D คือมิติของโมเดล)  สําหรับเอลิเมนตอ่ืนๆ มีน้ําหนักเปน
ศูนย ดังนี้ 

                           
 

2.3.3 อัลกอริธึมแบบเกาส–นิวตัน (Gauss–Newton algorithm)[10] 
        การแกปญหาของสมการกําลังสองนอยสุดแบบไมเปนเชิงเสน ทําไดโดยการทําซ้ํา ซ่ึง

ในแตละรอบของการทําซ้ําจะใชสมการกําลังสองนอยสุดแบบเปนเชิงเสน โดยหาคาต่ําสุดของ
ผลรวมกําลังสองของฟงกชันไมเปนเชิงเสน m  จํานวนดังสมการ 

                    ( ) ( ) ( )2

1

1min , ,
2n

m

i
x R i

f x f x r x m n
∈ =

= ≥∑                                                (2.60) 

โดยที่ ( )ir x  เปนฟงกชันเศษตกคางแบบไมเปนเชิงเสนตลอด nR  
        วิธีพื้นฐานสําหรับปญหากําลังสองนอยสุดแบบไมเปนเชิงเสนคือตองการอนุพันธของ

ขอมูลที่เกี่ยวกับองคประกอบของ ( )ir x จํานวนสองคาที่ตางกันอยางตอเนื่อง จะไดจาโคเบียนของ
เวกเตอรเศษตกคางดังนี้ 

( ) ( )( ) ,m n i
i j

j

r xJ x R J x
x

× ∂
∈ =

∂
 

โดย 1,...,i m=  และ 1,...,j n=  และ Hessian matrix ของ ( )ir x  คือ 
2

2 ( )( ) ( ) , ( ) , 1,...,n n i
i i i jk

j k

r xG x r x R G x x m
x x

× ∂
= ∇ ∈ = =

∂ ∂
 

จะไดอนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสองของ 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

Tf x r x r x r x= =  ดังนี้ 

( ) ( ) ( )Tf x J x r x∇ =                                                                    (2.61) 

                          2

1
( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

m
T

i i
i

f x J x J x Q x Q x r x G x
=

∇ = + =∑                                (2.62) 

สามารถนําคาทั้งสองไปใชประโยชนได สําหรับวิธีเกาส-นิวตัน อาจเพิกเฉยคา ( )Q x จากสมการ 
2.62 เนื่องจากมีคานอย แตกตางจากวิธีนิวตัน ทําใหการแกสมการเร็วข้ึน อยางไรกต็ามวิธีนิวตันดี
กวาในกรณีทีป่ญหาเปนแบบไมเปนเชิงเสนมาก 
         วิธีเกาส-นิวตันสําหรับปญหาของสมการ 2.60 อยูบนพื้นฐานของลําดับการประมาณ
คาเชิงเสนของ ( )r x  ถา kx แทนคา ณ ปจจุบัน และ kp  หาไดจากสมการดังนี ้



48 
 

2
min ( ) ( ) , n

k kp
r x J x p p R+ ∈  

และประมาณคาโดย 1k k kx x p+ = +  
        ขอดีของวิธีนี้คือสามารถแกปญหาแบบรอบเดียว โดยลูเขาไดเร็วในกรณีที่สมการ

กําลังสองนอยสุดแบบไมเปนเชิงเสนมีคานอย อยางไรกต็ามมันอาจไมลูเขาถามีความไมเปนเชิงเสน
มาก 
 
2.4 EIDORS (Electrical Impedance and Diffuse Optical Reconstruction Software )[4] 
 EIDORS เปนซอฟแวรอิสระ (free software) ที่เหมาะสําหรับการสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟา (electrical impedance tomography : EIT) และภาพตัดขวางการกระจายตัวทางแสง 
(diffuse optical tomography : DOT)  EIDORS รุนแรกมาจากวิทยานิพนธของ Vauhkonen (1997) ที่
ถูกพัฒนาบน MATLAB สําหรับเมชแบบสองมิติ โดยแกปญหาแบบฟอรเวิรด จากนั้นสรางภาพ
และแสดงผล เพื่อที่จะรองรับการแกปญหาการสรางภาพของโมเดลแบบสามมิติ จึงไดมีโครงการ
ใหมขึ้นมาเรียกวา EIDORS3D (รุนที่ 2) โดยวิทยานิพนธของ Polydorides (2002) แพจเกจของ
ซอฟตแวร EIDORS มีการแบงปน (share) ในดานพื้นฐานเชิงตัวเลขและอัลกอริธึมที่เหมือนกัน แต
มีการแบงปนรหัส (code) ของซอฟแวรนอยมาก ซอฟแวรแตละตัวจะจําลองตัวกลางโดยใชไฟไนต
เอลิเมนต และสรางภาพดวยเทคนิคการแปลงกลับของเรกูลาไรเซชัน (regularized inverse)  
 

 2.4.1 สถาปตยกรรมของซอรฟแวร (software architecture) 
         ซอฟตแวร EIDORS ประกอบดวยขอมูล (data), ภาพ (image), fwd_model (forward 
model) และ inv_model (inverse model) โดยทั้งหมดมคีุณสมบัติตามชื่อและชนิด 

        2.4.1.1 fwd_model เปนสวนที่ซับซอนที่สุดของซอฟตแวร EIDORS เนื่องจากถูกออก  
แบบใหแทนที่โมเดลไฟไนตเอลิเมนต, ตําแหนงและคุณสมบัติของอิเล็กโทรด รวมทั้งรูปแบบการ
กระตุน นอกจากนี้ยังมีฟงกชันที่ใชแกปญหาแบบฟอรเวิรด ดังภาพประกอบ 2-8 

      โมเดลของไฟไนตเอลิเมนตถูกอธิบายในรูปแบบของจุดตอ (nodes) มีมิติเทา  
กับ V D× , เอลิเมนต (elems) มีมิติเทากับ ( )1N D× + และขอบเขต (boundary) มีมิติเทากับ 
B D×  โดยที่ V คือจํานวนของจุดตอ (vertices), N คือจํานวนของเอลิเมนต (simplices), B คือ
จํานวนของเอลิเมนตที่อยูบริเวณขอบของโมเดลและ D  คือมิติของโมเดล โดย D = 2 สําหรับโม 
เดล 2 มิติ และ D  = 3 สําหรับโมเดล 3 มิติ และ gnd node คือจุดตอที่ตอกับกราวด  

      อิเล็กโทรดจะถูกกําหนดดวยเวกเตอรของอิเล็กโทรดซึ่งมีขนาดเทากับ 1E ×   
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และแตละอิเล็กโทรดประกอบดวย z _contact ซ่ึงเปนปริมาณสเกลาร และ nodes เปนปริมาณ
เวกเตอร ซ่ึงแทนที่ความตานทานสัมผัส และจุดตอที่เชื่อมโยงกับอิเล็กโทรดตามลําดับ  อิเล็กโทรด
แบบจุดจะมีจุดตอเพียงจุดเดียวและมีคา z_contact = 0 ขณะที่โมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณ จะมี

จุดตอหลายจุดและ z _contact ≥ 0  
      ในการใชอิเล็กโทรดเหลานี้ ลําดับของรูปแบบการกระตุนแทนดวยสัญลักษณ  

S  จะถูกจายกระแส และวัดแรงดันเพื่อใหเกิดกรอบของขอมูล รูปแบบของการกระตุนถูกกําหนด
โดยเวกเตอรของการกระตุนซึ่งมีขนาดเทากับ 1S ×  ในการกระตุนแตละครั้งจะไดขอมูลซ่ึง
ประกอบดวย stimulation, stim_ pattern และ meas_ pattern โดย stimulation คือปริมาณของการ
กระตุนบริเวณอิเล็กโทรด (จายกระแสและวัดแรงดัน) ,stim_ pattern คือ จํานวนครั้งของการกระตุน 
(ในที่นี้หมายถึงจํานวนครั้งของการจายกระแสและเปนเมตริกซขนาด 1×E ) และ meas_pattern คือ
จํานวนครั้งของการวัด ซ่ึงเมตริกซมีลักษณะบางเบา (sparse matrix) และมีขนาดเทากับ iME ×

โดย iM  คือแรงดันที่วัดไดบนอิเล็กโทรดจากการจายกระแสครั้งที่ i  ยกตัวอยางเชน ถา k = 2 เปน
ความแตกตางของสัญญาณระหวางอิเล็กโทรด 4 และ 5 แลว kjpatternmeas ,_  เปน 1 เมื่อ 4j =

และ -1 เมื่อ 5j =  จํานวนของการวัดทั้งหมดในแตละเฟรมคือ ∑
=

=
S

i
iMM

0

 

      สําหรับระบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาหลายๆระบบจะมี 
รูปแบบการกระตุนแบบขั้วขางเคียง (adjacent) คือจะไมวัดแรงดันบนคูอิเล็กโทรดที่จายกระแส)  
เพราะฉะนั้นจะไดจํานวนครั้งของการวัด ( )3−×= EEM  สําหรับระบบที่มี 16 อิเล็กโทรด 

208M =   ขอมูลที่เก็บจะมีขนาดเทากับ FE ×2  โดย F  คือจํานวนของกรอบขอมูล (data 
frames) เพื่อใหงายขึ้นเราอาจใชฟงกชัน meas_select ซ่ึงมีขนาดเทากับ 2 1E ×  แทนผลตอบสนอง
ในแตละตําแหนงที่เกิดจากการวัดในแตละเฟรม 

      นอกจากนี้ EIDORS ยังมีฟงกชันใชงานทั่วไป เชน mk_circ_tank..m, mk_  
stim_ patterns.m และ mk_common_ model.m ฟงกชันเหลานี้จะทําใหการสรางโมเดลของไฟไนต
เอลิเมนตแบบวงกลมและทรงกระบอกงายขึ้น และสามารถกําหนดโพรโทคอลของการกระตุนแบบ
ขั้วขางเคียง (ทั้งจายกระแสและวัดแรงดัน) ใน fwd_model ยังประกอบดวยฟงกชันที่ใชแกปญหา
แบบฟอรเวิรด คือ solve, jacobian และ system _mat โดยรูปแบบของฟงกชันคือ fwd_solve( ), 
calc_jacobian( ) และ calc_system_mat( ) ยกตัวอยางเชน fmdl เปน fwd_model สามารถคํานวณหา
เมตริกซของระบบ (system matrix ) ไดจาก 

Smat = calc_system_mat ( fmdl ); 
      โคดนี้จะเรียกฟงกชันที่เหมาะสมและจัดการกับแคลชของการประมวลผล ใน 
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กรณีนี้ถาเมตริกซของระบบถูกคํานวณมากอนหนานี้ โดยมีคาเหมือนกับ fmdl คานี้จะถูกนํามาใช
ใหมโดยไมตองเรียกฟงกชันอีกครั้ง  

DV ×

( )1+× DN

DB×

12 ×E

1×E

jME×

 
ภาพประกอบ 2-8 โครงสรางของ fwd_ model [4] 

 
         2.4.1.2 ขอมูล (Data) แทนกรอบของขอมูลที่วัดหรือจําลองได โครงสรางของขอมูล 
แสดงดังภาพประกอบ 2-9 ประกอบดวย frame_data, meas และ time (acquisition time) ซ่ึงมีหนวย
เปนวินาที ในการประยุกตใชงาน time ถูกกําหนดใหขึ้นกับจุดเริ่มตนอื่นๆ เชน จุดเริ่มตนของการ
ทดลอง โดยอาจจะมีคาเทากับ 0 หรือ -1 สําหรับเวลาที่ไมรู หรือการจําลองขอมูล  meas มีขนาด
เมตริกซเทากับ 1M ×  โดย M คือจํานวนของการวัดในแตละเฟรม (ผลรวมของการวัดในการ
กระตุนแตละครั้ง)  

ขอมูลอาจจะโหลดขอมูลไปยัง EIDORS โดยใชฟงกชัน eidors_ readdata() ซ่ึง 
เปนอินเตอรเฟซของรูปแบบการเก็บขอมูลที่ใชโดยผูผลิตเครื่องมือ EIT บางเครื่อง 

ในบางครั้งขอมูล (data object) อาจประกอบดวยทางเลือก 2 ทางคือรูปแบบ (con - 
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figuration) คือตัวอักษรที่ผูใชระบุขึ้นรวมกับฟงกชันที่คลายกัน และ fwd model เปนการรับรองวา
ขอมูลที่เสนอมีความถูกตองและสามารถนําไปใชสรางโมเดลที่ถูกตอง  

1×M

 
ภาพประกอบ 2-9 โครงสรางของ data  [4] 

 
         2.4.1.3 Inv_model แสดงดังภาพประกอบ 2-10 แสดงกลุมของขอมูลที่จําเปนสําหรับ
การสรางภาพ ชนิดของการสรางภาพแบบพื้นฐานแบงออกเปน 2 แบบคือ ‘difference’ สรางภาพ
จากขอมูลที่แตกตางกัน 2 ขอมูล กับ ‘static’ สรางภาพจากขอมูลเดี่ยว ซ่ึงฟงกชันที่มีอยูบนพื้นฐาน
ของอัลกอริธึมการสรางภาพรวมกับวิธีเรกูลาไรเซชัน โดยมีขอมูลที่จําเปนคือ ขอมูลกอนหนา 
(image prior) และการเลือกคาไฮเปอรพารามิเตอร (hyperparameter) ในกรณีทั่วไปคาไฮเปอรพารา 
มิเตอรอาจมีคาคงที่ แตในกรณีที่ซับซอนมากๆการเลือกคาไฮเปอรพารามิเตอรอาจถูกระบุดวยฟงก 
ชันเชน 'aa_calc_noise_figure' 

 โดยปกติขอมูลกอนหนาอาจถูกใช 2 ทาง คือรูปแบบเรกูลาไรเซชันของ λRx    
หรือ 

R
λx  ซ่ึง x  คือเวกเตอรของคาเอลิเมนตของภาพ (image element values) กรณีทั่วไปสวน

ใหญจะใชคานอรมกําลังสอง (quadratic norm) ซ่ึงแทนดวย 2 Tλ x Rx  หรือ 2 T Tλ x R Rx ตามลําดับ 
การจําลองภาพแตละครั้งเพื่อใหไดภาพที่ชัดเจนจะขึ้นอยูกับชนิดของขอมูลกอนหนา ซ่ึง EIDORS 
มีฟงกชันที่ตางกันสองชนิดในการคํานวณคาขอมูลกอนหนา คือ R_prior และ RtR_prior ในบาง
กรณีผูใชอาจใชทั้งสองคา เมื่ออัลกอริธึมใน solve ถูกเรียกใช มันจะเรียกไปยัง R_prior และ RtR_ 
prior 
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81 −e
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ภาพประกอบ 2-10 โครงสรางของ inv_model[4] 
 
         2.4.1.4 ภาพ (Image) แทนคาตัวนําไฟฟาที่สรางหรือจําลองขึ้น จากภาพประกอบ 2-11
แสดงโครงสรางของภาพ โดย elem_data เปนเมตริกซขนาด 1N ×  คือ คาของแตละเอลิเมนตของ
ภาพในโมเดลไฟไนตเอลิเมนต 

image

fwd_model

elem_data;
type;
name; ‘3D stimulation’

fmd model structure

[Matrix]  
‘image’

1×N

 
ภาพประกอบ 2-11 โครงสรางของ image [4] 

 
 

 



บทที่ 3 
 

วิธีดําเนินงานวิจัย 
 

ในบทนี้กลาวถึงขั้นตอนในการดําเนินงานวิจัย โดยเริ่มจากการศึกษาการสรางภาพตัดขวาง
ความตานทานไฟฟาดวย EIDORS เวอรชัน 3.3 วามีกระบวนการในการสรางภาพอยางไร  จากนั้น
ทําการทดสอบความสามารถของเรกูลาไรเซชันที่มีอยูคือแบบ Tikhonov และ Laplacian รวมกับอัล
กอริทึ่มของเกาส – นิวตันแบบรอบเดียว โดยทดลองวางวัตถุที่มีระยะหางไมเทากัน 2 แบบคือที่
ระยะหางประมาณ 1.7 เซนติเมตรและแบบที่วางใกลกันที่สุดที่ยังคงแยกแยะวัตถุจากภาพตัดขวาง
ความตานทานไฟฟาได แตเนื่องจากเกิดขอผิดพลาดเพราะจํานวนเอลิเมนตนอยเกินไป จึงตองทํา
การปรับปรุงจํานวนของเอลิเมนตภายในโมเดลโดยใชวิธีที่เรียกวา dual model ประกอบดวยโมเดล
สองตัว คือแบบที่มีจํานวนเอลิเมนตมากเรียกวา fine model และแบบที่มีจํานวนเมชนอย เรียกวา 
coarse model เพื่อแกปญหาขอจํากัดของทรัพยากรในการคํานวณ นอกจากนี้ยังคํานึงถึงการนําไป
ประยุกตใชงานไดจริงจึงไดมีการเปรียบเทียบผลการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจาก
โมเดลแบบ 8 และ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ สุดทายศึกษาผลกระทบของระยะหาง
ระหวางระนาบของอิเล็กโทรดตอขนาดและรูปรางของวัตถุที่ตรวจจับไดจากการสรางภาพตัดขวาง
ความตานทานไฟฟา 

 
3.1 การสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาดวย EIDORS เวอรชัน 3.3 

การสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟามีกระบวนการดังภาพประกอบ 3-1 สามารถแบง
ออกเปน 3 สวนหลักๆ โดยเริ่มจากสรางโมเดลไฟไนตเอลิเมนต (FEM) และกําหนดรูปแบบของ
การจายกระแสและวัดแรงดันที่อิเล็กโทรด จากนั้นจําลองขอมูลจากตัวกลางที่เปนเอกพันธและไม
เปนเอกพันธ สุดทายสรางโมเดลของอินเวอรส และทําการแกปญหาอินเวอรส พรอมแสดงผล 

จากภาพประกอบ 3-1 ขั้นตอนแรกทําการสรางโมเดลไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงสามารถสรางได
ทั้งแบบ 2 มิติ และ 3 มิติ โดยฟงกชันที่ใชงานมีอยูหลายฟงกชัน ยกตัวอยางเชน mk_common_ 
model และ create_tank_mesh_ng โดย mk_common_model เปนฟงกชันที่มีรูปแบบที่แนนอนไม
สามารถปรับเปลี่ยนได ดังภาพประกอบ 3-2 ประกอบดวยพารามิเตอร 2 ตัวคือ mdl_string ซ่ึงประ 
กอบดวยตัวอักษรจาก a ถึง f และจํานวนอิเล็กโทรดในหนึ่งระนาบและจํานวนระนาบของ
อิเล็กโทรด ยกตัวอยางเชน mk_common_model ('a2C',16) แสดงวาเปนโมเดลรูปวงกลมขนาด 2 มิติ ที่
มี 16 อิเล็กโทรด ประกอบดวย 64 เอลิเมนตภายในโมเดล และ mk_common_ model ('b3cr',[16,3]) 
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แสดงวาเปนรูปทรงกระบอกประกอบดวย 16 อิเล็กโทรด 3 ช้ัน สามารถดูรายละเอียดดูไดใน
โฟลเดอร models /a_adler ไฟล mk_common_model.m อยางไรก็ตามฟงกชันนี้มีขอจํากัดคือไม
สามารถกําหนดขนาดของโมเดลและจํานวนอิเล็กโทรดได สําหรับ create_tank_mesh_ng เปน
ฟงกชันที่ใชสรางโมเดลรูปทรงกระบอก โดยทํางานรวมกับโปรแกรม Netgen เพื่อสรางเมชภายใน
โมเดล ซ่ึงสามารถกําหนดขนาดของโมเดล, จํานวนอิเล็กโทรด และรูปแบบของอิเล็กโทรด ดัง
ภาพประกอบ 3-3 โดย Netgen คือเครื่องมือที่ใชสรางเมชแบบอัตโนมัติ ทั้ง 2 มิติ และ 3 มิติ โดย
สําหรับ 2 มิติ จะสรางเมชแบบสามเหลี่ยม (triangular) หรือส่ีเหล่ียมดานไมเทา (quadrilateral) และ
รูปทรงสี่หนา (tetrahedral) สําหรับ 3 มิติ  
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ภาพประกอบ 3-1 กระบวนการในการสรางภาพ 
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ภาพประกอบ 3-2 บล็อกไดอะแกรมการสรางตนแบบโมเดลดวยฟงกชัน mk_common_model 

 

 
 

ภาพประกอบ 3-3 ขั้นตอนการสรางตนแบบโมเดลดวยฟงกชัน create_tank_mesh_ng  
 

จากภาพประกอบ 3-3 อธิบายการทํางานไดดังนี้  
• สวนที่ 1 Input เปนการกําหนดคาพารามเิตอรตางๆดังนี้ 

   - tank_radius คือรัศมีของโมเดล  มีหนวยเปนเซนตเิมตร 
   - tank_height คือความสูงของโมเดล  มีหนวยเปนเซนติเมตร 

   -  CorR คือรูปแบบของอิเล็กโทรด ถากําหนดเปน ‘C’ แสดงวาอิเล็กโทรดเปนวงกลม และ 
‘R’ แสดงวาอิเล็กโทรดเปนสี่เหล่ียม  
   - log2_electrodes_per_plane คือคา log ฐาน 2 ของจํานวนอิเล็กโทรดในแตละชั้น 

               - no_of_planes คือ จํานวนของชั้นอิเล็กโทรด 

   - first_plane_starts คือตําแนงของอิเล็กโทรดระนาบแรก ตามพิกัดในแนวแกน z  
   - height_between_centres คือระยะหางระหวางชัน้อิเล็กโทรด 

   - electrode_width คือความกวางของแผนอิเล็กโทรด มีหนวยเปนเซนติเมตร 

   - electrode_height คือความสูงของแผนอิเล็กโทรด  มีหนวยเปนเซนติเมตร 

   - fnstem คือช่ือไฟลที่ใชเกบ็ในโปรแกรม Netgen 
   - elec_mesh_density คือ ความหนาแนนของเมชที่มีมากบริเวณใกลอิเล็กโทรด ดังภาพ 
ประกอบ 3-4 

• สวนที่ 2 เปนกระบวนการสรางเมชโดยใชฟงกชัน create_tank_mesh_ng   
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 • สวนที่ 3 เปนการแสดงผลโดยใชคําสั่ง show_fem 
 

 
 

ภาพประกอบ 3-4 พารามิเตอรของอินพุท 
 

ตอมากําหนดรูปแบบการจายกระแสและวัดแรงดันโดยใชฟงกชัน mk_stim_pattern 
สามารถกําหนดไดหลายรูปแบบ ดังภาพประกอบ 3-5 นอกจากนี้ยังมีทางเลือก (options) ของการวัด
แรงดันวาจะใหวัดแบบใด ยกตัวอยางเชน 'no_meas_current' เปนกําหนดวาไมตองวัดแรงดันบน
อิเล็กโทรดที่จายกระแส  
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ภาพประกอบ 3-5 รูปแบบของการจายกระแสและวดัแรงดัน 
 

จากภาพประกอบ 3-5 ทําการกําหนดคาพารามิเตอรดังนี ้
- n_elec คือ จํานวนของอิเล็กโทรดตอระนาบ 
- n_rings คือ จํานวนระนาบของอิเล็กโทรด 
- inj คือ รูปแบบของการจายกระแส (injection pattern)  
- meas คือ รูปแบบของการวดัแรงดัน (measurement pattern) 
- options คือทางเลือกของการวัดแรงดนั 
- amplitude คือ ขนาดของกระแสที่จายใหอิเล็กโทรด โดยมีคาอางอิงเทากับ 1 มิลลิแอมป 

นอกจากนี้ ยังสามารถเลือกรูปแบบการจายกระแสและวดัแรงดัน ดังนี ้
-  '{ad}' เปนแบบขั้วขางเคียง  (adjacent drive) สมมูลกับ [0 1] 

       -  '{op}' เปนแบบขั้วตรงขาม (opposite drive) สมมูลกับ [0, n_elec/2] 
-  '{trig}' เปนการจายดวยสัญญาณตรีโกณมิต ิ(trigonometric drive) [sin,cos,sin,cos ...] 
-  '{mono}' เปนการจายระหวางอิเล็กโทรดแตละตวั (กระแสออกจากกราวด) 
- แบบไบ-โพลาร (Bi-polar injection patterns) เปนการจายกระแสแบบ [x y] โดยเริ่มจาก 

[x,y]  ถัดไปคือ [x+1,y+1]  
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- แบบโมโน-โพลาร (Mono-polar injection patterns) เปนการจายกระแสแบบ [x] โดยเริ่ม
จาก [x] ถัดไปคือ [x+1]  
พรอมทั้ง ทางเลือกของการวดัแรงดัน  
       - 'no_meas_current' / 'meas_current'  วัดหรือไมวัดอิเล็กโทรดที่จายกระแส  
       - 'rotate_meas' / 'no_rotate_meas'  วัดแบบวนรอบหรือไมวนรอบ  
       - 'do_redundant' / 'no_redundant'   วัดแบบทําซ้ําหรือไมทําซ้ํา โดยเปรียบเทยีบกัน  
 

จากนั้นคํานวณหาคาแรงดันในแตละเอลิเมนตโดยใชฟงกชัน fwd_solve เพื่อใชเปนขอมูล
อางอิง ในขั้นตอนนี้ไดทําการกําหนดใหทุกเอลิเมนตมีพื้นหลังของภาพเทากับ 1 โดยเมทริกซมี
ขนาดเทากับ 1E×  ซ่ึง E  คือจํานวนเอลิเมนต และสรางโมเดลแบบฟอรเวิรดโดยใชฟงกชัน 
eidors_obj ซ่ึงเปนฟงกชันที่ใชสรางไฟลไมวาจะเปนไฟลชนิด fwd_model, inv_model, data หรือ 
image ตอมาทําการจําลองวัตถุภายในโมเดล โดยใชความสัมพันธของจุดตอ (nodes) เชื่อมโยงเอลิ
เมนตหลายๆ เอลิเมนตจนเปนกอน และคํานวณหาคาแรงดันในแตละเอลิเมนตโดยใชฟงกชัน 
fwd_solve เพื่อเปนขอมูลที่ใชสรางภาพ สุดทายกําหนดฟงกชันของอินเวอรสที่จําเปนสําหรับแก
สมการเชน อัลกอริทึ่มที่ใชแกสมการ, ชนิดของการสรางภาพ, ชนิดของเรกูลาไรเซชัน, คาไฮเปอร
พารามิเตอร และไฟลโมเดลแบบฟอรเวิรด เปนตน รายละเอียดดังภาพประกอบ 3-6 พรอมสราง 
โมเดลแบบอินเวอรสดวยฟงกชัน eidors_obj อีกครั้ง แลวทําการแกปญหาดวยฟงกชัน inv_solve 
เพื่อหาคาสภาพความนําไฟฟาที่เปลี่ยนไปและแสดงผลเปนภาพดวยฟงกชัน show_fem หรือ 
show_slice  
 

                          
 

ภาพประกอบ 3-6 ฟงกชันทีจ่ําเปนสําหรับแกสมการของ inverse 
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3.2 การสรางภาพตดัขวางความตานทานไฟฟาโดยใชเรกูลาไรเซชันแบบ Tikhonov และ Laplacian 

ขั้นตอนแรกจําลองโมเดลที่มีลักษณะเปนแทงกรูปทรงกระบอก (cylindrical tank) ขนาด
เสนผาศูนยกลาง 10 เซนติเมตร สูง 12 เซนติเมตร เนื่องจากเตานมมีขนาดรัศมีประมาณ 3-5 
เซนติเมตร โมเดลไฟไนตเอลิเมนตประกอบดวยอิเล็กโทรดสองระนาบ ระนาบละ 16 อิเล็กโทรด
วางภายในผิวของโมเดล อิเล็กโทรดระนาบแรกวางอยูที่ความสูง z = 4 เซนติเมตร ระยะหาง
ระหวางระนาบของอิเล็กโทรดเทากับ 4 เซนติเมตร อิเล็กโทรดเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผาขนาด 15×10 
ตารางมิลลิเมตร ดังภาพประกอบ 3-7 โดยใชฟงกชัน create_tank_mesh_ng สรางโมเดล
ทรงกระบอกขนาด 3 มิติ และเก็บในไฟลที่ช่ือวา fmdl ทั้งนี้โมเดลไฟไนตเอลิเมนตประกอบดวย 
4,450 อิลิเมนต และ 1,179 โหนด 
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ภาพประกอบ 3-7 โมเดลของ FEM 

 
จากนั้นกําหนดรูปแบบการจายกระแสและวัดแรงดันโดยใชฟงกชัน mk_stim_pattern ใน

การทดลองนี้ใชรูปแบบการจายกระแสและวัดแรงดันแบบขั้วขางเคียงและกําหนดขนาดของกระแส
เทากับ 1 มิลลิแอมป โดยไมไดระบุความถี่ของกระแส เนื่องจากซอฟตแวรถูกออกแบบใหมีความ
ยืดหยุนตอระบบของการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา[4] จํานวนขอมูลที่วัดไดทั้งหมด 
928 ขอมูล รายละเอียดทั้งหมดดังภาพประกอบ 3-8 ซ่ึงเปนขอมูลที่มีความสําคัญในการแกปญหา
แบบฟอรเวิรด ถัดมาทําการจําลองวัตถุภายในโมเดล ดังภาพประกอบ 3–9 โดยวัตถุสีแดงและสีน้ํา
เงินเปนวัตถุชนิดเดียวกัน แตที่แยกคนละสี เพื่อใหเห็นความแตกตางอยางชัดเจน และมีลักษณะเปน
แทงยาว ขั้นตอนตอไปทําการแกปญหาแบบฟอรเวิรด จากนั้นใชวิธีเรกูลาไรเซชันเพื่อทําใหระบบมี
ความเสถียร โดยเรกูลาไรเซชันที่เลือกใชเปนแบบ Tikhonov และ Laplacian ตอมากําหนดคา
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ไฮเปอรพารามิเตอร (hyperparameter) ที่เหมาะสมเพื่อใหภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่สราง
ขึ้นใกลเคียงกับภาพอางอิงมากที่สุด จากการสังเกต สุดทายแกปญหาแบบอินเวอรสโดยใชอัลกอริ
ทึ่มของเกาส–นิวตันแบบรอบเดียว ทําการเปรียบเทียบผลที่ไดจากการใชเรกูลาไรเซชันแบบ 
Tikhonov และ Laplacian เพื่อเปรียบเทียบความสามารถในการสรางภาพดวยวิธีเรกูลาไรเซชันที่
ตางกันสองแบบ จึงไดออกแบบการทดลองออกเปนสองกรณี คือกรณีแรกวางวัตถุใหหางกันที่
ระยะหาง 1.7 เซนติเมตร และกรณีที่สองวางวัตถุใหใกลกันมากที่สุดที่ยังคงแยกแยะวัตถุออกจาก
กันไดเมื่อเปรียบเทียบกับภาพอางอิง  
 

 
 

ดังภาพประกอบ 3-8 รายละเอียดของ fmdl 
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                                                       (a)                                                    (b) 
ภาพประกอบ 3-9 จําลองวัตถุสองรูปแบบ (a) วางวัตถุหางกันประมาณ 1.7 เซนติเมตร (b) วางวัตถุ

ใกลกันที่สุดทีย่ังคงแยกแยะวัตถุออกจากกนัได 
 



62 
 

3.3 การปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตโดยใช dual model  
จากการศึกษาในหัวขอ 3.2 พบขอผิดพลาดเนื่องจากเอลิเมนตมีขนาดใหญเกินไป ทําใหคา

อิมพีแดนซที่คํานวณไดเกิดความคลาดเคลื่อนมาก เพราะฉะนั้นความถูกตองของการสราง
ภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจะแปรผันตามขนาดและจํานวนของเอลิเมนตภายในโมเดล[5] 
ดังนั้นถาโมเดลมีจํานวนเอลิเมนตมากภาพที่ไดก็จะมีความถูกตองมากกวาโมเดลที่มีจํานวนเอลิ
เมนตนอย อยางไรก็ตามในการคํานวณก็คอนขางซับซอน ทําใหทรัพยากรที่มีอยูไมเพียงพอ 
เนื่องจากเมทริกซมีขนาดใหญมาก ดังนั้นจึงไดประยุกตเอาวิธีการแกปญหาที่เรียกวา dual model วิธี
นี้จะสรางโมเดลขึ้นมาสองตัว โมเดลแรกสรางในสวนของการแกปญหาแบบฟอรเวิรด โดยใหมี
จํานวนเอลิเมนตมากๆ (fine model) เพื่อใหแมนยําตอการระบุตําแหนงและรูปรางของวัตถุ โมเดล
ตัวที่สองสรางเพื่อชวยใหการแกสมการในการแกปญหาแบบอินเวอรส มีความซับซอนนอยลง
เนื่องจากมีจํานวนเมชนอย (coarse model) โดยมีการแมปโมเดลระหวางกัน ฟงกชันที่ใชในการ
แมปโมเดลคือ mk_coarse_fine_mapping สุดทายแกสมการหาคาการกระจายของอิมพีแดนซ ดัง
ภาพประกอบ 3-10 

ตอมาไดทําการทดลองสรางวัตถุภายในโมเดล พบวาขนาดของวัตถุที่เล็กที่สุดที่สรางภาพ
ไดประมาณ 1 เซนติเมตร ดังภาพประกอบ 3-11 

 

 
 

ภาพประกอบ 3-10 กระบวนการสรางภาพดวยวิธี dual model [11] 
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ภาพประกอบ 3-11 ขนาดของวัตถุเล็กที่สุดที่ยังคงสรางภาพได 
 
จากนั้นคนหาระยะทางนอยที่สุดระหวางวัตถุทั้งสอง ซ่ึงเมื่อสรางภาพแลวยังคงแยกแยะ 

วัตถุทั้งสองออกจากกันได โดยคํานึงถึงการนําไปประยุกตใชงานจริง เนื่องจากเมื่ออิเล็กโทรดมาก
จํานวนสายนําสัญญาณที่ตอบริเวณอิเล็กโทรดจะมากตามไปดวย ดังนั้นจึงออกแบบการทดลองโดย
เปรียบเทียบผลการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจากโมเดลแบบ 8 และ 16 อิเล็กโทรดตอ
ระนาบ จํานวน 2 ระนาบ ขั้นตอนในการดําเนินการทดลองมีดังนี้ เร่ิมดวยการสรางโมเดลไฟไนตเอ
ลิเมนตที่มีขนาดเทากับการศึกษาในหัวขอ 3.2 จากนั้นกําหนดรูปแบบการจายกระแสและวัดแรงดัน
เปนแบบขั้วขางเคียง และทําการปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตโดยใชทางเลือกที่มีใน Netgen จากการ 
ศึกษาใน tutorial/fem modeling/Build Double Plane Models with Netgen.mht ถัดมาแกสมการแบบ 
ฟอรเวรด ทั้งขอมูลของตัวกลางที่เปนเอกพันธและไมเอกพันธ โดยวัตถุที่จําลองมีรูปรางคลายทรง
กลม และมีขนาดเสนผานศูนยกลางเทากับ 2.5 และ 3 เซนติเมตร ทั้งนี้เทียบกับกอนมะเร็งที่ตรวจ
พบดวยเครื่องแมมโมแกรม โดยใชฟงกชัน create_inclusion ที่ทําการดัดแปลงใหสามารถสรางวัตถุ
ได 2 กอน และสามารถกําหนดขนาด, ตําแหนงและความหนาแนนของวัตถุได การทํางานของฟงก 
ชันนี้เสมือนกับการรวมเอลิเมนตรอบๆจุดศูนยกลางใหมีขนาดเทากับรัศมีที่กําหนด ดังนั้นขอบของ
วัตถุจะมีลักษณะไมเรียบและเปนตะปุมตะปาคลายปลาปกเปา โดยวางวัตถุทั้งสองที่ระยะหางตาง 
กันในแนวแกน  x ตอมาสรางโมเดลที่มีจํานวนเมชนอยๆโดยใชฟงกชัน create_cylindrical_ 
mesh_ng และกําหนดขนาดของเอลิเมนตที่ใหญที่สุด (maximum element size) เทากับ 1 แลวทํา
การแมปโมเดลระหวางโมเดลที่มีจํานวนเอลิเมนตมากๆกับโมเดลที่มีจํานวนเมชนอย สุดทายสราง
ภาพจากขอมูลที่ไดจากการจําลองโดยใชหลักการเรกูลาไรเซชันแบบ Tikhonov รวมกับอัลกอริทึ่ม
ของเกาส-นิวตันแบบรอบเดียว และแปรผันคาไฮเปอรพารามิเตอร เพื่อใหไดภาพที่ดีที่สุดเมื่อเทียบ



64 
 

กับภาพอางอิง เหตุผลที่ไมใชเรกูลาไรเซชันแบบ Laplacian ก็เพราะวาเรกูลาไรเซชันแบบนี้จะ
ตรวจจับขอบของวัตถุ แตเนื่องจากวัตถุที่จําลองมีขอบที่ไมชัดเจน (ตะปุมตะปา) ทําใหภาพตัดขวาง
ความตานทานไฟฟาที่สรางเกิดความผิดพลาดมาก 
  
3.4 ศึกษาผลกระทบในการสรางภาพตดัขวางความตานทานไฟฟา อันเนื่องมาจากระยะหางระหวาง
ระนาบของอิเล็กโทรด 
 ขอจํากัดขอหนึ่งของการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาคือ ความสมมาตรของการ
วางอิเล็กโทรดมีผลตอการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา [3] ดังนั้นในการออกแบบการ
ทดลองจะตองคํานึงถึงจุดนี้ดวย การทดลองคลายกับการทดลองในหัวขอ 3.3 แตกตางกันตรงการ
ตั้งคาระยะหางระหวางระนาบของอิเล็กโทรดที่คาตางๆคือ 2, 3, 4 และ 5 เซนติเมตร นอกจากนี้ 
อิเล็กโทรดระนาบแรกจะแปรเปลี่ยนตามระยะหางระหวางระนาบของอิเล็กโทรดเพื่อทําใหการวาง
อิเล็กโทรดมีความสมมาตร  



 

 

บทที่ 4 
 

ผลการวิจัย 
 

ในบทนี้อธิบายผลการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา จากการดําเนินการวิจัยในบทที่ 3 ดังนี้ 
กรณีแรกเปนการเปรียบเทียบผลจากการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาโดยใชเรกูลาไรเซ
ชันแบบ tikhonov และ laplacian จากการทดลองพบวาเรกูลาไรเซชันทั้งสองแบบเกิดความผิดพลาด
ในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่สภาวะตางกัน ทําใหสรุปไมไดวาแบบไหนดีกวากัน 
เมื่อนํามาวิเคราะหพบวา สาเหตุหนึ่งที่นาจะทําใหการทดลองผิดพลาดอาจเนื่องจากจํานวนเอลิ
เมนตที่นอยเกินไปจึงกอใหเกิดกรณีที่สองโดยทําการปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตภายในโมเดล วิธีที่
ใชเรียกวา dual model เปนการเพิ่มจํานวนของเอลิเมนตภายในโมเดล จากนั้นจําลองวัตถุที่มี
ลักษณะคลายทรงกลมสองกอน ในการทดลองจุดศูนยกลางของวัตถุจะแปรผันตามแกน x เพื่อใหมี
ระยะหางระหวางวัตถุที่คาตางๆกัน จากนั้นทําการเปรียบเทียบผลการสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟาของโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรดและ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ กรณี
สุดทายเปนการเปรียบเทียบผลการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา อันเนื่องมาจากระยะหาง
ระหวางระนาบของอิเล็กโทรดคาตางๆ โดยเริ่มจาก 2, 3, 4 และ 5 เซนติเมตร 

 
4.1 ผลการเปรียบเทียบภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาโดยใชเรกูลาไรเซชันแบบ tikho- 

nov  และ  laplacian 
หลังจากจําลองโมเดล, จําลองการจายกระแสและวัดแรงดัน และแกสมการแบบฟอรเวิรด 

เพื่อหาคาการกระจายของแรงดันภายในโมเดลทั้งแบบเอกพันธุและไมเอกพันธุ ตามหัวขอ 3.2 แลว 
ขั้นตอนตอมาเปนการแกปญหาแบบอินเวอรส โดยการกําหนดฟงกชันตางๆที่จําเปนสําหรับการแก
สมการ พบวาคาไฮเปอรพารามิเตอรที่เหมาะสมที่สุดเทากับ 61 10−×  และใชการสรางภาพแบบ
ตางกัน (different imaging) เนื่องจากในการวัดจริงทางคลินิกเทคนิคการสรางภาพแบบสมบูรณ 
(absolute or static imaging) ทําไดยากกวาแบบตางกันในดานของคาความตานทานสัมผัส (contact 
impedance) ที่เกิดขึ้นบริเวณอิเล็กโทรด [12] 

การทดลองแบงออกเปนสองกรณี ในกรณีแรกจําลองวัตถุทั้งสองใหมีระยะหางคาหนึ่งแลว
ทําการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา โดยวัตถุสีแดงมีความกวางเทากับ 1.5 เซนติเมตรและ
ความยาวเทากับ 3 เซนติเมตร สวนวัตถุสีน้ําเงินมีความกวางเทากับ 1.3 เซนติเมตรและความยาว
เทากับ 3.5 เซนติเมตร มีลักษณะคลายแทงสี่เหล่ียม ระยะหางระหวางวัตถุทั้งสองประมาณ 1.7 
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เซนติเมตร จากนั้นสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาไดดังภาพประกอบ 4-1 พบวาเรกูลาไรเซ
ชันแบบ laplacian ดีกวา tikhonov เนื่องจากแบบ tikhonov ทําใหเกิดความผิดพลาดที่ความสูง 6.5 
เซนติเมตร นอกจากนี้เรกูลาไรเซชันแบบ laplacian ยังดีกวาในเรื่องของความชัดเจนของขอบวัตถุ ดู
ไดจากภาพตัดขวางที่ความสูง 3.5 เซนติเมตร ในกรณีที่สองเปนการจําลองวัตถุใหมีระยะหางนอย
ที่สุดที่ยังคงแยกแยะวัตถุทั้งสองไดโดยดูจากภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา โดยวัตถุสีแดงมี
ลักษณะเหมือนเดิม เปลี่ยนแตวัตถุสีน้ําเงินซึ่งมีลักษณะคลายรูปทรงสี่หนา จากการทดลองพบวาเร
กูลาไรเซชันแบบ tikhonov ดีกวา laplacian ดังภาพประกอบ 4-2 เนื่องจากการใชเรกูลาไรเซชันแบบ 
laplacian ทําใหเกิดความผิดพลาดที่ความสูง 4 เซนติเมตร จากการทดลองทั้งสองกรณีทําใหสรุป
ไมไดวาเรกูลาไรเซชันแบบไหนดีกวากัน ที่เปนเชนนี้เนื่องจากขอจํากัดทางทรัพยากรที่ใชในการ
คํานวณไมเพียงพอทําใหโมเดลไฟไนตเอลิเมนตที่สรางมีจํานวนเอลิเมนตนอย ดังนั้นเอลิเมนตจึงมี
ขนาดใหญกอใหเกิดปญหาหลายประการ เชนไมสามารถสรางวัตถุใหมีขนาดเทากันหรือใกลเคียง
กันได และไมสามารถกําหนดระยะหางระหวางวัตถุทั้งสอง ทําใหไมสามารถหาระยะหางที่ใกล
ที่สุดที่ยังคงสรางภาพไดใกลเคียงกับภาพอางอิงได เปนตน  

 

   
                                                            (a)                    (b)                    (c) 
ภาพประกอบ 4-1 ภาพตดัขวางความตานทานฟาเมื่อวางวตัถุที่ระยะหางประมาณ 1.7 เซนติเมตร (a) 
ภาพอางอิง (b) ภาพที่สรางโดยวิธีเรกูลาไรเซชันแบบ tikhonov และ (c)  ภาพที่สรางโดยวิธีเรกูลาไร

เซชันแบบ laplacian ซ่ึงตัดที่ความสูง 3.5, 5 และ 6.5 เซนติเมตร (จากบนลงลาง) 
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                                                      (a)                    (b)                    (c) 
ภาพประกอบ 4-2 ภาพตดัขวางความตานทานไฟฟาเมื่อวางวัตถุที่ระยะหางใกลสุด (a) ภาพอางอิง 

(b) ภาพที่สรางโดยวิธีเรกูลาไรเซชันแบบ tikhonov และ (c)  ภาพที่สรางโดยวิธีเรกูลาไรเซชันแบบ 
laplacian ซ่ึงตัดที่ความสูง 4, 5 และ 6.2 เซนติเมตร (จากบนลงลาง) 

 
4.2  การปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตโดยใช dual model เปรียบเทียบผลการสรางภาพตดัขวางความ
ตานทานไฟฟาระหวางโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรด และ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ 
 จากหัวขอ 4.1 พบวาปญหาที่เกิดขึ้นเนื่องจากจํานวนเอลิเมนตภายในโมเดลนอยเกินไป 
ดังนั้นจึงไดทําการปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตใหมากขึ้น แตพบปญหาวาถาจํานวนเอลิเมนตมากจะ
ทําใหไมสามารถแกปญหาแบบอินเวอรสได เพราะความไมเพียงพอของทรัพยากร ดังนั้นจึงไดใช
วิธีการของ dual model โดยเชื่อวาการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจะมีความถูกตองมาก
ขึ้นทั้งขนาดและตําแหนงของวัตถุ และเพื่อใหการประยุกตใชในงานจริงสะดวกขึ้นจึงไดทําการ
เปรียบเทียบโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรด และ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ 

ขั้นแรกจําลองโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบกอน โดยมีลักษณะ
เปนแทงกรูปทรงกระบอกที่มีขนาดเทากับโมเดลในการทดลองที่ 4.1 และเปนโมเดลที่มีจํานวนเอลิ
เมนตมาก (fine model) พบวามีจํานวนโหนดเทากับ 7,312 โหนด และจํานวนเอลิเมนตเทากับ 
37,518 เอลิเมนต ดังภาพประกอบ 4-3 จากนั้นทําการจําลองรูปแบบการจายกระแสและวัดแรงดัน
แบบขั้วขางเคียง พรอมทั้งแกปญหาแบบ forward ของตัวกลางแบบเอกพันธุ ตอมาจําลองวัตถุสอง
กอนที่มีจุดศูนยกลางอยูบนพิกัด [ x , 0 , 6 ] ในการทดลองจะมีการเปลี่ยนตําแหนงของจุดศูนยกลาง
ตามแนวแกน x เพื่อหาระยะหางนอยสุดระหวางวัตถุ นอกจากนี้ยังกําหนดความหนาแนนของวัตถุ
ใหมีคาเทากับ 10 เหตุผลที่เลือกตําแหนง z = 6 เพราะเปนความสูงที่อยูกึ่งกลางระนาบของ
อิเล็กโทรด มีจํานวนเอลิเมนตหนาแนนกวาบริเวณที่อยูดานบนหรือดานลางของระนาบของ
อิเล็กโทรด นาจะทําใหภาพที่สรางมีความถูกตองมากขึ้นในดานขนาดและรูปรางของวัตถุ พรอมทั้ง
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ไดทําการทดลองเพื่อยืนยังสมมติฐาน พบวาหากวางวัตถุที่ตําแหนงต่ํากวาอิเล็กโทรดระนาบแรก (z 
= 3) และสูงกวาอิเล็กโทรดระนาบที่สอง (z = 9) จะมีความผิดพลาดในเรื่องของความยาวของวัตถุที่
สรางไดซ่ึงมากกวาบริเวณกึ่งกลางของระนาบทั้งสอง จากนั้นแกปญหาแบบฟอรเวิรด ตอมาจําลอง
โมเดลที่มีจํานวนเมชนอย (coarse model) พบวามีจํานวนโหนดเทากับ 976 โหนดและจํานวนเอลิ
เมนตเทากับ 3,928 เอลิเมนต ดังภาพประกอบ 4-4 จากนั้นกําหนดคาพารามิเตอรของโมเดลแบบอิน
เวอรสโดยตั้งคาไฮเปอรพารามิเตอร (hyperparameter) เทากับ 510−  ในการแกปญหาแบบอินเวอรส
ใชเรกูลาไรเซชันแบบ tikhonov เนื่องจากแบบ laplacian ทําใหภาพที่สรางเกิดการกระจายของเอลิ
เมนต เหตุที่เปนเชนนี้เพราะขอบของวัตถุไมราบเรียบมีลักษณะคลายปลาปกเปา ดังนั้นจึงไมเหมาะ
ที่จะใชเรกูลาไรเซชันแบบ laplacian สุดทายแกปญหาโดยใชอัลกอริทึ่มของเกาส–นิวตันแบบรอบ
เดียวในการประมาณคาอิมพีแดนซ  

เร่ิมตนจําลองโมเดลแบบ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ ประกอบดวย 8,393 
โหนด และ 42,580 เอลิเมนต ดังภาพประกอบ 4-5 และทําการกําหนดคาตางๆเหมือนการทดลอง
แบบ 8 อิเล็กโทรดทุกประการ สุดทายเปรียบเทียบผลการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา
ของโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรดและ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ 

 
 

ภาพประกอบ 4-3 FEM ของโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ 
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ภาพประกอบ 4-4 FEM ของ coarse model 
 

 
ภาพประกอบ 4-5 FEM ของโมเดลแบบ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ 

 
 

จากการจําลองวางวัตถุที่ตําแหนงตางๆพบวา วัตถุที่มีขนาดเสนผานศูนยกลางเทากับ 2.5 
เซนติเมตร จะมีระยะหางระหวางวัตถุทั้งสองที่นอยที่สุดที่ยังคงสรางภาพไดประมาณ 0.9  
เซนติเมตร ทั้งแบบ 8 อิเล็กโทรด และ 16 อิเล็กโทรด ดังภาพประกอบ 4-6 แสดงการจําลองวัตถุ
ภายในโมเดลทั้งแบบ 8 อิเล็กโทรดและ 16 อิเล็กโทรด ที่มีจุดศูนยกลางอยูที่ [1.7 , 0 , 6 ] และ [ -1.7 
, 0 , 6 ] สวนภาพประกอบ 4-7 แสดงภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่ความสูง 5, 6 และ 7 
เซนติเมตร (จากบนลงลาง) จากการสังเกตพบวาโมเดลแบบ 16 อิเล็กโทรดสามารถแยกวัตถุได
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ชัดเจนกวาแบบ 8 อิเล็กโทรด เนื่องจากจํานวนขอมูลที่ไดจากการวัดหรือจําลองมีมากกวา สงผลให
การแกปญหาแบบอินเวอรสมีความถูกตองมากกวา อยางไรก็ตามเวลาที่ใชในการคํานวณยอม
มากกวาดวย   
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                                  (a)                                                                           (b) 

 
ภาพประกอบ 4-6 การจําลองวัตถุภายในโมเดล (a) แบบ 8 อิเล็กโทรด , (b) แบบ 16 อิเล็กโทรด 

 

 
                                   (a)                                                                          (b) 
 
 
   

ภาพประกอบ 4-7 ภาพตดัขวางความตานทานไฟฟาตามแนวแกน z ที่ความสูง 5, 6 และ 7 
เซนติเมตร ( จากบนลงลาง ) (a) โมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรด , ( b ) โมเดลแบบ 16 
อิเล็กโทรด มีจดุศูนยกลางอยูที่   [1.7 , 0 , 6 ]   และ   [ -1.7 , 0 , 6 ]  ของวตัถุขนาด

เสนผาศูนยกลาง 2.5 เซนติเมตร 
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จากนั้นไดทําการเพิ่มขนาดของวัตถุใหมีขนาดเสนผานศูนยกลางเทากับ 3 เซนติเมตร โดย
มีจุดศูนยกลางอยูที่ [2.5 , 0 , 6 ] และ [ -2.5 , 0 , 6 ] จากการสังเกตภาพประกอบ 4-8 พบวาแบบ 16 
อิเล็กโทรดสามารถแยกวัตถุไดชัดเจนกวาแบบ 8 อิเล็กโทรดเชนกัน ดังนั้นยิ่งจํานวนอิเล็กโทรด
มาก ความถูกตองของภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาก็จะยิ่งมากดวย อยางไรก็ตามตองดูในเร่ือง
ความเหมาะสมของการนําไปใชงานจริงดวย 
 

     
                                    (a)                                                                         (b) 

ภาพประกอบ 4-8 ภาพตดัขวางความตานทานไฟฟาตามแนวแกน z ที่ความสูง 5, 6 และ 7 
เซนติเมตร ( จากบนลงลาง ) (a) วัตถุมีขนาดเสนผานศูนยกลาง 2.5 เซนติเมตร , ( b ) วัตถุมีขนาด

เสนผานศูนยกลาง 3 เซนติเมตร  
 

4.3 ผลการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา อันเนือ่งมาจากระยะหางระหวางระนาบของ
อิเล็กโทรด 
 วิธีการทดลองคลายกับหัวขอ 4.2 เพียงแตวางวัตถุไวที่ตําแหนงเดียวคือที่ [2.5 , 0 , 6 ] และ 
[ -2.5 , 0 , 6 ] โดยการปรับระยะหางระหวางระนาบของอิเล็กโทรดดังนี้ 2, 3, 4 และ 5 เซนติเมตร 
จากการทดลองพบวาถาระยะหางมากหรือนอยเกินไปจะทําใหภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาเกิด
ความผิดพลาดมากขึ้น ดังภาพประกอบ 4-9 พบวาระยะหางที่เหมาะสมที่สุดเทากับ 4 เซนติเมตร ซ่ึง
คํานวณจากสูตร  
ระยะหางระหวางระนาบ = ความสูงของโมเดล / (จํานวนระนาบของอิเล็กโทรด + 1)     (4.1) [14] 

อยางไรก็ตามถาระยะหางนอยเกินไปจะทําใหขนาดของภาพที่สรางไดใกลเคียงกับขนาด
ของวัตถุมากกวาในดานความยาวของวัตถุ 
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(a)                                                                 (b) 

 

      
(b)                                                                           (d) 

ภาพประกอบ 4-9 ภาพตดัขวางความตานทานไฟฟาของโมเดล ที่มีระยะหางระหวางระนาบของ
อิเล็กโทรดตางๆกันตามแนวแกน z ที่ความสูง 2, 3, 4 และ 5 เซนติเมตร (จากบนลงลาง) (a) 2 

เซนติเมตร, (b) 3 เซนติเมตร, (c) 4 เซนติเมตร และ (d) 5 เซนติเมตร 

2 cm. 

4 cm. 

3 cm. 

5 cm. 



บทที่ 5 
 

สรุปผลการวิจัยและและขอเสนอแนะ 
 

หลังจากไดทําการศึกษาและพัฒนาการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา ตาม
วัตถุประสงคของโครงการวิจัยดังรายละเอียดในบทที่ 3 และ 4 มาแลว ในบทนี้จะกลาวถึงบทสรุป
ของงานวิจัย ปญหาและอุปสรรคในการทํางานวิจัย รวมทั้งวิจารณและขอเสนอแนะสําหรับการ
พัฒนาการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาใหที่มีประสิทธิภาพ เพื่อเปนประโยชนตอผูที่
ตองการศึกษาและเปนแนวทางในการพัฒนางานวิจัยทางดานการพัฒนาการสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟา หรือดานอื่นๆที่เกี่ยวของ 

 
5.1 สรุปผลการวิจัย  

 ผลจากการศึกษาวิจัยแสดงใหเห็นวาจํานวนและขนาดของเอลิเมนตมีผลตอการสราง
ภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาของวัตถุทั้งขนาดและตําแหนง ดังนั้นการพัฒนาจํานวนและขนาด
ของเอลิเมนตใหเหมาะสมกับโมเดลจึงเปนประเด็นที่ทาทายในการทําวิจัย นอกจากนี้ยังพบวาขนาด
ที่เล็กที่สุดของวัตถุที่สามารถตรวจจับไดมีคาประมาณ 1 เซนติเมตร และระยะหางนอยสุดระหวาง
วัตถุที่ยังคงแยกแยะไดโดยดูจากภาพตัดขวางความตานทานไฟฟามีคาประมาณ 0.9 เซนติเมตร โดย
ลักษณะของวัตถุที่นํามาทดลองเปนรูปทรงกลม และมีขนาดเสนผาศูนยกลางเทากับ 2.5 เซนติเมตร 
และยังพบวาระยะหางระหวางอิเล็กโทรดมีผลตอขนาดของวัตถุที่สรางได โดยพบวาถาระยะหาง
มากหรือนอยเกินไปจะทําใหภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาเกิดความผิดพลาดมากขึ้น 

สําหรับการทําวิจัยจําเปนตองศึกษาใหเขาใจถึงกระบวนการในการสรางภาพตัดขวางความ 
ตานทานไฟฟา และการใชซอฟตแวร EIDORS สําหรับสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา 
ดังนั้นในบทที่ 3 จึงเปนการศึกษากระบวนการในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาดวย
ซอฟตแวร EIDORS นอกจากนี้ยังเปรียบเทียบผลที่ไดจากการใชวิธีเรกูลาไรเซชันแบบ Tikhonov 
และ Laplacian รวมทั้งการปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตภายในโมเดลดวยวิธีที่เรียกวา dual model เพื่อ
เพิ่มประสิทธิภาพของการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา ในการทดลองไดจําลองโมเดล
ของไฟไนตเอลิเมนตที่มีขนาดใกลเคียงกับเตานมโดยมีขนาดเสนผานศูนยกลางไมเกิน 10 
เซนติเมตร และความสูงไมเกิน 12 เซนติเมตร และจําลองวัตถุใหมีขนาดใกลเคียงกับกอนมะเร็งที่
ตรวจพบทางการแพทยซ่ึงมีขนาดเสนผานศูนยกลางประมาณ 2-5 เซนติเมตร โดยกําหนด
พารามิเตอรที่จําเปนสําหรับการสรางภาพ เชนจํานวนอิเล็กโทรดตอระนาบ, จํานวนระนาบของ
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อิเล็กโทรด และรูปแบบของการจายกระแสและวัดแรงดัน เปนตน และจําลองขอมูลที่ในการสราง
ภาพ เชนขอมูลที่จําลองไดของแรงดันภายในโมเดลทั้งแบบเอกพันธและไมเปนเอกพันธ เปนตน 
ในการเปรียบเทียบผลที่ไดจากการใชวิธีเรกูลาไรเซชันแบบ tikhonov และ laplacian พบวาไม
สามารถสรุปไดวาวิธีเรกูลาไรเซชันแบบไหนดีกวากัน เนื่องจากเกิดความผิดพลาดของภาพตัดขวาง
ความตานทานไฟฟาทั้งสองกรณีคือกรณีที่วางวัตถุใกลกันมากที่สุดที่ยังคงสรางภาพไดและกรณีที่
วางวัตถุหางกันประมาณ 1.7 เซนติเมตร ปญหานี้เกิดขึ้นจากความไมเพียงพอของจํานวนเอลิเมนต
ทําใหเอลิเมนตมีขนาดใหญ สงผลใหไมสามารถสรางวัตถุใหมีขนาดใกลเคียงกันและไมสามารถหา
ระยะหางนอยสุดระหวางวัตถุได ดังนั้นจึงทําการปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตโดยใชวิธี dual model 
เพื่อแกปญหาทรัพยากรไมเพียงพอในการคํานวณ ผลปรากฎวาสามารถสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟาของวัตถุที่มีขนาดเล็กกวาเมื่อเปรียบเทียบกับการใชโมเดลปกติได และสามารถหา
ระยะหางนอยสุดระหวางวัตถุทั้งสองที่ยังแยกแยะไดจากภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา 
นอกจากนี้ยังมีการเปรียบเทียบภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่ไดจากโมเดลแบบ 8 และ 16 
อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวนสองระนาบ โดยจํากัดขนาดของวัตถุและแปรผันตําแหนงของวัตถุ ผล
ปรากฏวาภาพที่ไดจากโมเดลแบบ 16 อิเล็กโทรดมีความชัดเจนกวา อันเนื่องมาจากขอมูลแรงดันที่
จําลองจากการวัดมีจํานวนมากกวา สงผลใหการคํานวณมีความแมนยํากวา ทําใหภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟามีความถูกตองกวา อยางไรก็ตามเวลาที่ใชในการคํานวณก็มากกวาดวย  

อยางไรก็ตามวิธีการที่นําเสนอก็ยังคงมีขอจํากัดอยู กลาวคือเกิดความผิดพลาดของรูปรางของ
วัตถุในแนวแกน z จากการสรางภาพความตานทานไฟฟา โดยพบวาวัตถุที่มีลักษณะเปนแทงยาวจะ
เกิดความผิดพลาดนอยกวาวัตถุที่เปนทรงกลม นอกจากนี้ยังมีปญหาในเรื่องการจําลองวัตถุ 
เนื่องจากโมเดลเปนแบบสามมิติจึงไมสามารถกําหนดตําแหนงของเอลิเมนต เพราะฉะ นั้นในการ
สรางวัตถุแตละครั้งคอนขางจะยุงยากเพราะตองหาความสัมพันธของจุดตอของตละเอลิเมนตเพื่อ
นํามาสรางเปนวัตถุที่มีขนาดตามตองการ และเมื่อโมเดลมีจํานวนเอลิเมนตมากทําใหเกิดความ
ยุงยากมากขึ้น   
 
5.2 ปญหาและขอเสนอแนะ 

5.2.1 ปญหา 
งานวิจัยนี้เปนการปรับปรุงการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาโดยใช

ซอฟตแวร EIDORS ซ่ึงเปนซอฟตแวรอิสระที่พัฒนามาจากวิทยานิพนธของแตละคน ดังนั้นโคด
ของโปรแกรมจึงมีหลายรูปแบบขึ้นกับเจาของวิทยานิพนธนั้น ทําใหทําความเขาใจยากและไมคอย
มีตัวอยางในบางเรื่องหรือไมสามารถรันตัวอยางที่มีได ทําใหทําความเขาใจไดยาก 
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5.2.2 ขอเสนอแนะ 
  จากการทําวิจยั ผูวิจยัพบวา ขอเสนอแนะตอไปนี้จะเปนแนวทางในการพัฒนาการ

สรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา ที่มีประสิทธิภาพ  
5.2.2.1 ในการศึกษาเรื่อง ผลกระทบจากการเคลื่อนที่ของอิเล็กโทรด เนื่องจากการ

สรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟามีความไวตอการเคลื่อนที่ของ
อิเล็กโทรด ทําใหเกิดความผิดพลาดไดงาย นอกจากนี้การวางอิเล็กโทรด
จะตองสมมาตร (symmetry) กัน  

5.2.2.2  ในการศึกษาวิธีเรกูลาไรเซชันและอัลกอริทึ่มที่ใชในการสรางภาพแบบอื่น 
แลวทําการเปรียบเทียบผล  

5.2.2.3  ศึกษาวิธีสรางโมเดลของไฟไนตเอลิเมนตดวยโปรแกรมอื่น 
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