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บทคัดยอ 
 
  วิทยานิพนธฉบับนี้ไดทําการศึกษาการจําลองการสรางภาพตัดขวางความตานทาน
ไฟฟาซึ่งเปนเทคนิคการสรางภาพจากคาการกระจายสภาพความนําไฟฟาของอวัยวะภายในรางกาย
แลวแสดงออกมาเปนภาพ ระบบของการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาประกอบดวยการ
การเก็บขอมูลแรงดันไฟฟาจากอิเล็กโทรดและการสรางภาพ การสรางภาพแบงออกเปนสอง
ขั้นตอน การแกปญหาสองขั้นตอนไดแก การแกปญหาแบบฟอรเวิรด (forward) เพื่อการคํานวณคา
การกระจายของแรงดันภายในโมเดลโดยใชคาแรงดันที่วัดไดบนอิเล็กโทรด และการแกปญหาแบบ
อินเวอรส (inverse)เพื่อการคํานวณคาการกระจายของอิมพีแดนซภายในโมเดล ในสวนของการ
แกปญหาแบบฟอรเวิรดจะใชวิธีการไฟไนตเอลิเมนต และการแกปญหาแบบอินเวอรสโดยใชวิธีเรกู
ลาไรเซชันรวมกับการประมาณคาดวยอัลกอริทึ่มของเกาส–นิวตันแบบรอบเดียว จากการทดลอง
พบวาภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่ไดจากวิธีเรกูลาไรเซชันแบบ tikhonov ใหผลดีกวา เมื่อ
วัตถุอวางใกลกัน แตถาวัตถุวางหางกัน วิธีเรกูลาไรเซชันแบบ laplacian จะใหผลดีกวา เนื่องจาก
แบบจําลองที่ใชสามารถกําหนดจํานวนเอลิเมนตไดนอยทําใหวัตถุมีขนาดใหญ จึงทําใหเกิดการ
ทดลองในกรณีที่สอง ซ่ึงเปนการปรับปรุงเอลิเมนตดวยวิธีการ dual model พบวาสามารถตรวจจับ
วัตถุที่มีขนาดประมาณ 1 เซนติเมตร จากนั้นทําการทดลองโดยเปรียบเทียบผลการสราง
ภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาระหวางโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรดและ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ 
จํานวนสองระนาบ โดยมีขนาดของวัตถุเปนตัวแปรคงที่ ปรากฏวาระยะหางนอยสุดระหวางวัตถุมี
คาประมาณ 0.9 เซนติเมตร และภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาแบบ 16 อิเล็กโทรด ใหผลดีกวา
แบบ 8 อิเล็กโทรด เนื่องจากขอมูลที่จําลองการวัดแรงดันบนอิเล็กโทรดมีมากกวาทําใหการ
ประมาณคาแรงดันภายในโมเดลมีความถูกตองมากกวา อยางไรก็ตามเวลาในการคํานวณก็มากตาม
เชนกัน นอกจากนี้พบวาระยะหางระหวางระนาบของอิเล็กโทรดที่เหมาะสม ทําใหภาพตัดขวาง
ความตานทานไฟฟาที่สรางมีความถูกตองยิ่งขึ้น 
คําสําคัญ การสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา ปญหาแบบฟอรเวิรด (forward)  
                           ปญหาแบบอินเวอรส (inverse), วิธีการไฟไนตเอลิเมนต, วิธีเรกูลาไรเซชัน 
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ABSTRACT 

 

 This dissertation studies the simulation of Electrical Impedance Tomography 
(EIT) which is an imaging technique from the conductivity distribution of internal organs. The 
EIT system consists of two processes. The former process is data collection of voltages on the 
electrodes, while the latter process is the reconstructions. The image reconstruction consists of 
two processes: forward problem and inverse problem. In the forward problem, the electric field in 
the interior of the volume is calculated when we know current patterns driven from its boundaries. 
In the inverse problem, the resistivity distribution is calculated when we know voltage and current 
density distribution in the interior. The finite element method can be use to address the forward 
problem.The inverse problem is solved by the regularization scheme and the approximation of 
single-step of Gauss-Newton algorithm.  To study the effectiveness of the different 
regularization methods  (Tikhonov and Laplacian), two objects are placed in finite element 
model.  The simulation results show that EIT performance with the Tikhonov regularization 
method is better than the Laplacian regularization method, when the distance between two objects 
is nearest. On the other hand, the Laplacian regularization method is better when the objects are 
large. Because the number of finite elements are limited in our model, the objects are large size. 
As a result, we present the second technique which improves the limit of the number of finite 
element by using the dual model. We found that, this model can detect the objects which are the 
smallest size about 1 cm. In the second experiment, we compare EIT performance using two 
planes of electrodes with 8 and 16 electrodes per plane. Size of objects is constant variable. The 
results show that, the minimum distance between these objects is approximate 0.9 cm. and EIT 
performance with 16 electrodes is better than 8 electrodes. Because the simulated voltage data is 
higher, the voltage approximation of interior model is more correct. However, the calculated time 
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is higher. Moreover, the suitable distance between planes of electrode gives the more accuracy of 
EIT. 
 
Keywords:  Electrical Impedance Tomography (EIT), forward problem, inverse problem, 
                     finite element method, regularization method 

 



 (6) 

กิตติกรรมประกาศ 
 

ขอแสดงคําขอบพระคุณ รองศาสตราจารย บุญเจริญ วงศกิตติศกึษา ประธาน
กรรมการที่ปรึกษางานวิจยั ที่กรุณาอุทิศเวลาใหคําปรึกษา แนะนําความรูในดานการทําวิจัย เอกสาร 
ขอมูลตางๆเปนอยางดี รวมทั้งขัดเกลากระบวนการคิดและใหกําลังใจในการแกปญหาตลอดจน
ตรวจทานแกไขวิทยานพินธใหดําเนินไปอยางสมบูรณ  

ขอขอบพระคุณ ผูชวยศาสตราจารย พรชัย  พฤกษภทัรานนต กรรมการ
วิทยานพินธทีไ่ดกรุณาอุทิศเวลาและใหคําแนะนําที่เปนประโยชนตอการทํางานวจิยัเสมอมา รวม 
ทั้งขัดเกลากระบวนการคิดและใหกาํลังใจในการแกปญหาตลอดจนตรวจทานแกไขวิทยานพินธให
ดําเนินไปอยางสมบูรณ 

ขอขอบพระคุณ รองศาสตราจารย ดร.ชูศักดิ ์  ล่ิมสกุล กรรมการสอบโครงราง
และกรรมการสอบความกาวหนางานวิจยัทีไ่ดกรุณาใหคําแนะนําที่เปนประโยชนตอการทํางานวจิยั
เสมอมา และตรวจทานวิทยานิพนธใหดําเนินไปอยางสมบูรณ  

ขอขอบพระคุณ รองศาสตราจารย ดร. มนตร ี  กาญจนะเดชะ ประธานกรรมการ
สอบวิทยานิพนธ ที่ไดกรุณาอุทิศเวลาใหคําแนะนําที่เปนประโยชนตอการทํางานวิจยั และ
ตรวจทานวิทยานิพนธใหดําเนินไปอยางสมบูรณ  

ขอขอบพระคุณ รองศาสตราจารย ดร.โกสินทร  จํานงไทย (ผูทรงคุณวุฒ)ิ ที่ได
กรุณาอุทิศเวลาเปนกรรมการสอบวิทยานพินธ ใหคําแนะนําที่มีประโยชน วจิารณผลงาน และ
ตรวจทานวิทยานิพนธใหดําเนินไปอยางสมบูรณ    

ขอขอบพระคุณ คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวทิยาลัยสงขลานครินทร ที่กรุณาให
ทุนการศึกษาแกขาพเจาระหวางการศึกษา 

ขอขอบพระคุณ คณาจารยและบุคลากรในภาควิชาวิศวกรรมไฟฟาทุกๆทาน ที่ให
ความชวยเหลือในดานตางๆมาโดยตลอด จนกระทั่งงานสําเร็จลุลวง 

ขอขอบพระคุณ บัณฑิตวิทยาลัย มหาวิทยาลัยสงขลานครินทร วิทยาเขตหาดใหญ 
ที่ใหความชวยเหลือดานการประสานงานตาง ๆ 

ขอขอบคุณ  พี่ๆ  และเพื่อน ๆ รวมทั้งนองๆ นักศึกษามหาวิทยาลัยสงขลานครินทร 
ทุกทานที่ไดใหคําแนะนํา คาํปรึกษา และกําลังใจที่ดีมาโดยตลอด 

สุดทายนี้ ขาพเจาขอนอมรําลึกถึงพระคุณของบิดามารดาและครอบครัว ที่สงเสริม
สนับสนุน ใหคําแนะนํา ใหคําปรึกษา ใหกําลังใจที่ดีเยีย่ม และทุนทรัพยแกขาพเจาตลอดมา
จนกระทั่งทําใหขาพเจาประสบความสําเร็จ   

นิดา  ดุกลอง 



 

(7) 

สารบัญ 
 

                      หนา 
สารบัญ              (7) 
รายการตาราง                          (8) 
รายการภาพประกอบ            (9) 
บทที่ 
1.  บทนํา................................................................................................................................... 1 

1.1 ความสําคัญและที่มาของการวิจยั............................................................................. 1 
1.2 การตรวจเอกสาร บทความ และงานวิจยัที่เกีย่วของ………………......................... 2 
1.3 วัตถุประสงค............................................................................................................ 23 
1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ….................................................................................. 23 
1.5 วิธีการดําเนินงานวิจยั……………………………………………………………... 23 
1.6 ขอบเขตการวิจัย…………………………………......……………………………. 23 

2.  ทฤษฏีและหลักการ.............................................................................................................. 24 
            2.1 บทนํา……………………………………………………………………………..  25 
            2.2 ปญหาแบบฟอรเวิรด………..…………………………….................................. 27 
                      2.2.1 แบบจําลองการกระจายตัวของสนามไฟฟาในตวักลาง............................. 27 
                      2.2.2 วิธีการไฟไนตเอลิเมนต 22 
            2.3 การสรางภาพ (reconstruction)……………………………..………………….… 42 
                      2.3.1 การสรางภาพแบบตางกัน.………………………………………….…… 43 
                      2.3.2 วิธีเรกูลาไรเซชัน…………………………..……………………….…… 46 
                      2.3.3 อัลกอริทึ่มแบบเกาส–นิวตัน ( Gauss – Newton algorithm ) ………….. 47 
             2.4 EIDORS (Electrical Impedance and Diffuse Optical Reconstruction   
                   Software ) 48 
                      2.4.1 สถาปตยกรรมของซอรฟแวร (software architecture)………….…..…... 48 

3.  วิธีดําเนนิงานวิจยั........................................................................................................... 53 
             3.1การสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาดวย EIDORS เวอรชัน 3.3.. 53 
             3.2 การสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาโดยใชเรกูลาไรเซชันแบบ Tikhonov   
                 และ Laplacian ……………………………………............................................... 60 



 

(8) 

สารบัญ (ตอ) 
 
                                                                            หนา 

           3.3 การปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตโดยใช dual model ………………………………... 62 
4. ผลการวิจัย 65 

            4.1 ผลการเปรียบเทยีบภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาโดยใชเรกูลาไรเซ
ชันแบบ tikhonov และ laplacian 65 

             4.2 การปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตโดยใช dual model เปรียบเทียบผลการ
สรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาระหวางโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรด และ 16 
อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ 67 

            4.3 ผลการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา อันเนื่องมาจากระยะหาง
ระหวางระนาบของอิเล็กโทรด 71 
5. สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ…………………………………………………………. 73 
             5.1 สรุปผลการวิจัย…………………………………………………………………. 73 
             5.2 ปญหาและขอเสนอแนะ……………………………………………………...…. 74 
                     5.2.1 ปญหา……………………………………………………………………. 74 
                     5.2.2 ขอเสนอแนะ……………………………………………………………... 75 
บรรณานุกรม............................................................................................................................ 76 
ประวัติผูเขียน........................................................................................................................... 77 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

(9) 

รายการตาราง 
 

ตาราง                         หนา 
1-1  ภาพรวมของผลงานของอัลกอริทึ่มที่ใชสรางภาพที่ใชการจัดวางวัตถุหลายแบบ 15 
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
  

 
 
 
 
  

   
   



 

(10) 

รายการภาพประกอบ 
 

ภาพประกอบ                            หนา 
1-1 งานของกลุมวทิยาลัย Dartmouth 4 
1-2 การทดลองของ TCI 5 
1-3 การวางตําแหนงของวัตถุ 7 
1-4 ภาพตัดขวางทีส่รางไดจากถงัน้ําเกลือบรรจุทั้งแทงฉนวนและแทงตัวนํา 7 
1-5 ภาพความผิดพลาดแบบ happy transform …..……………………….…………….. 10 
1-6 ภาพตัดขวางของแทงปริซึมสามแทงในโมเดล ………….………………………… 10 
1-7 โมเดลขนาดสามมิติที่สรางโดย Netgen ………………………..………………….. 12 
1-8 ตําแหนงของวตัถุในโมเดลรูปทรงกระบอก ………….…………………………… 13 
1-9 แสดงภาพการแพรกระจายคาความนําไฟฟาภายในโมเดล…………………………. 14 
1-10 ตัวอยางการสรางโคงตัว “L” (L-curves) จากขอมูลของโมเดลแบบสองมิติ ………. 16 
1-11 เปรียบเทียบคาไฮเปอรพารามิเตอรที่เลือกจากวิธีตางๆ..............................................  18 
1-12 คาความละเอียดและตําแหนงตามแนวรัศมีของ TikR , diagR  และ LapR  20 
1-13 คุณลักษณะทีว่ัดไดสําหรับการสรางภาพแบบสามมิติ ของชุดขอมูลที่ไดจากการ

จําลองขอมูลสองชุด 22 
2-1 ระบบเก็บขอมลูแบบ 16 อิเล็กโทรด 25 
2-2 การจายกระแสแบบขั้วขางเคียง……………………………………........................... 26 
2-3 ตัวอยางการสรางภาพแบบสองมิติดวยวิธี Difference imaging.................................. 27 
2-4 การหาคาจากโครงขายตัวตานทาน………………………………............................. 30 
2-5 เมชของ 2 เอลิเมนต.................................................................................. 32 
2-6 การเชื่อมตอของ 2 เอลิเมนต……………………………......................... 32 
2-7 ตัวอยางสําหรับการหาฟงกชันการประมาณคาภายในแบบเชิงเสน........................... 34 
2-8 โครงสรางของ fwd_ model………………………………………………………… 49 
2-9 โครงสรางของ data object……………………………………………...................... 51 
2-10 โครงสรางของ inv_model …………………….…………………………………… 52 
2-11 โครงสรางของ image object ….................................................................................. 52 
3-1 กระบวนการในการสรางภาพ……………………..................................................... 55 
3-2 บล็อกไดอะแกรมการสรางตนแบบโมเดลดวยฟงกชัน mk_common_model……… 56 



 

(11) 

รายการภาพประกอบ(ตอ) 
 

ภาพประกอบ                            หนา 
3-3 ขั้นตอนการสรางตนแบบโมเดลดวยฟงกชัน create_tank_mesh_ng ……………… 56 
3-4 พารามิเตอรของอินพุท 57 
3-5 รูปแบบของการจายกระแสและวดัแรงดนั……...………………............................... 58 
3-6 ตัวอยางการสรางฟงกชันของ inverse………............................................................. 59 
3-7 โมเดลของ FEM…………………….......................................................................... 60 
3-8 รายละเอียดของ fmdl ………………………………………………………….. 61 
3-9 จําลองวัตถุสองรูปแบบ………………………………..………………………….. 61 
3-10 กระบวนการสรางภาพดวยวธีิ dual model………………………………………… 62 
3-11 ขนาดของวัตถุที่เล็กที่สุดที่ยังคงสรางภาพได 63 
4-1 ภาพตัดขวางความตานทานฟาเมื่อวางวัตถุที่ระยะหางประมาณ 1.7 เซนติเมตร……. 66 
4-2 ภาพตัดขวางความตานทานฟาเมื่อวางวัตถุที่ระยะหางใกลสุดที่ยังคงสรางภาพได….. 67 
4-3 FEM ของโมเดลที่มี 8 อิเล็กโทรด จํานวน 2 ระนาบ…………………. 68 
4-4 FEM ของ coarse model.............................................................................................. 69 
4-5 FEM ของโมเดลที่มี 16 อิเล็กโทรด จํานวน 2 ระนาบ 69 
4-6 การจําลองวัตถุขนาดเสนผาศูนยกลางเทากับ 2.5 เซนติเมตร ภายในโมเดล........ 70 
4-7 ภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาตามแนวแกน z ของวัตถุขนาดเสนผาศูนยกลาง

เทากับ 2.5 เซนติเมตร 70 
4-8 ภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาตามแนวแกน z ของวัตถุขนาดเสนผาศูนยกลาง

เทากับ 3 เซนติเมตร 71 
4-9 ภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่มีระยะหางระหวางระนาบตางกัน 72 
 

 



บทที่ 1 
บทนํา 

 
1.1 ความสําคญัและที่มาของงานวิจัย 

มะเร็งเตานมเปนหนึ่งในเนื้องอกที่พบมากในผูหญิง การตรวจพบในระยะแรกและการ
วินิจฉัยโรคเปนกุญแจสําคัญที่จะชวยลดอัตราการเสียชีวิตจากมะเร็งเตานมได  ปจจุบันการตรวจ
ดวยเครื่องแมมโมแกรม (mammogram) เปนวิธีมาตรฐานที่ใชสําหรับตรวจมะเร็งเตานม แมวาจะมี
ขอจํากัดพื้นฐานหลายประการ เชนการแสดงผลไมดีสําหรับ soft tissue (หมายถึงเนื้อเยื่อที่เชื่อมตอ, 
รองรับหรืออยูรอบๆโครงสรางอื่นและอวัยวะของรางกาย) ที่ตางกันและประสิทธิภาพจะลดลง
สําหรับเตานมที่มีความหนาแนนมากเนื่องจากการกระจายของรังสี (radiation exposure) นอกจากนี้
ยังทําใหไดรับความเจ็บปวดจากการบีบอัดเตานม เพื่อที่จะแกขอจํากัดเหลานี้ ไดมีการนําอัลตรา
ซาวด (echo ultrasound) มาใชแยกเนื้อเยื่อวาเปนเปนซีสต (cyst) หรือถุงน้ําจากเนื้อเยื่อทั่วไป ถา
ลักษณะของซีสตมีแนวโนมที่จะเปนมะเร็ง ก็จะมีการตัดชิ้นเนื้อเพื่อสงตรวจทางพยาธิ (Biopsy) 
เพื่อใหการวินิจฉัยโรคมีความถูกตองเพิ่มขึ้น ไดมีการพัฒนาวิธีการสรางภาพแบบใหมๆ เชน การ
สรางภาพตัดขวางทางแสง (optical tomography) แตเนื่องจากมีคา spatial resolution ต่ํา นอกจากนี้
ยังมี Breast MRI ซ่ึงมีขอดีคือมีความไวสูงตอส่ิงผิดปกติที่มีขนาดเล็ก, มีประสิทธิภาพสําหรับเตา
นมที่มีความหนาแนน และไมทําใหเกิดความเจ็บปวดจากการบีบอัดเตานมอีกดวย อยางไรก็ตาม 
Breast MRI มีขอจํากัดคือในการตรวจ เนื่องจากไมไดเจาะจงเฉพาะเนื้องอกที่เปนมะเร็ง บอยครั้งที่
ไมสามารถแยกเนื้องอกที่เปนมะเร็งจากเนื้อเยื่อดีได,ไมสามารถตรวจอวัยวะที่มีหินปูน รวมท้ังมี
ราคาแพงทั้งทางดานราคาเครื่อง, การติดตั้งและการดําเนินการ 
 เมื่อเร็วๆนี้ มีหลักฐานพบวาเนื้องอกที่เปนมะเร็งมีสภาพความตานทานแตกตางจากเนื้อเยื่อ
ทั่วไป ดังนั้นจึงใชคาความตานทานไฟฟาสําหรับตรวจจับมะเร็งเตานม คือเทคนิคที่เรียกวาการ
สรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา (Electrical Impedance Tomography : EIT) เปนเทคโนโลยี
การสรางภาพทางชีวการแพทยที่กําลังพัฒนา และเนื่องจากราคาไมแพงเมื่อเทียบกับเทคโนโลยีตัว
อ่ืน นอกจากนี้ยังมีขนาดเล็กและสะดวกตอการเคลื่อนยาย อยางไรก็ตามการสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟายังมีขอจํากัด คือมีคา spatial resolution ต่ํา, ไวตอสัญญาณรบกวน, ความผิดพลาดที่
เกิดเนื่องจากอิเล็กโทรด และความผันแปรของภาพระหวางวัตถุ  

ระบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาแบงเปนสองสวนคือ สวนของระบบเก็บ
ขอมูลและสวนของการสรางภาพ ซ่ึงปญหาสําคัญของการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาอยู
ในสวนของการสรางภาพ เนื่องจากขั้นตอนการคํานวณคาอิมพีแดนซที่นํามาสรางเปนภาพซึ่งแสดง
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ถึงการกระจายของอิมพีแดนซภายในวัตถุมีความซับซอนจากทิศทางการเคลื่อนที่ของสนามไฟฟา
หรือการกระจายหรือลดทอนของสนามไฟฟาในตัวกลางไมเอกพันธ (non-homogeneous) แบบไม
เปนเชิงเสน  
 การสรางภาพประกอบดวยสองสวนหลักๆคือปญหาแบบฟอรเวิรด (forward problem) 
และปญหาแบบอินเวอรส (inverse problem) โดยปญหาแบบฟอรเวิรดเปนการคํานวณคา
สนามไฟฟาภายในโมเดลเมื่อรูคาของกระแสที่จายและแรงดันที่วัดไดบริเวณอิเล็กโทรดที่สัมผัสกับ
ผิวหนัง หรือภายในผิวของโมเดล สวนปญหาแบบอินเวอรสเปนการคํานวณคาการกระจายของ
ความตานทานไฟฟา เมื่อรูการกระจายตัวของแรงดันและความหนาแนนของกระแสภายในโมเดล 

ในงานวิจัยที่คนควาสวนใหญ ใชวิธีของไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method : FEM) 
ในการคํานวณหาคาการกระจายของศักดาไฟฟา ภายใตปญหาเงื่อนไขขอบเขตของนอยยมัน
(Neumaan) และดีรีเคล (Dirichlet) สําหรับวัตถุที่มีรูปรางไมแนนอนและมีองคประกอบไมเปนเอก
พันธ จากนั้นใชวิธีการประเมินคาเชิงเลขคํานวณหาคาอิมพีแดนซ ยกตัวอยางเชน อัลกอริธึมแบบ
แบค-โปรเจคชั่น (back–projection), นิวตัน–ราฟสัน (Newton–Raphson) และเกาส–นิวตัน (Gauss–
Newton) เปนตน 

วิทยานิพนธนี้จะเนนในสวนของการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาของโมเดล
แบบสามมิติ โดยใชซอฟตแวร EIDORS (Electrical Impedance and Diffuse Optical 
Reconstruction Software) ซ่ึงเปนฟรีซอฟตแวร (free software) ที่ใชวิธีการไฟไนตเอลิเมนต
แกปญหาแบบฟอรเวิรด สําหรับการแกปญหาแบบอินเวอรส จะใชวิธีเรกูลาไรเซชันรวมกับการ
ประมาณคาแบบเกาส-นิวตันแบบรอบเดียว กระบวนการในการสรางภาพประกอบดวยสามขั้นตอน
หลักๆ คือเร่ิมจากสรางโมเดลไฟไนตเอลิเมนต โดยใชโปรแกรม NETGEN และกําหนดรูปแบบ
ของการกระตุนสําหรับการจายกระแสและวัดแรงดัน ตอมาคํานวณคาแรงดันภายในของตัวกลางทั้ง
แบบเอกพันธ (homogeneous) และไมเอกพันธ (inhomogeneous) สุดทายสรางโมเดลของอินเวอรส 
และแกสมการหาคาอิมพีแดนซโดยใชวิธีจําลองขอมูลจากโมเดลสามมิติ และจําลองวัตถุที่ตําแหนง
ตางๆ ภายในโมเดล 
 

1.2 การตรวจเอกสาร บทความและงานวิจัยท่ีเก่ียวของ 
 1.2.1 Y. Zou and Z. Guo, “A review of electrical impedance techniques for breast 
cancer detection,” Medical Engineering & Physics, no. 25, pp. 79-90, 2003. [1] 
       เนื่องจากพบหลักฐานวากอนเนื้อที่เปนมะเร็งมีความตานทานไฟฟาต่ํากวาเนื้อเยื่อปกติ
ที่อยูรอบๆ บทความนี้นําเสนอการตรวจจับมะเร็งเตานมดวยเทคนิคของความตานทานไฟฟาที่มีอยู
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โดยจะเนนเทคนิคการสรางภาพจากคาความตานทานไฟฟาแบบไมเจาะ (noninvasive) เชนการ
สรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา (Electrical Impedance Tomography) ซ่ึงประกอบดวยการ
สรางภาพแบบคงที่ (static) และแบบตางกัน (difference) โดยการสรางภาพแบบคงที่เกี่ยวกับการ
สรางภาพของการกระจายสภาพความนําไฟฟาหรือสภาพความตานทานไฟฟาแบบสมบูรณ ขณะที่
การสรางภาพแบบตางกันเปนการสรางภาพการเปลี่ยนแปลงของสภาพความนําไฟฟาเนื่องมาจาก
การเปลี่ยนแปลงแรงดันบนอิเล็กโทรด ระบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจะสําเร็จได
ขึ้นอยูกับขอมูลที่วัดไดและการสรางภาพ ในสวนของขอมูลที่เก็บได เทคนิคที่ตางกันหลักๆคือ 
จํานวนและการจัดการอิเล็กโทรด, โหมดของการกระตุน เชนการจายดวยกระแสหรือแรงดัน, 
รูปแบบของสัญญาณที่กระตุน และชวงความถี่ของการทํางาน สวนของการสรางภาพนิยมใชโมเดล
ไฟไนตเอลิเมนตรวมกับสมการปวซง (Poisson’s equation) ในการแกปญหาแบบฟอรเวิรด โดย
ความถี่ที่ใชตองนอยกวา 1 เมกะเฮริตซ นอกจากนี้อัลกอริทึ่มของการสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟาอาจจะแยกไดเปนแบบขั้นตอนเดียวหรือแบบไมทําซ้ํา (single-step or non-iterative) 
เชนแบค-โปรเจคชั่น (back-projection) และแบบทําซ้ํา (iterative) เชนวิธีของนิวตัน-ราฟสัน 
(Newton-Raphson) เปนตน การตรวจจับมะเร็งเตานมโดยวิธีการสรางภาพตัดขวางความตานทาน
ไฟฟายังมีกลุมที่คนควาไมมากนัก ยกตัวอยางเชน 
       1.2.1.1 งานของกลุมวิทยาลัย Dartmouth (Dartmouth College) สรางและทดสอบระบบ
การสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาแบบ 2 มิติ โดยระบบเก็บขอมูลประกอบดวย 32 อิเล็ก –
โทรด, ความถี่ที่ใชตั้งแตดีซีจนถึง 1 เมกะเฮริตซ, ตัวแปลงสัญญาณอนาล็อกเปนสัญญาณดิจิตอล 
(A/D converter) ขนาด 16 บิท ที่มีความถี่ของการแซมปลิง (sampling) เทากับ 200 กิโลเอริตซ และ
อิเล็กโทรดเปนแบบ Ag/AgCl โดยมีการจายแรงดันและวัดกระแสบนอิเล็กโทรดทุกตัว และใชวิธี
ของนิวตันในการสรางภาพ สําหรับโมเดลไฟไนตเอลิเมนตใชวิธีของเมชคู (dual mesh) โดยการ
แกปญหาแบบฟอรเวิรดใชโมเดลที่มีจํานวนเมชมาก (fine mesh) คํานวณแรงดันไฟฟาภายใน และ
โมเดลแบบเมชนอย (coarse mesh)คํานวณสภาพความนําไฟฟาสําหรับการแกปญหาแบบอินเวอรส 
จากนั้นไดมีการปรับปรุงใหยืดหยุนสําหรับการตรวจเตานมแบบซ้ําๆ โดยใช 16 อิเล็กโทรดสัมผัส
กับเตานมโดยตรง ดังภาพประกอบ 1-1(a) ซ่ึงมีหนาสัมผัสออกจากจุดศูนยกลาง (radially trans - 
lating interface) แรงดันไฟฟากระแสสลับที่จายบนอิเล็กโทรดมีความถี่ตั้งแต 10 กิโลเฮริตซ ถึง 1 
เมกะเฮริตซ ในการวัดจะใชความถี่เพียง 10 คาเทานั้นสําหรับเตานมทั้งสองขาง และใชเวลาขางละ 
10 นาที ผลแสดงใหเห็นวาลักษณะโครงสรางของภาพสัมพันธกับขอมูลทางการรักษาที่มีอยาง
จํากัดของผูปวย อยางไรก็ตามภาพของวัตถุที่อยูใกลผิวสัมผัสของอิเล็กโทรดจะมีความชัดเจนดัง
ภาพประกอบ 1-1(b) สรุปไดวาระบบมีความไว แตยังไมดีพอในการวินิจฉัยกอนเนื้อ ขอจํากัด
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หลักๆของระบบ คือการวัดคาความตานทานแบบ 2 มิติ แมวาระบบจะมีการวางอิเล็กโทรดทั้งใน
แนวตั้งและตามรัศมีวงกลม แนวทางในการพัฒนาคือการเพิ่มระดับการวางอิเล็กโทรด เพื่อที่จะให
ควบคุมไดดีควรจะวางอิเล็กโทรดหางกันมากกวา 1 เซนติเมตร 

 
(b) 

ภาพประกอบ 1-1 งานของกลุมวิทยาลัย Dartmouth (a) การติดตั้งอิเล็กโทรด (b) ภาพของสภาพ
ยอมรับไดแบบสมบูรณ ที่ไดจากการวัดทีค่วามถี่ 750 กโิลเฮริตซ [1] 

 
         1.2.1.2 แมมโมกราฟของความตานทานไฟฟาที่ถูกพัฒนาโดย Technical University 
of Gdansk% มีการทดลองสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาแบบ 3 มิติ ที่ประกอบดวยหัววัด 
(sensing head), ตัวประมวลสัญญาณดิจิตอล (digital signal processor) และคอมพิวเตอรสวนบุคคล 
โดยที่หัววัดประกอบดวย hemisphere chamber ที่มีเสนผาศูนยกลาง 16 เซนติเมตรและมีการวางตัว
ของ 64 อิเล็กโทรด แบบหลายชั้น มีการจายกระแสหรือแรงดันที่อิเล็กโทรดดานนอก และวัด
แรงดันหรือกระแสบริเวณอิเล็กโทรดดานใน จากนั้นสรางภาพดวยวิธี perturbation ขอดีก็คือ
รูปทรงที่จํากัดของ chamber ชวยทําใหปญหาที่มีนอยลงจากความไมแนนอนของรูปทรงของวัตถุ 
นอกจากนั้นสารละลายของเกลือ (saline solution) ระหวางวัตถุที่พิจารณากับอิเล็กโทรดจะมีคา
ความตานทานสัมผัส (contact impedance) คงที่ระหวางการวัด ขอจํากัดคือ resolution ต่ํา เนื่องจาก
การวางตัวของ hemisphere ที่จํากัด ทําใหการสัมผัสระหวางผิวหนังกับอิเล็กโทรดถูกจํากัดดวย 
สําหรับขนาดของเตานมที่แนนอน 
         1.2.1.3 แมมโมกราฟทางไฟฟาของ TCI (Technology Commertialization Interna- 
tional Inc.) ระบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาแบบ 3 มิติ แสดงดังภาพประกอบ 1.2 
ประกอบดวยอารเรยของอิเล็กโทรดที่ยื่นออกมาซึ่งทําจากเหล็กที่ไมเปนสนิม (stainless steel) ที่ถูก

(a) 
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จัดวางในชั้นของไดอิเล็กทริก ดังภาพประกอบ 1-2(a) มีอิเล็กโทรดทั้งหมด 256 ช้ิน นอกจากนี้ยังมี
อิเล็กโทรดที่ใชจายกระแสและใชเปนแรงดันอางอิงอยูที่ขอมือ ระหวางการทดลองชั้นของอิเล็ก -
โทรดจะถูกกดลงบริเวณเตานมใหแบนที่สุด จากนั้นจายกระแสขนาด 1 มิลลิแอมป ที่มีความถี่ 10 
กิโลเฮริตซ เชื่อมตอระหวางอิเล็กโทรดกระแสบริเวณขอมือกับสวนหนึ่งของอิเล็กโทรดในระนาบ 
ตอมาวัดแรงดันระหวางอิเล็กโทรดที่เหลือในระนาบกับอิเล็กโทรดที่เปนแรงดันอางอิง ขอมูลที่วัด

ไดทั้งหมด 65,280 (256×255) ขอมูล และสรางภาพดวยวิธีของแบค-โปรเจคชันที่มีการปรับปรุง 
(modified back-projection) การที่กดชั้นของอิเล็กโทรดจะชวยเพ่ิมจํานวนของอิเล็กโทรดที่สัมผัส
เตานมและลดความหนาของชั้นของเนื้อเยื่อที่วัด เนื่องจากระยะทางที่ยาวระหวางอิเล็กโทรดที่เปน
แรงดันอางอิงกับชั้นของอิเล็กโทรดทําใหสมมติพื้นผิวศักยเทา (equipotential surface) ของสนาม 
ไฟฟาไดงาย ทําใหการสรางภาพงายขึ้น แตระหวางการสรางภาพคาแรงดันที่วัดไดไมเพียงพอจึงถูก
แทนดวยคาที่คํานวณไดจากสมมติฐานของการกระจายสภาพความนําไฟฟาของตัวกลางเอกพันธ 

 
                         (a)                                                                                  (b)                                         
ภาพประกอบ 1-2 การทดลองของ TCI (a) แผนที่ใชวัด (sensing plates) และอิเล็กโทรดอางอิง (b) 
การใชงานของอุปกรณ หมายเลข 1 คือช้ันของ 256 อิเล็กโทรด หมายเลข 2 คืออิเล็กโทรดที่อยู

หางไกล (remote electrode) [1] 
     1.2.1.4 ระบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่นําเสนอโดย Resselaer Poly- 
technic Institute (RPI) ทําการจําลองโดยใชแท็งกรูปสี่เหล่ียมและมีอิเล็กโทรดแบบทองแดง ขนาด 

5×7 มิลลิเมตร จํานวน 16 แผน นอกจากนี้ยังบรรจุน้ําเกลือที่มีสภาพความนําไฟฟาเทากับ 300 มิลลิ
ซีเมนสตอเมตร แทนเนื้อเยื่อดีและกอนมะเร็งแทนดวยวุนที่ทําจากสาหรายซึ่งมีสภาพความนําไฟฟา
เทากับ 900 มิลลิซีเมนสตอเมตร โดยมีการเลื่อนตําแหนงของกอนมะเร็ง ผลปรากฏวาในชั้นของ
อิเล็กโทรด การสรางภาพของกอนมะเร็งที่ตําแหนงตางๆมีคุณลักษณะที่ดี แต resolution ของความ
เขม (depth resolution) ของสีต่ํา และไดแนะนําใหเพิ่มจํานวนของอิเล็กโทรดในอารเรย, โมเดล
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อิเล็กโทรดแบบ shunting ใหดีกวานี้และผลกระทบของความตานทานสัมผัส สุดทายปรับปรุง
อัลกอริธึมของการสรางภาพ  
 

1.2.2 T. Thanetwarodom, “An Electrical Impedance Tomographic Image Recon- 
struction,” Master Thesis, King Mongkut’s Institute of Technology Ladkrabang, 2002.[2] 

วิทยานิพนธนี้นําเสนอวิธีการสรางภาพตัดขวางทางไฟฟาโดยใชไฟไนตเอลิเมนตเพื่อหาคา
ศักยไฟฟาที่โหนดตางๆ และวิธีการประมาณคาแบบนิวตัน–ราฟสัน (Newton-Raphson) หาคาความ
ตานทานภายในเอลิเมนตของวัตถุ การทดลองแบงเปน 2 แบบคือการจําลองขอมูล และการทดลอง
จริง สวนของการจําลองขอมูลแยกยอยเปน 2 หัวขอคือ หัวขอแรกเปนการเปรียบเทียบผลการสราง
ภาพจากรูปแบบของการจายกระแสมี 2 รูปแบบคือแบบขั้วขางเคียง (adjacent) และขั้วตรงขาม 
(opposite) ผลปรากฏวาการจายกระแสแบบขั้วขางเคียงใหผลที่ดีกวาแบบขั้วตรงขาม หัวขอที่สอง
เปนการปรับปรุงการกําหนดขนาดของเอลิเมนตมี 2 แบบ คือแบบที่แตละเอลิเมนตมีขนาดเทากัน 
และแบบที่เอลิเมนตขางในมีขนาดใหญกวาเอลิเมนตดานนอก เปรียบเทียบกับแบบเดิมที่เอลิเมนต
ดานในเล็กกวาดานนอก จากการจําลองขอมูลพบวา ลักษณะการแบงเอลิเมนตของระบบที่นําเสนอ
ใหผลที่ชัดเจนดีกวาแบบเดิม นอกจากนี้ยังไดพัฒนาอัลกอริธึมสําหรับระบบ 3 มิติขึ้นใหมโดยการ
ลดขั้นตอนในการคํานวณ ในสวนของการทดลองจริงไดทําการวัดขอมูลจากถังน้ําเกลือที่มีขั้ว
อิเล็กโทรด 16 ขั้ว เปรียบเทียบผลของการคํานวณแบบ 2 มิติ และ 3 มิติ และเปรียบเทียบรูปแบบ
การจายกระแส 2 แบบ โดยวัตถุที่ใชในการทดลองมีทั้งตัวนําและฉนวนไฟฟาและมีการจัดวางวัตถุ 
3 รูปแบบ คือ วางฉนวนที่จุดศูนยกลาง, วางตัวนําที่จุดศูนยกลาง และวางทั้งฉนวนและตัวนําพรอม
กัน ดังภาพประกอบ 1.3 วัตถุทั้งสองเปนรูปทรงกระบอกโดยฉนวนมีเสนผานศูนยกลาง 5.5 
เซนติเมตร และตัวนํามีเสนผานศูนยกลาง 5 เซนติเมตร นอกจากนี้ยังเปรียบเทียบผลการคํานวณ
แบบคิดคาศักดาที่แหลงจายกระแสกับการคํานวณที่ตัดคาดังกลาวออกไป ผลปรากฏวาการคํานวณ
แบบคิดคาศักดาที่แหลงจายกระแส พบวาการคํานวณดวยสูตร 2 มิติ ไมสามารถหาผลลัพธได 
เนื่องจากระบบที่ใชในการทดลองเปนแบบ 3 มิติ ลักษณะของขอมูลที่วัดไดจึงตางจากที่คํานวณได
ดวยสูตร 2 มิติมาก สวนการคํานวณดวยสูตร 3 มิติหาผลลัพธไดแตไมดีนัก เปรียบเทียบกับการ
คํานวณที่ไมคิดคาศักดาที่แหลงจายกระแส พบวาวิธีนี้ใหผลลัพธที่ดีกวาทั้งการคํานวณดวยสูตร 2 
มิติ และ 3 มิติ แตสูตร 3 มิติ ใหผลลัพธที่ดีกวาแบบ 2 มิติ ซ่ึงสังเกตเห็นไดวาใหผลลัพธที่ไมดีนัก
บริเวณขอบ สาเหตุที่เมื่อไมนําคาศักดาที่แหลงจายมาคํานวณแลวไดผลลัพธที่ขึ้นเพราะวา คาศักดา
ที่แหลงจายมีกระแสมาก จึงมีผลอยางมากตอการปรับคาความตานทาน ซ่ึงอาจทําใหความตานทาน
ของบางเอลิเมนตมีการปรับคามากเกินไป และเกิดการลูออกของคําตอบได ดังภาพประกอบ 1-4 
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(a)                                    (b)                                     (c)                                      (d)  

ภาพประกอบ 1.3 (a) แทงฉนวนทีจุ่ดศูนยกลางของถัง, (b) แทงโลหะที่จุดศูนยกลางของถัง, (c) ทั้ง
แทงฉนวนและแทงโลหะ และ (d) แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ใชในการจําลองและประมวลผล 

[2] 

 
ภาพประกอบ 1-4 ภาพตดัขวางที่สรางไดจากถังน้ําเกลือบรรจุทั้งแทงฉนวนและแทงตวันํา โดย

แสดงผลการคํานวณในการทําซ้ํารอบที่ 8, 16 และ 32  [2] 



8 
 

1.2.3 N. Polydorides and W.R.B. Lionheart, “A Matlab toolkit for three-dimentional 
electrical impedance tomography : a contribution to the Electrical Impedance and Diffuse 
Optical Reconstruction Software project,” Physiol. Meas., no. 13, pp. 1871–1883, 2002. [3] 

      วัตถุประสงคของโครงการ Electrical Impedance and Diffuse Optical Reconstruction 
Software (EIDORS) คือพัฒนาซอรฟแวรอิสระที่สามารถสรางภาพจากคุณสมบัติทางไฟฟา หรือ 
ทางแสง จากการวัดที่ขอบของตัวกลาง เนื่องจากภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาและภาพตัดขวาง
ทางแสง (optical tomography) เปนปญหาแบบไมเปนเชิงเสนและ ill–pose ดังนั้นสามารถแกไดดวย
การใชโมเดลของไฟไนตเอลิเมนต (finite element model) สําหรับการแกปญหาแบบฟอรเวิรด และ
วิธีเรกูลาไรเซชันแบบไมเปนเชิงเสน (regularized nonlinear) สําหรับการแกปญหาแบบอินเวอรส 
เพื่อใหระบบแกไดดวยรูปแบบเดียวกัน (unique) และมีเสถียรภาพ (stability) โปรแกรมไฟไนตเอลิ
เมนตสวนใหญที่มีขายไมเหมาะสําหรับแกปญหานี้เพราะวาดอยประสิทธิภาพในการคํานวณจาโค
เบียนเมทริกซ (jacobian matrix) และมีความบกพรองทางดานความถูกตองของโมเดลอิเล็กโทรด 
ในครั้งแรก Vauhkonen ไดปลอยแพจเกจสมบูรณแบบสําหรับปญหาการสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟาแบบ 2 มิติออกมา อยางไรก็ตามภาพที่ใชในทางอุตสาหกรรมหรือทางการแพทย
สวนใหญเปนแบบ 3 มิติ ดังนั้นบทความนี้จึงนําเสนอเครื่องมือ (toolkit) ที่ใชบนแมทแลป 
(MATLAB) ซึ่งสามารถแกปญหาการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาแบบ 3 มิติทั้งแบบฟอร
เวิรด และอินเวอรส ที่อยูบนพื้นฐานของโมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณ (complete electrode 
model) รวมทั้งแสดงการหาคาอนุพันธ (derivation) ของจาโคเบียนเมทริกซบนพื้นฐานของโมเดล
อิเล็กโทรดแบบสมบูรณ 

      ในการทดลอง จะใชโมเดลของไฟไนตเอลิเมนต สําหรับการแกปญหาแบบฟอรเวิรด 
และวิธีเรกูลาไรเซชันรวมกับอัลกอริธึมของนิวตัน (regularized Newton’s method) สําหรับการ
แกปญหาแบบอินเวอรส ขอจํากัดของซอฟตแวรในการสรางเมชคือในแตละชั้นของอิเล็กโทรด
จะตองมีจํานวนอิเล็กโทรดที่เทากันและมีคุณลักษณะของความสมมาตร (ในที่นี้หมายถึงรูปรางและ
พื้นที่สัมผัสของอิเล็กโทรดจะตองเทากัน) สําหรับสวนของการแกปญหาแบบฟอรเวิรด มีฟงกชัน
หลักที่เกี่ยวของในการประมวลผลคือเมทริกซระบบ (system matrix หรือ jacobian matrix) ซ่ึงใช
ในการคํานวณคาสนามไฟฟาภายในโมเดล  และมีฟงกชันตางๆที่ใชในการแกสมการเชน 
bld_master และ bld_master_full ใชหาคาเมทริกซระบบ, fem_master_full เปนตัวกระทําแบบฟอร-
เวิรด (forward operator) นอกจากนี้ยังมีฟงกชันอื่นๆที่เกี่ยวของเชน set_3d_current ใชกําหนด
รูปแบบของกระแสที่จายบนอิเล็กโทรดในชั้นเดียวกัน แต set_multi_current ใชสําหรับทุกชั้นของ
อิเล็กโทรด ฟงกชัน forward_solver ใชในการคํานวณแบบฟอรเวิรด ซ่ึงขึ้นอยูกับคาสภาพความนํา
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ไฟฟา และ jacobian_3d ใชคํานวณหาคาจาโคเบียนเมตริกซที่มีคาความนําไฟฟาเปนจํานวนจริง 
เปนตน เพื่อที่จะแกปญหาแบบอินเวอรส วิธีหนึ่งคือขจัดเทอมของอนุพันธอันดับสองที่เกิดจากการ
ขยายตัวของอนุกรมเทยเลอร (Taylor expansion), สรางจาโคเบียนของปญหาแบบอินเวอรสอยางมี
ประสิทธิภาพและใชอัลกอริธึมของนิวตัน–ราฟสัน (Newton-Rapson) แปลงกลับเปนปญหาแบบ 
well-posed อีกวิธีหนึ่งคืออาจจะพิจารณาความเปนเชิงเสนของการแกปญหาแบบอินเวอรส และ
นําเอาเรกูลาไรเซชันแบบ Tikhonov (Tikhonov regularization) มาแกปญหารวมกับอัลกอริธึมแบบ
นิวตัน–ราฟสัน หลักสําคัญสําหรับการแกปญหาแบบอินเวอรส คือความมีเสถียรภาพ (คาความ
ผิดพลาดเศษตกคางนอยที่สุด) 
 จุดประสงคของผูจัดทําเพื่อใหสามารถใชประโยชนจากซอฟตแวรในการสรางภาพการ
กระจายของสภาพความนําหรือความตานทานไฟฟาแบบสามมิติ แมวาในการใชงานจริงจะตองมี
การปรับคาพารามิเตอรหลายตัวเชน คาความผิดพลาดที่ยอมรับไดสําหรับตัวแกปญหาแบบฟอร
เวิรด และพารามิเตอรของเรกูลาไรเซชัน (regularization parameter) เปนตน นอกจากนี้ซอฟตแวร
ยังทําความเขาใจงายสําหรับคนที่มีพื้นฐานทางแมทแลป  แตมีขอจํากัดคือตองใชทรัพยากรในการ
คํานวณมากขึ้นอยูกับระบบ และเวลาในการแกปญหานาน  
 

1.2.4 A. Adler and W.R.B. Lionheart, “ Uses and abuses of EIDORS: an extensible 
software base for EIT ,” Physiol. Meas., no. 27, pp. 25–42, 2006. [4]  
 บทความนี้กลาวถึงสถาปตยกรรมของซอฟตแวร EIDORS (Electrical Impedance and 
Diffuse Optical Reconstruction Software) และความผิดพลาดที่อาจเกิดขึ้นไดจากการใชซอฟตแวร  
สถาปตยกรรมของซอฟตแวร EIDORS ประกอบดวย fwd_model (forward model), data, 
inv_model (inverse model) และ image โดยสวนที่ซับซอนที่สุดคือ fwd_model ซ่ึงถูกออกแบบให
แทนโมเดลของไฟไนตเอลิเมนต, ตําแหนงและคุณสมบัติของอิเล็กโทรด และรูปแบบของการ
กระตุน (จายกระแสและวัดแรงดัน) พรอมดวยฟงกชันที่ใชแกปญหาแบบฟอรเวิรด (การคํานวณหา
คาการกระจายของศักดาไฟฟาภายโมเดลจากคาแรงดันที่วัดไดบริเวณอิเล็กโทรด) สําหรับ data  
แทนจํานวนของขอมูลที่วัดหรือจําลองได สวน inv_model ประกอบดวยขอมูลที่จําเปนในการสราง
ภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาโดยแบงออกเปนสองชนิดคือแบบตางกันเปนสรางภาพจากขอมูล
ที่แตกตางกัน 2 ขอมูล และ แบบคงที่เปนสรางภาพจากขอมูลเดี่ยว สวน image ใชแสดงภาพของคา
อิมพีแดนซที่เปลี่ยนไป 
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 ความผิดพลาดที่อาจเกิดขึ้นไดจากการใชซอฟตแวร EIDORS ยกตัวอยางเชนการเปลี่ยนรูป
เปนแบบหนายินดี (happy transform) ดังภาพประกอบ 1-5 สมมติใหขอมูลการวัดที่ไดจากการ
จําลองโมเดลขนาด 2 มิติ ไดภาพคลายคลึงหนาเศรา แตภาพที่สรางขึ้นกลายเปนหนายินดี  

 
ภาพประกอบ 1-5 แสดงภาพความผิดพลาดแบบ happy transform [4] 

 
วิธีที่จะหลีกเลี่ยงความผิดพลาดที่อาจเกิดขึ้น คือ 1) ระวังการเลือกขนาดของสัญญาณรบกวน 2) 
ระวังการเลือกคาขอมูลกอนหนา (prior information) ซ่ึงเกี่ยวของกับเมตริกซของเรกูลาไรเซชัน 3) 
การเลือกคา prior ของขอบ (edge-based priors) โดยใชฟลเตอรที่ไวตอขอบ หรือที่เรียกวาฟลเตอร
แบบลาปลาเซียน (laplacian) และ 4) ความผิดพลาดของการสรางภาพจากแทงปริซึมจํานวนสาม
แทง (reconstruction of three fingers) ดังภาพประกอบ 1-6  แสดงภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา 
เปรียบเทียบกับภาพอางอิงที่ความสูงตางกัน 
 

 
 
ภาพประกอบ 1-6 (a)  ภาพตดัขวางของแทงปริซึมสามแทงในโมเดล (b) การสรางภาพของแทง
ปริซึมสามแทง จากซายไปขวา ภาพตัดขวางบนแกน z ที ่ 0.1, 0.83, 1.1, 1.72, 2.1, และ 2.63 
เซนติเมตร[4]  
      1.2.5  A. Adler, A. Borsic, N. Polydorides and W.R.B Lionheart, (2008, June). Simple 
FEMs aren't as good as we thought: experiences developing EIDORS v3.3, The University 
of Manchester. Manchester, England. [Online]. Available: http://eprints.ma.man.ac.uk/ 
1114/01/ covered/MIMS_ep2008_64.pdf [5] 

(a) 

(b) 
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 บทความนําเสนอหัวขอหลัก 3 หัวขอ ดังนี้ 
  1.2.5.1) คุณลักษณะใหมที่มีเพิ่มมาใน EIDORS เวอรชัน 3.3  

  • อินเตอรเฟส (interface) ของตัวสรางโมเดลไฟไนตเอลิเมนตซ่ึงไดแก dismesh  
และ Netgen     

  • รองรับการแกปญหาแบบโมเดลคู (dual model solver) โดยในสวนของการ 
แกปญหาแบบฟอรเวิรดจะสรางโมเดลที่มีจํานวนไฟไนตเอลิเมนตหนาแนนมาก (fine model) เพื่อ
ความถูกตองของขนาดและตําแหนงของวัตถุที่ตองการตรวจจับ (inhomogenous object) และสวน
ของการแกปญหาแบบอินเวอรสจะสรางโมเดลที่มีจํานวนเมช (mesh) หนาแนนนอย (coarse 
model) เพื่อใหการแกสมการมีความซับซอนนอยลง ระหวางการแกสมการจะมีการแมปโมเดลโดย
มีสมการดังนี้  

                                          f rP=σ σ                                                                       (1.1) 
          fσ  คือ เวกเตอรเอลิเมนตของคาสภาพความนําไฟฟา (conductivity) ของ fine model 
           rσ  คือ เวกเตอรเอลิเมนตของ coarse model 
            P  คือ โปรเจคชันเมทริกซ (projection matrix) จาก coarse ไปยงั fine model 

  • อัลกอริธึมใหม ไดแก total variation, ตวัแกปญหาที่เกิดจากการเคลือ่นไหว 
ของอิเล็กโทรด (electrode movement solver) และ temporal solver 

  • ขอมูลที่เก็บไดจากโมเดลตางๆจากคลินิกและการทดลอง (Data repository  
with several contributed models) 

  • อัลกอริธึมที่เร็วขึ้น (Faster algorithms) สําหรับการคํานวณของ Total  
Variation PDIPM, สําหรับจาโคเบียนมีการแคลชดีขึ้น และตัวแกปญหาแบบฟอรเวิรดซึ่งชวย
ประหยดัหนวยความจําถาตองการ 

  • กราฟฟกทีพ่ัฒนาขึ้นและหนวยความรู (tutorials) ที่ครอบคลุมมากขึ้น 

  1.2.5.2) การพิจารณาการใช dual model ในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา 
และสถาปตยกรรมที่รองรับ 

  • เมชที่สัมพันธกัน (corresponding meshes) หมายถึงโมเดลที่มีจํานวนเมชนอย 
บรรจุลงในโมเดลที่มีจํานวนเมชมากอยางสมบูรณ โดยไมกายกัน 

  • Nodal Solvers ซ่ึงหมายถึงพารามิเตอรการสรางภาพความนําไฟฟาในแตละจุด 
ตอ (nodes)  

  •  2D Solvers วิธีการคือฉายโมเดลแบบสามมิติที่มีจํานวนเมชมากตาม 
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แกน z ลงบนโมเดลการสรางภาพขนาด 2 มิติ เทคนิคนี้ใชกันอยางแพรหลายในการประยุกตใชทาง
กายภาพ (geophysical) 

  • Constraining Reconstruction Parameters ใชในกรณทีี่มีพารามิเตอรอยูนอกชั้น 
ของความนําไฟฟา (บริเวณที่มีความไวต่ํา)  

  • การแกปญหาของกริดทีม่ีพิกเซลแบบสี่เหล่ียม (Solving to a Square Pixel  
Grid)  

  1.2.5.3) ความถูกตองของโมเดลไฟไนตเอลิเมนท โดยทั่วไปจะพิจารณาความผิดพลาด
ของแรงดันระหวางโมเดลไฟไนตเอลิเมนท และหุน (phantom)  วิธีงายที่สุดคือการจําลองเปาหมาย
ที่เคลื่อนที่ (moving target) ในตัวกลาง วิธีที่เหมาะสมที่สุดในการจําลองเปาหมายที่เคลื่อนที่คือการ
สรางขอบของเปาหมายภายในโมเดลไฟไนตเอลิเมนท และสรางเมชใหมรอบๆซึ่งหมายถึงการ
เปลี่ยนแปลงระหวางตําแหนงของแตละเปาหมาย ไมเพียงแตเมชที่อยูใกลเปาหมาย แตยังรวมถึง 
โมเดลไฟไนตเอลิเมนท เนื่องจากการกระจายของการเปลี่ยนแปลงในเอลิเมนต โดยมีขอแนะนําวา
ถาเปนโมเดลไฟไนตเอลิเมนทแบบ 2 มิติควรมีเอลิเมนตอยางนอย 104 เอลิเมนต และโมเดลไฟไนต
เอลิเมนทแบบ 3 มิติควรมีเอลิเมนตอยางนอย 106 เอลิเมนต ดังภาพประกอบ 1-7 ดานซายมือคือ
โมเดลขนาดสามมิติที่สรางโดย Netgen ของการเคลื่อนที่ของลูกบอลในแทงกที่มี 16 อิเล็กโทรด 
131,640 เอลิเมนต ขวามือคือภาพที่สรางขึ้น เห็นไดชัดวาเกิดความผิดพลาดเนื่องจากจํานวนของเอลิ
เมนตที่ไมเพียงพอ  

 

 
ภาพประกอบ 1-7 ดานซายมอืคือโมเดลขนาดสามมิติที่สรางโดย Netgen ขวามือคือภาพที่สรางขึ้น

[5] 
 1.2.6 D.R. Stephenson, J.L. Davidson, W.R.B. Lionheart, B.D. Grieve and T.A. 
York, “Comparison of 3D Image Reconstruction Techniques using Real Electrical Impe- 
dance Measurement  Data,” In Proc: 4th World Congress on Industrial Process Tomogra- 
phy, Japan, 2005. [6] 
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       บทความไดนําเสนอการเปรียบเทียบผลของภาพความตานทานไฟฟาขนาดสามมิติที่ใช
ขอมูลจากการวัดคาแรงดันโดยการนําอัลกอริธึมที่นิยมใชในการสรางภาพมาเปรียบเทียบกันดังนี้ 
วิธีแบค-โปรเจคชันแบบเชิงเสน (Linear Back-Projection), วิธีแลนดเวเบอรแบบเชิงเสน (Linear 
Landweber), วิธีคอนจูเกตเกรเดียนทแบบเชิงเสน (Linear Conjugate Gradient) , วิธีเรกูลาไรเซชัน
รวมกับเกาส-นิวตันแบบเชิงเสน (Linear Regularised Gauss-Newton) และ วิธีเรกูลาไรเซชัน
รวมกับเกาส-นิวตันแบบไมเปนเชิงเสน (Non- Linear Regularised Gauss-Newton) โมเดลที่ใชเปน
แท็งกรูปทรงกระบอกเสนผาศูนยกลาง 61 เซนติเมตร สารละลายมีความนําไฟฟาประมาณ 0.1 ซี
เมนสตอเมตร ประกอบดวยอิเล็กโทรด 4 ช้ัน ช้ันละ16 อิเล็กโทรด และอิเล็กโทรดเปนแบบ
ส่ีเหล่ียมผืนผาขนาด 6 ตารางเซนติเมตร แตละชั้นของอิเล็กโทรดหางกัน 4 เซนติเมตร และเก็บ
ขอมูลโดยใชเครื่อง LCT2 (the University of Manchester/ Syngenta) ซ่ึงสามารถจายกระแสและวัด
แอมปลิจูด (amplitude) และมุมเฟส (phase angle) ของแรงดันบนอิเล็กโทรดไดสูงสุดถึง 64 
อิเล็กโทรด โดยจายกระแสแบบขั้วขางเคียงในชั้นเดียวกันและวัดขอมูลได 3,904 ขอมูล การคํานวณ
ในสวนปญหาแบบฟอรเวิรด และจาโคเบียนใชเครื่องมือ (toolkit)ของซอฟตแวร EIDORS-3D  การ
สุมโดเมน (สําหรับโมเดลไฟไนตเอลิเมนตทั้งฟอรเวิรดและอินเวอรส) โดยใชโปรแกรม Netgen 
เปนตัวสรางเมชแบบอัตโนมัติ และแสดงผลใน MayaVi ซ่ึงเปนแพจเกจที่แสดงผลทางวิทยาศาสตร
แบบเปดกวาง (open source) 
       ในการทดลอง วางวัตถุที่เปนแทงทั้งแบบโลหะ (สวาง) และพลาสติก (มืด) ดัง
ภาพประกอบ 1-8   

           
(a)                                                                       (b) 

ภาพประกอบ 1-8 ตําแหนงของวัตถุในโมเดลรูปทรงกระบอก (a) ภาพสามมิติมองจากดานหนา,  (b) 
มองจากดานบน[6] 
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ผลการทดลองแสดงดังภาพประกอบ 1-9(a) พบวาวิธีแบค-โปรเจคชันแบบเชิงเสนไม
สามารถระบุขอบของวัตถุและทําใหตําแหนงของวัตถุเล่ือนไปยังขอบของโมเดล แมวาจะยังคงใช
กันอยางแพรหลาย ภาพประกอบ 1-9(b) แสดงผลการสรางภาพจากวิธีแลนดเวเบอรรอบที่ 5 ซ่ึงมีคา 
การผอนปรน (relaxation) อยูที่ 1×10-6 จะเห็นวาผลที่ไดคลายกับวิธีแบค-โปรเจคชันแบบเชิงเสน 
แตเสนผาศูนยกลางของพลาสติกมีคามากเกินไปเมื่อเปรียบเทียบกับอัลกอริธึมตัวอ่ืน สําหรับวิธีเรกู
ลาไรเซชันรวมกับเกาส-นิวตันแบบเชิงเสนที่มีคาไฮเปอรพารามิเตอรเทากับ 1×10-6 และเมทริกซ
ของเรกูลาไรเซชันเปนตัวกระทําอันดับหนึ่งบนจุดตอของเมชในไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใหภาพเรียบ
ขึ้น จากภาพประกอบ 1-9(c) พบวาการกระจายของตัวนําไฟฟาที่ถูกสรางขึ้นมีความชัดเจนกวาเมื่อ
เปรียบเทียบกับสองวิธีแรก แตยังคงเกินกวาความเปนจริง ภาพประกอบ 1-9(d) พบวาสามารถลด
จํานวนวัตถุที่ถูกสรางขึ้นจากวิธีเรกูลาไรเซชันรวมกับเกาส-นิวตันแบบไมเปนเชิงเสน อยางไรก็
ตามเมื่อเปรียบเทียบกับภาพประกอบ 1-9(e) ขอจํากัดก็คือความคมชัดของการสรางภาพการกระจาย
ของสภาพความนําไฟฟาพรอมการใชคาเงื่อนไขกอนหนา ความสําเร็จของอัลกอริธึมคอนจูเกตเกร
เดียนทแบบเชิงเสนในการสรางภาพคือ ผลของวิธีเรกูลาไรเซชันรวมกับการทําซ้ํา และไมไดใชคา 
เงื่อนไขกอนหนากับการกระจายตัวของเปาหมายที่ไมราบเรียบ ผลที่นาสนใจดังแสดงดัง
ภาพประกอบ 1-9(f) ซ่ึงเปนการสรางภาพจากคอนจูเกตเกรเดียนทแบบเชิงเสนที่ถูกประยุกตใชกับ
วิธีวัดแบบสองมิติ (2D measurement strategy) การจายกระแสและวัดแรงดันถูกจํากัดใหทํากับ
อิเล็กโทรดในชั้นเดียวกัน ทําใหวัดแรงดันไดทั้งหมด 416 คา 
 

 
 

 
ภาพประกอบ 1-9 แสดงภาพการแพรกระจายคาความนําไฟฟาภายในโมเดลสําหรับ (a) Linear 
Back-Projection, (b) Linear Landweber, (c) ) Linear Regularised Gauss-Newton, (d ) Non- 
Linear Regularised Gauss-Newton, (e) Linear Conjugate Gradient และ (f) linear conjugate 

gradients ใชการวัดแบบสองมิติ [6] 
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       ผลที่นําเสนอในบทความนี้เปนการเลือกผลจากการเปรียบเทียบอัลกอริธึมกับการจัด
วางวัตถุที่แตกตางกันและกลยุทธในการวัด ตารางที่ 1-1 แสดงภาพรวมของงานที่มีการเปรียบเทียบ
อัลกอริธึม โดยความสามารถในการสรางภาพการแพรกระจายของเปาหมาย หมายเลข 1 แสดงวา
ผลดีที่สุดและ หมายเลข 5 แสดงวาผลไมดีที่สุด พบวาทั้ง วิธีเรกูลาไรเซชันรวมกับเกาส-นิวตันแบบ
ไมเปนเชิงเสน และวิธีคอนจูเกตเกรเดียนทแบบเชิงเสนยังคงใหผลที่ดี อยางไรก็ตาม วิธีคอนจูเกต
เกรเดียนทแบบเชิงเสนยังคงใหผลที่ดีกวาในกรณีที่มีวัตถุหลายตัว โดยดูจากความคมชัดของการ
กระจายของคาความนําไฟฟา   
 

 
ตารางที่ 1-1  ภาพรวมของผลงานของอัลกอริธึมที่ใชสรางภาพโดยการจัดวางวัตถุหลายแบบ [6] 
  

      นอกจากนี้ยังไดนําเสนอวิธีการวัด ในการทดลองกอนหนานี้เปนการวัดแบบขั้ว
ขางเคียง (adjacent strategy) และวัดแรงดันในแนวนอนเทานั้น โดยมีขอแนะนําที่สําคัญวาควรวัด
ทั้งแนวนอนและแนวตั้ง 

 
1.2.7 B.M. Graham and A. Adler, “ Objective selection of hyperparameter for EIT ,” Phy- 
siol. Meas., no. 27, pp. 65–79, 2006. [7] 
       บทความกลาวถึงการเลือกคาไฮเปอรพารามิเตอร (hyperparameter) สําหรับขั้นตอนวิธี 
(algorithm) ที่ใชในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่เปนเชิงเสนแบบไมทําซ้ํา โดย
ไฮเปอรพารามิเตอรเปนตัวควบคุมการแลกเปลี่ยนระหวางการแกปญหาที่สอดคลองกับขอมูลจาก
การวัดและขอมูลกอนหนา แทนดวยสัญลักษณ λ  บทความนี้นําเสนอการหาคาและเปรียบเทียบวิธี
เลือกคาไฮเปอรพารามิเตอรที่แตกตางกัน 5 วิธี โดยวิธีที่นําเสนอเรียกวา ‘BestRes’ (Best 
Resolution) และเปรียบเทียบผลกับวิธีที่มีอยูแลว ไดแก 1) การเลือกโดยแปรผันคาไฮเปอร
พารามิเตอร (heuristic selection), 2) L-curve, 3) generalized cross-validation (GCV) และ 4) Fixed 
noise figure (NF) 
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      1.2.5.1 การเลือกโดยแปรผันคาไฮเปอรพารามิเตอร เปนการสรางภาพโดยแปรผันคา
ไฮเปอรพารามิเตอรเปนชวงกวาง จากนั้นเลือกภาพที่ดีที่สุด ซ่ึงมีขอเสียตรงที่การตัดสินใจของแต
ละคนอาจไมตรงกัน และเมื่อผานไปนานๆ เมื่อนํากลับมาทําใหมคาที่เลือกอาจไมใชคาเดิม 

      1.2.5.2 L-curve ทําโดยพลอตคา semi-norm ของการแกปญหาดวยวิธีเรกูลาไรเซชันซึ่ง
มีคาเทากับ 10 ˆlog Rx  เทียบกับนอรม (norm) ของเวกเตอรเศษตกคางที่สัมพันธกัน (corresponding 
residual) มีคาเทากับ 10 ˆlog Hx z−  โดย R คือ เมตริกซของเรกูลาไรเซชัน x̂ คือคาประมาณของ
การเปลี่ยนแปลงสภาพความนําไฟฟาที่เกิดขึ้นจริง H คือจาโคเบียนเมตริกซ และ z คือความ
เปลี่ยนแปลงของสัญญาณที่วัดไดในชวงเวลาหนึ่ง มีคาเทากับ ( )2 1 1v v v− โดย 1v คือสัญญาณที่วัด
ไดที่เวลา 1t  มักใชเปนกรอบอางอิง (reference frame) และ 2v  คือสัญญาณที่วัดไดที่เวลา 2t  ใชเปน
กรอบขอมูล (data frame) ผลของการพล็อตแสดงดังภาพประกอบ 1-10(a) ซ่ึงมีรูปรางเปนรูปตัว “ L 
” และคาที่ดีที่สุดของไฮเปอรพารามิเตอรอยูที่จุดบนสวนที่โคงที่สุด ซ่ึงเรียกวา LCλ  ขอเสียของวิธี
นี้คือในบางกรณีอาจจะไมเกิดโคงตัว “ L ” ดังภาพประกอบ 1-10(b) 

   
(a)                                                                                 (b) 

ภาพประกอบ 1-10 ตัวอยางการสรางโคงตัว “L” (L-curves) จากขอมูลของโมเดลแบบสองมิติ โดยมี
เมชจํานวน 576 เอลิเมนต (a) ใชเรกูลาไรเซชันเมตริกซแบบ tikhonov (RTik prior), (b) ใชเรกูลาไร
เซชันเมตริกซที่มีคาเทากับ ( )diag H  แทนดวยสัญลักษณ diagR ปรากฎวาไมสามารถชี้คาที่มุม [7] 

 
      1.2.5.3 generalized cross-validation (GCV) มีหลักสําคัญคือถาขอมูลของเอลิเมนตบาง

ตัวถูกกําจัดออกไปแลว การแกปญหาดวยวิธีเรกูลาไรเซชันควรจะทํานายขอมูลของเอลิเมนตที่
หายไป ขอดีก็คือไมตองมีขอมูลกอนหนาที่เกี่ยวกับความผิดพลาดของนอรม ดังสมการที่ (1.2) 
อยางไรก็ตามวิธีการนี้ก็มีขอเสียคือสามารถทําภายใตการแกปญหาดวยวิธีเรกูลาไรเซชันเทานั้น 

( )
( )

2

2

ˆHx z
GCV

trace I HB
λ

−
=

−
                                                           (1.2) 
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H  คือจาโคเบียนเมตริกซ,  x̂ คือคาประมาณของการกระจายของความนําไฟฟาตามจริง, z  คือคา 

แรงดันที่เปลี่ยนไป , I คือเมทริกซเอกลักษณ (Identity Matrix) และ ( ) 1T TB H WH R H Wλ
−

= +

โดย W คือสัญญาณรบกวนของระบบ, λ  คือคาไฮเปอรพารามิเตอรและ R คือเรกูลาไรเซชันเมท-
ริกซ  
       1.2.5.4 วิธี Fixed noise figure (NF) เปนการคํานวณรูปรางของสัญญาณรบกวน     
(noise figure) โดย NF คืออัตราสวนของอัตราสวนสัญญาณตอสัญญาณรบกวน (signal-to-noise 

ratio: SNR) ในการวัดตอ SNR ในภาพ 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]var var

c cin

out

mean z mean BzSNRNF
SNR n Bn

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                     ( 1.3) 

 
สัญญาณที่ใชคือ c cz Hx=  โดย cx  คือความคมชัดต่ําบริเวณตรงกลางของตัวกลาง ผูใชสามารถ
เลือกคา NF  และ λ ที่สัมพันธกันโดยใชเทคนิคการแบงครึ่งชวง (bisection) ปกติจะมีคา 1NF =

แทนดวยสัญลักษณ 1NFλ =  ถากราฟของ log( NF ) เทียบกับ log(λ ) มีรูปรางคลายเสนตรงแสดงวา
การแกปญหาจะดีดวย 

      1.2.5.5 วิธีการของ BestRes  ดังภาพประกอบ 1-11 เปนการแนะนําแผนการเลือกคา 
ไฮเปอรพารามิเตอร ดังนี้ 

    • ภาพที่มกีารเปลี่ยนแปลงทันทีทันใด (Image an impulse contrast) สามารถ 
แยกออกได 2 วิธีคือ 

1) การเก็บขอมูลจริงโดยเก็บขอมูลจากตัวกลางที่เปนเอกพนัธ (homoge- 
neous) จากนัน้เก็บขอมูลโดยวางหุนทางกายภาพ (physical phantom) บริเวณกึ่งกลางระหวางจุด
ศูนยกลางกับขอบของตัวกลาง (r/2)  

2) โดยการจําลองขอมูล จากตัวกลางที่เปนเอกพันธ จากนั้นเก็บขอมูลโดย 
เปลี่ยนคาความนําไฟฟาของเอลิเมนตเดีย่วที่ตําแหนง r/2 

    • การสรางภาพดวยฟงกชันของคาไฮเปอรพารามิเตอรและพลอตโคงความละ-  
เอียด (resolution curve) ที่สัมพันธกัน 

    • หาคา ReBest sλ  โดยดูจากจุดที่มีคาความละเอียด (resolution) สูงที่สุด และคา  
BR (blur radius) ต่ําที่สุด  
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ภาพประกอบ 1-11 เปรียบเทียบคาไฮเปอรพารามิเตอรที่เลือกจากวิธีตางๆ (a) L-curve และ (b) โคง

ความละเอียดโดยจุดทีไ่มไดระบุคือการเลือกแบบ heuristic [7] 
 
       การทดลองแบงออกเปน 3 กรณี โดยการจําลองขึ้นมา และการทดลองวัดจริง และ
เปรียบเทียบผลจากคา blur radius (BR) สรุปไดดังนี้ 

1) การเลือกโดยแปรผันคาไฮเปอรพารามิเตอร เนื่องจากเกิดความขัดแยงระหวาง 
ผูเชี่ยวชาญกับการไมทําซ้ํา ซ่ึงเปนไปไมไดที่ผูเชี่ยวชาญจะเลือกไฮเปอรพารามิเตอรที่ชอบมากกวา
เพียงคาเดียว ในทางตรงขามอาจเลือกจากขอบเขตของไฮเปอรพารามิเตอรซ่ึงการสรางภาพอาจ
มองเห็นความแตกตางไดยาก 

2) วิธี GCV ไมนาเชื่อถือสําหรับอัลกอริธึมที่ใชในการทดลอง 
3) L-curve จะดีเมื่อคาไฮเปอรพรารามิเตอรต่ํากวาวิธี Fixed NF และ BestRes  

แตโดยทั่วไปยังไมดีพอสําหรับการประยุกตใชทางดานภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา 
4) สําหรับ 1NF = วิธี Fixed NF คํานวณไฮเปอรพารามิเตอรอยูที่จุดต่ําสุดของ 

โคงความละเอียด ถาสัญญาณรบกวนมีคานอย ไฮเปอรพารามิเตอรจะมีคาใกลเคียงกับ BestRes

มาก แตถาเพิ่ม AWGN (additive white Gaussian noise) ลงไปในการจําลองขอมูล พบวา ReBest sλ มี
คาเพิ่มขึ้น แต 1NFλ = มีคาเทาเดิม 

5) ReBest sλ ใหคาที่ดีที่สุดในเทอมของ BR 
 

1.2.8 B.M. Graham and A.Adler, “A Nodal Jacobian Inverse solver for Reduced Complexity 
EIT Reconstruction,” International Journal for Information & Systems Sciences, Special 
Issue on Computational Aspect of Soft Field Tomography, Volume 2, Number 4 , 2006. [8] 
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       อัลกอริธึมสวนใหญในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาใชโมเดลที่มีสภาพ
ความนําไฟฟาคงที่ซ่ึงพิจารณาคาคงที่บนเอลิเมนต เนื่องจากตองการจํานวนของเอลิเมนตและการ
วัดขอมูลปริมาณมากเพื่อใชสรางภาพสามมิติ ทําใหเกิดปญหาหลายๆประการ ยกตัวอยางเชน ความ
ไมเพียงพอของทรัพยากรที่มีอยู (computation resource) นอกจากนี้การสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟายังมีความซับซอนดานความถูกตองของรูปทรงเลขาคณิต,โครงสรางของเงื่อนไข
กอนหนา และ ความตองการในการพัฒนาคาความละเอียด (resolution) บทความนี้นําเสนอ
อัลกอริธึมแบบ Nodal Jacobian และวิธีแกสมการซึ่งชวยลดเวลาและหนวยความจําที่ใชในการ
คํานวณในการสรางภาพ เพื่อที่จะใหการสรางภาพมีประสิทธิภาพ การดึงและแสดงผลขอมูลที่ถูก
เก็บในรูปแบบของจุดตอ (nodes) เร็วกวาขอมูลที่ถูกเก็บในรูปแบบของเอลิเมนต นอกจากนั้นการ
แกปญหาแบบจุดตอยังเปนกระบวนการที่งายเพราะใชพิกเซลที่มีอัลกอริธึมแบบฟลเตอรคลายกับ
การประมวลผลภาพ (image processing)  
       โครงสรางของ Nodal Jacobian ถูกพัฒนาจากโมเดลไฟไนตเอลิเมนต (nodal finite 
element) สําหรับ EIDORS3D คํานวณคา Elemental Jacobian โดยใชอัลกอริธึม NSHI  (nullspace 
scaled hybrid isotropic) และตองอาศัยองคประกอบที่คํานวณไดจากเมตริกซระบบของเอลิเมนต 
เพื่อที่จะคงความเร็วในการคํานวณ เราสามารถดัดแปลงอัลกอริธึมดานโครงสรางของเมตริกซ
ระบบแบบ nodal ใน EIDORS2D ไปเปนโครงสรางของ Nodal Jacobian ซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ 
HN, จาก Elemental Jacobian แทนดวยสัญลักษณ HE ดังนี้ 

a) d = 3 สําหรับสามเหลี่ยม (triangles) หรือ d = 4 สําหรับทรงสามเหลี่ยม (tetra-  
hedrons) 

b)  สําหรับแตละโหนด (n) ในเมช 
c)  elems เปนรายละเอียดของเอลิเมนตซ่ึงประกอบดวยโหนด n 
d)  :, :,

1N E
n i

i elems
H Hd

∈

= ∑ โดย :,
E
iH  หมายถึงคอลัมนที่ i ของเมทริกซ H  

e)  เสร็จสิ้นสําหรับแตละโหนด  
       ปริมาณที่ใชตรวจสอบความถูกตองของภาพที่สรางไดแก ความละเอียด (resolution) 
โดยกําหนดในรูปแบบของคา BR, พลังงานของภาพ (image energy), อัตราสวนของสัญญาณตอ
สัญญาณรบกวน (SNR) เพื่อจะทดสอบประสิทธิภาพของอัลกอริธึม ไดทําการทดลองดังนี้ 

1) ตรวจสอบประสิทธิภาพของอัลกอริธึมใหม (Nodal Jacobian) โดยเปรียบ 
เทียบกับอัลกอริธึมเดิม (Elemental Jacobian) สําหรับการสรางภาพแบบ 2 มิติ ซ่ึงใชขอมูลที่เก็บได
จากระนาบเดี่ยวของอิเล็กโทรดที่อยูตรงกลางแท็งก โดยแท็งกมีเสนผาศูนยกลาง 29 เซนติเมตรและ
สูง 29 เซนติเมตร และวางฉนวนทรงกลมขนาด 2 เซนติเมตรที่ตําแหนง r/2 เก็บขอมูลโดยใชเครื่อง 
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Goe-MF II ซ่ึงจายกระแสและวัดแรงดันแบบขั้วขางเคียง จากนั้นสรางภาพโดยใชเรกูลาไรเซชัน
เมตริกซดังนี้ TikR (Tikhonov Regularization matrix), diagR ( T

diagR H H= )), HPFR (Gaussian 
highpass filter) และ LapR (Laplacian mask filter) พบวาอัลกอริธึมแบบ nodal ผลิตสัญญาณที่จุด
ยอดสูงกวาแบบ elemental และ diagR ใหคาความละเอียด (resolution) และ อัตราสวนของสัญญาณ
ตอสัญญาณรบกวน (SNR) ดีที่สุดทั้งอัลกอริธึมเดิมและอัลกอริธึมใหม สรุปไดวาอัลกอริธึมแบบ
ใหมสรางภาพไดดีพอๆกับแบบเดิม ในเทอมของความละเอียดและอัตราสวนของสัญญาณตอ
สัญญาณรบกวน แตดีกวาในเรื่องของการลดหนวยความจําและความเร็วในการแกปญหา 

2) ตรวจสอบวิธีเลือกคาไฮเปอรพารามิเตอรแบบ 2 มิติ ที่เรียกวา BestRes สํา-  
หรับการสรางภาพแบบ 3 มิติ โดยหาคาไฮเปอรพารามิเตอรตามของตําแหนงตามแนวรัศมีบริเวณ
กึ่งกลางระนาบ จากภาพประกอบ 1-12 พบวาโคงของ diagR จะเสถียรเมื่อ impulse contrast อยูใน 
ชวง 20-75% ของรัศมีจากจดุศูนยกลาง, TikR  มีชวงใชงานระหวาง 30-65% จากขอบ และ LapR  จะ
เสถียรในชวง 10-75% นอกจากนี้ Graham และ Adler ยังไดแนะนําใหคํานวณคา ReBest sλ  สําหรับ 
contrast ที่ตําแหนง r/2 ในกรณี 2 มิติ สําหรับกรณี 3 มิติ ให contrast อยูระหวางระนาบของอิเล็ก 
โทรด สวนของ HPFR จะมีลักษณะคลายกับ TikR  

 
ภาพประกอบ 1-12 คาความละเอยีดและตําแหนงตามแนวรศัมีของ TikR , diagR  และ LapR  [8] 

 
3) กําหนดปริมาณที่ใชวัดประสิทธิภาพของอัลกอริธึมของ nodal แบบ 3 มิติ โดย 

ใช TikR , diagR , HPFR  และ LapR  กับการจําลองขอมูลจํานวน 2 ชุด ที่สรางจากการเคลื่อนที่ของ 
impulse contrast ตามแนวแกนตั้ง 28 จุดบนแตละชั้นของเอลิเมนต และโมเดลไฟไนตเอลิเมนต
ประกอบดวย 21504 เอลิเมนต และ 4205 โหนด  ขอมูลชุดที่หนึ่ง impulse contrast ตั้งอยูที่จุด
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ศูนยกลาง (r = 0) ขอมูลชุดที่สอง impulse contrast ตั้งอยูระหวางจุดศูนยกลางและขอบของวัตถุ 
(r/2) จากภาพประกอบ 1-13 พบวา ภาพที่สรางดวย TikR  มีคุณภาพดอยกวาเมื่อเปรียบเทียบในดาน
พลังงานของภาพ ขณะที่ diagR  ใหผลลัพธที่ดีที่สุดในดานความละเอียด ภาพประกอบ 1-13(a) แสดง
ใหเห็นวาความละเอียดที่ดีที่สุดสําหรับแตละ R  เกิดขึ้นเมื่อวัตถุวางใกลกับระนาบของอิเล็กโทรด 
และแยที่สุด เมื่อวัตถุอยูระหวางระนาบอิเล็กโทรด คาดวาเปนเพราะความละเอียดและความไวจะ
ลดลงตามตําแหนงที่ไกลจากอิเล็กโทรดตัวจายกระแสหรือวัดแรงดัน ความผิดพลาดของตําแหนง
ในแนวรัศมี (radial position error) ภาพประกอบ 1-13(b) มีคานอยที่สุดเมื่อ contrast วางที่ตําแหนง
จุดศูนยกลางของแท็งก อยางไรก็ตามความผิดพลาดของตําแหนงก็ยังถือวาเล็กนอย ความผิดพลาด
ดานความสูงเปนเรื่องปกติสําหรับทุก R  ดังภาพประกอบ 1-13(c) ความผิดพลาดของตําแหนง 
(position error) หมายถึงความผิดพราดทั้งในแนวรัศมีและแนวตั้ง รวมท้ังยังบงบอกถึงความไม
สมมาตรในแนวตั้ง ตามภาพประกอบ 1-13(d) จากภาพประกอบ 1-13(e) แสดงความเปลี่ยนแปลง
พลังงานของภาพตามฟงกชันของความสูงของเปาหมาย พบวา diagR  และ LapR ใหคาพลังงานของ
ภาพมากที่ สุด  แตความเปลี่ยนแปลงสวนใหญขึ้นอยูกับตําแหนงทางแนวตั้งของเปาหมาย 
ภาพประกอบ 1-13(f) แสดงอัตราสวนของสัญญาณตอสัญญาณรบกวนของภาพ 
       อยางไรก็ตามไมสามารถเปรียบเทียบผลระหวางอัลกอริธึมแบบเดิมกับแบบใหมได 
เนื่องจากเอลิเมนตมีจํานวนมาก ไมสามารถแกปญหาดวยอัลกอริธึมแบบเดิม ประโยชนของ
อัลกอริธึมแบบใหมคือชวยลดขนาดของระบบสมการเชิงเสนที่ใชแกปญหา และชวยพัฒนาในดาน
การดึงขอมูลและความเร็วทําใหสามารถแสดงภาพตัดขวางหลายๆภาพในเวลาจริงได (real time) 
นอกจากนี้จากปริมาณที่ใชวัดประสิทธิภาพของอัลกอริธึมทั้งหมด diagR  ใหผลลัพธที่ดีที่สุด 
สวน LapR ใหผลลัพธที่แยที่สุด และไมมีงานที่สมบูรณแบบสําหรับบทความนี้ที่เกี่ยวกับผลกระทบ
ระหวางระนาบของอิเล็กโทรด ในดานประสิทธิภาพของภาพที่สราง 
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ภาพประกอบ 1-13 คุณลักษณะทีว่ัดไดสําหรับการสรางภาพแบบ 3 มติิ ของชุดขอมูลที่ไดจากการ
จําลองขอมูลสองชุด โดยระนาบของอิเล็กโทรดวางที่ตําแหนง 8.5 และ 19.5 เซนติเมตร [8] 
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1.3 วัตถุประสงค 
เพื่อศึกษาและพัฒนาอัลกอริทึมที่ใชสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา ( Electri – 

cal Impedance Tomography ) สําหรับเตานม 
 
1.4. ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 
 ไดอัลกอริธึมที่สามารถสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาไดและสามารถนําไปพัฒนา
ตอเพื่อใหมีประสิทธิภาพดยีิง่ขึ้น 
 
1.5 วิธีดําเนินการวิจัย 
 1.5.1 ศึกษาผลงานวิจยัที่ผานมา 
 1.5.2 ศึกษาและคนควารายละเอียดที่เกีย่วของกับโครงการวิจัย 

1.5.2.1 ศึกษาพื้นฐานของ bioimpedance 
1.5.2.2 ศึกษาวิธีการแกปญหาแบบ forward  
1.5.2.3 ศึกษาวิธีการแกปญหาแบบ inverse 
1.5.2.4 ศึกษาอัลกอริธึมที่ใชในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา 

 1.5.3 ศึกษาการสรางภาพจากซอฟตแวร EIDORS ( Electrical Impedance and Diffuse 
Optical Reconstruction Software ) 
  1.5.3.1 ศึกษาอัลกอริธึมที่เกี่ยวของจาก  http://eidors3d.sourceforge.net/ 
tutorial/tutorial.shtml 
  1.5.3.2 ศึกษาตัวอยางที่มใีนซอฟตแวร EIDORS 
  1.5.3.3 การจําลองโมเดลทั้งแบบเอกพนัธ (homogeneous) และไมเอกพันธ 
(inhomogeneous)  
  1.5.3.4 สรางภาพการกระจายสภาพความนําไฟฟาดวยวธีิเรกูลาไรเซชัน  
  1.5.3.5 สรางภาพโดยการใชอัลกอริธึมหลายชนิด และเลอืกใชชนิดทีด่ทีี่สุด 
 1.5.4 จัดทํารายงานฉบับสมบูรณ  
 
1.6 ขอบเขตของการวิจัย 

1.6.1 สรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจากการจําลองโมเดล 
1.6.2 โมเดลมีอิเล็กโทรด (electrode) ไมนอยกวา 16 อิเล็กโทรด 
1.6.3 สามารถตรวจจับวัตถุที่มีขนาด 2.5– 5 เซนติเมตรได 



บทที่ 2 
ทฤษฎีและหลักการ 

 
การสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาเปนเทคนิคการสรางภาพซึ่งคํานวณการกระจาย

สภาพความนําไฟฟาภายในโมเดล จากการวัดแรงดันไฟฟาบริเวณอิเล็กโทรดท่ีสัมผัสกับผิวหนัง
หรือกับสารละลายไอออนภายในโมเดล ระบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา
ประกอบดวยการเก็บขอมูลและการสรางภาพ การเก็บขอมูลหมายถึงการจายกระแสบนอิเล็กโทรด
คูหนึ่งแลวทําการวัดแรงดันบนอิเล็กโทรดคูที่เหลือ กระบวนการจะทําซ้ําจนกวาจะจายกระแสครบ
ทุกคูของอิเล็กโทรด แลวนําขอมูลนั้นมาเก็บในคอมพิวเตอร จากนั้นนําคาที่ไดไปคํานวณหาคาการ
กระจายแรงดันไฟฟาภายในโมเดลเรียกกระบวนการนี้วาการแกปญหาแบบฟอรเวิรด โดยทดลอง
ภายใตโมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณ (complete electrode model) ซึ่งหมายถึงมีความตานทาน
สัมผัสเกิดขึ้นระหวางผิวหนังหรือสารละลายกับอิเล็กโทรด วิธีที่นิยมใชคือระเบียบวิธีการไฟไนตเอ
ลิเมนต เนื่องจากมีความยืดหยุนกับปญหาที่มีรูปรางลักษณะซับซอน ดังนั้นคาผลเฉลยโดยประมาณ
ที่จะคํานวณออกมาไดจะมีความแมนยํามากขึ้น ตอมานําคาแรงดันไฟฟาภายในที่คํานวณไดมาแก
หาคาการกระจายของอิมพีแดนซภายในโมเดล เรียกขั้นตอนนี้วาการแกปญหาแบบอินเวอรส 
เนื่องจากสมการที่ใชในการคํานวณคาการกระจายของอิมพีแดนซภายในตัวกลางเปนสมการเชงิเสน
ที่มีโมเดลทางคณิตศาสตรคือ =Ax b โดยปกติถาตองการแกหาคา x  ทําไดโดยการอินเวอรสเม-
ตริกซ A  แตเนื่องจาก A  เปนซิงกูลารเมตริกซ (singular matrix) จึงไมสามารถหาอินเวอรสของ
เมตริกซได ดังนั้นจึงใชวิธีเรกูลาไรเซชัน (regularization) เพื่อทําให A  เปนนอน-ซิงกูลารเมตริกซ 
(non-singular matrix) และสามารถหาคา x  ได สุดทายประมาณคาอิมพีแดนซดวยอัลกอริธึมของ
เกาส–นิวตันแบบรอบเดียว 
  ในบทนี้กลาวถึงหัวขอหลักๆ 4 หัวขอคือ 1) พื้นฐานของระบบการสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟา 2) การแกปญหาแบบ forward โดยใชวิธีการไฟไนตเอลิเมนต เร่ิมจากการสราง
สมการของแตละเอลิเมนต จากนั้นรวมสมการของทุกๆเอลิเมนตเรียกวาระบบสมการ (system 
equation) และกําหนดเงื่อนไขขอบเขต ตอมาหาฟงกชันการประมาณคาภายในแบบเชิงเสน (linear 
interpolation function) แลวสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตโดยวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง สุดทาย
แกสมการหาคาการกระจายของแรงดันไฟฟาภายในโมเดล  3) การแกปญหาแบบ inverse โดย
กลาวถึงวิธีหาคาจาโคเบียนเมตริกซ (jacobian matrix), วิธีเรกูลาไรเซชันแบบ tikhonov และ 
laplacian รวมทั้งหลักการประมาณคาดวยอัลกอริทึมของเกาส–นิวตัน 4) อธิบายโครงสรางของ
ซอฟตแวรที่ใชงานรวมทั้งซอฟตแวรที่เกี่ยวของ 
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2.1 บทนํา[9] 
 พื้นฐานของระบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา ประกอบดวยการเก็บขอมูล  
(data collection) และการสรางภาพ (reconstruction) มีรายละเอียดดังนี ้
 2.1.1 การเก็บขอมูล   

        โดยทั่วไประบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจะวางอิเล็กโทรดใหสัมผัส
กับผิวหนังหรือภายในขอบของตัวกลาง (medium) ที่จะสรางภาพ โดยลักษณะการวางอิเล็กโทรด
เปนแบบอารเรย (array) ดังภาพประกอบ 2-1 คือจุดรอบๆตัวกลาง จากนั้นจายกระแสที่อิเล็กโทรดคู
หนึ่ง และวัดแรงดันบนอิเล็กโทรดคูที่เหลือ ทําอยางนี้เร่ือยไปจนจะกระแสครบทุกคูอิเล็กโทรด นํา
ขอมูลที่วัดไดผานวงจรขยาย (amplifier) เพื่อขยายสัญญาณ ไปยังตัวควบคุมของขอมูลที่วัดได 
สุดทายนําขอมูลที่ไดไปเก็บไวในคอมพิวเตอรเพื่อประมวลผลหาคาอิมพีแดนซตอไป 

 

 
 

ภาพประกอบที่ 2-1 ระบบเกบ็ขอมูลแบบ 16 อิเล็กโทรด โดยจายกระแสและวัดแรงดนั[9]  
 
        สําหรับการจายกระแสและวัดแรงดันมีหลายวิธี ยกตัวอยางเชน การจายกระแสแบบ

ขั้วขางเคียง (adjacent drive pattern) โดยจายกระแสที่อิเล็กโทรดคูหนึ่งที่อยูขางกัน และวัดแรงดัน
บนอิเล็กโทรดคูที่เหลือ ดังภาพประกอบที่ 2-2(a) จายกระแสบนคูอิเล็กโทรด (1,2) และวัดความตาง
ของแรงดันบนคูอิเล็กโทรด (3,4), (4,5) จนถึง (15,16) จะไมวัดแรงดันบนคูอิเล็กโทรด (16,1), (1,2) 
หรือ(2,3) จากนั้นเลื่อนการจายกระแสไปที่คูอิเล็กโทรด (2,3) และวัดความตางของแรงดันบนคู
อิเล็กโทรด (4,5), (5,6) จนถึง (16,1) ดังภาพประกอบที่ 2-2(b) กระบวนการนี้จะทําซ้ําไปเรื่อยๆ 
จนกระทั่งกระแสถูกจายครบทุกคูอิเล็กโทรดรวม 16 คู แรงดันที่วัดไดทั้งหมดเรียกวาเฟรมของ
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ขอมูล (frame of data) และมีจํานวนเทากับ 208 (16×13) ขอมูล โดยทั่วไปขอมูลจะถูกจัดเรียงตาม
คอลัมนของเวกเตอร (column vector) ที่มีความยาวเทากับ 208 

        นอกจากนี้ยังตองใชวิธีการประมาณคาเชิงเลขหาคาสนามแรงดันไฟฟาภายในตัวกลาง
ที่มีแบบจําลองทางคณิตศาสตรเขียนในรูปของสมการ ( , )F σ=u(x) Ir โดย u(x)r  คือสนาม
แรงดันไฟฟาภายในตัวกลาง , F  คือตัวดําเนินการแบบฟอรเวิรด (forward operator) , σ คือสภาพ
ความนําไฟฟา และ I คือคากระแสที่จายบนอิเล็กโทรด 

 

 
ภาพประกอบที่ 2-2 การจายกระแสแบบขัว้ขางเคียง[9]  

 
         สําหรับการแกปญหาแบบฟอรเวิรด จะใชการประมาณคาเชิงเลขที่เรียกวาวิธีไฟไนต 

เอลิเมนท (Finite Element Method : FEM) ซ่ึงมีสมการพีชคณิตดังนี้ -1= (σ)V Y I  โดย Y  คือเม- 
ตริกซระบบ (system matrix หรือ jacobian matrix) ของโมเดลไฟไนตเอลิเมนต , V คือเมตริกซของ
แรงดันไฟฟาภายในโมเดล และ I  คือเมตริกซของกระแสที่จายเขาไปที่แตละจดุตอ (nodes) 

2.1.2 การสรางภาพ (reconstruction) 
        อัลกอริธึมของการสรางภาพมีดวยกันสองชนิดหลักๆ คือ การสรางภาพแบบสถิต 

(static imaging) เปนการประมาณคาสภาพความนําไฟฟาของตัวกลางจากขอมูลที่ขอบของโมเดล 
และ การสรางภาพแบบตางกัน (difference imaging) เปนการประมาณคาความเปลี่ยนแปลงของ
สภาพความนําไฟฟาในตัวกลางจากขอมูลที่วัดในชวงเวลาหนึ่ง ( 1t , 2t ) ดังภาพประกอบ 2-3  
สําหรับอิมพีแดนซที่มีการเปลี่ยนแปลงนอยในชวงเวลาหนึ่ง สามารถคํานวณโดยใชอัลกอริธึมแบบ
เปนเชิงเสน (linearized algorithm) ในขั้นตอนเดียว แตถาอิมพีแดนซมีการเปลี่ยนแปลงมากอาจจะ
ตองแกปญหาดวยอัลกอริธึมแบบไมเปนเชิงเสนรวมกับการทําซ้ํา  
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ภาพประกอบ 2-3 ตัวอยางการสรางภาพแบบ 2 มิติดวยวิธี difference imaging[9] 
 
        กําหนดใหสัญญาณ 2 1z = v - v  โดย 1v  คือเวกเตอรของแรงดันที่วัดไดที่เวลา 1t  

และ 2v  คือเวกเตอรของแรงดันที่วัดไดที่เวลา 2t  การประมาณคาของภาพที่ตางกัน สามารถคํา 
นวณจากสมการ 

                                  x̂ Bz=                                                                                   (2.1) 
ซ่ึง x̂ σ= Δ   คือการเปลี่ยนแปลงสภาพความนําไฟฟาในชวงเวลา 1t  และ 2t  สวนB คือตัว
ดําเนินการของการสรางภาพแบบเชิงเสนดวยวิธีเรกูลาไรซ (regularized linearized reconstruction 
operator)  

        การคํานวณคาอิมพีแดนซหรือการเปลี่ยนแปลงของอิมพีแดนซอยูบนพื้นฐานของขอ 
มูลที่ไดจากการวัดแรงดันบริเวณขอบของโมเดลซึ่งเปนปญหาแบบอินเวอรสที่เปน ill-conditioned 
นั่นหมายความวาเมื่ออินพุทเปลี่ยนแปลงนอย สงผลใหเอาทพุทเปลี่ยนแปลงมากทําใหระบบไม
เสถียร ดังนั้นจึงตองการวิธีที่จะพัฒนาเงื่อนไขนี้ ซ่ึงสวนใหญใชวิธีเรกูลาไรเซชัน (regularization) 
โดยเกี่ยวของกับการไดมาของขอมูลที่มีลักษณะตรงกับความเปนจริงแลกกับการสูญเสียเงื่อนไข
กอนหนา (prior condition) ในการแกปญหา 
 
2.2 ปญหาแบบฟอรเวิรด 
 อุปกรณสวนใหญที่ใชในระบบของการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาเปนไฟฟา
กระแสสลับ ในการประยุกตใชงานทางการแพทยจะพิจารณาทั้งองคประกอบที่เปนจํานวนจริงและ
จํานวนจินตภาพของแรงดันที่วัดได แตสําหรับความถี่ที่ใชงาน ถานอยกวา 10 กิโลเฮริตซ 
องคประกอบรีแอกแตนซ (reactance) สามารถเพิกเฉยได  

2.2.1 แบบจําลองการกระจายตัวของสนามไฟฟาในตัวกลาง 
         เมื่อมีการกระตุนทางไฟฟาไปที่ตัวกลางซึ่งแทนดวยสัญลักษณ Ω  จะทําใหเกิด
คุณสมบัติทางไฟฟาที่เปลี่ยนแปลงตามฟงกชันของตําแหนงและเวลา คุณสมบัติเหลานี้ถูกแทนดวย
คาอิมพีแดนซซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ ( , ) ( , )t j tσ ω+x xr r  และสัมพันธกับคาสภาพยอมรับได 
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(permittivity) ซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ ( , )tε xr โดย  xr  หมายถึงเวกเตอรตําแหนง สําหรับโมเดลแบบ
สองมิติ จะได ( )1 2,x x=xr  และโมเดลแบบสามมิติจะได ( )1 2 3, ,x x x=xr  ถากระแสไฟฟาที่จายให
ตัวกลางมีคาต่ํา (ไมเกิน 5 มิลลิแอมป) สามารถเพิกเฉยตอผลกระทบที่เกิดจากสนามแมเหล็กได 
ดวยเงื่อนไขนี้จะพิจารณาเฉพาะสภาพความนําไฟฟา (conductivity) ซ่ืงแทนดวยสัญลักษณ ( )σ xr  

        โมเดลทางคณิตศาสตรของปญหาแกไดดวยสมการของแมกซเวล (Maxwell’s 
equation)   แตเนื่องจากไมมีกระแสไหลภายนอกตัวกลาง เพราะมีสภาพความนําไฟฟาเปนศูนย 
ดังนั้นจึงแก ปญหาดวยสมการเชิงอนุพันธยอยแบบเอลลิปติก  (elliptic partial differential equation) 
หรือที่รูจักในชื่อลาปลาเซียน (Laplacian)  

                                                        ( ) 0uσ∇⋅ ∇ =                          ในตัวกลาง                        (2.2) 
โดย ( )

r
u x คือการกระจายของแรงดันภายในตัวกลาง สมการของลาปลาซสามารถเริ่มพิสูจนไดจาก

กฎของโอหม  
                                                               J Eσ=                                                                        (2.3) 
โดย ( )

r
J x คือรูปแบบการไหลของกระแส และ E คือเวกเตอรของสนามไฟฟา ซ่ึงหาคาไดจาก 

                                                              E u= −∇                                                                      (2.4) 
uคือฟงกชันของแรงดันที่เปนสเกลาร จากนั้นประยุกตใชกฎกระแสของเคอรชอฟฟ (Kirchoff’s 
current law) คือกระแสรวมที่จุดตอใดๆมีคาเทากับศูนย ดังสมการ  
                                                              0J∇ =                                                                         (2.5) 
แทนสมการ (2.4) ลงในสมการ (2.3) จากนั้นใสไดเวอรเจนซทั้งสองขางของสมการ แลวแทน
เงื่อนไขดวยสมการที่ (2.5) จะไดสมการลาปลาเซียนตามสมการที่ (2.2) 

เงื่อนไขขอบเขตของโมเดลขึ้นกับการกําหนดกระแสแทนดวยสัญลักษณ n̂J ที่ทุกๆจุดบน
ขอบของโมเดล ดังสมการ 

                                                             ˆ ˆn n
uJ σ ∂

= −
∂

                                                                 (2.6) 

 
n̂  คือเวกเตอรแนวฉาก (normal vector) ที่ตั้งฉากกับขอบของโมเดล สมการ (2.2) และ (2.5) เปน
สมการของปญหาแบบฟอรเวิรดที่ใชหาคาการกระจายของแรงดันภายในตัวกลาง วิธีวิเคราะหการ
ประมาณคาเชิงเลขในการแกปญหาแบบฟอรเวิรดที่นิยมคือวิธีการไฟไนตเอลิเมนต (finite element 
method) 
 2.2.2 วิธีการไฟไนตเอลิเมนต  
         วิธีการไฟไนตเอลิเมนตเปนเทคนิคการวิเคราะหเชิงเลขดวยการประมาณคา ถูกใช
อยางกวางขวางในทางวิศวกรรม เร่ิมจากการแบงรูปรางลักษณะของปญหาที่จะทําการคํานวณ
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ออกเปนเอลิเมนตยอยๆ ซ่ึงเอลิเมนตยอยๆเหลานี้อาจมีลักษณะและขนาดที่แตกตางกันออกไป แลว
ทําการสรางสมการสําหรับแตละเอลิเมนต โดยสมการที่สรางขึ้นมานั้นจําเปนตองสอดคลองกับ
สมการเชิงอนุพันธของปญหาที่พิจารณาอยู จากนั้นจึงนําสมการของแตละเอลิเมนตที่สรางขึ้นมา
ประกอบกันเขากอใหเกิดระบบสมการชุดใหญ ตอมาทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตที่กําหนดลง
ในระบบสมการชุดใหญ แลวจึงทําการแกระบบสมการทั้งหมด 
         ความแมนยําของคาเฉลยโดยประมาณที่คํานวณออกมาไดนั้นจะขึ้นอยูกับขนาดและ
จํานวนของเอลิเมนตที่ใชในการแกปญหา นอกจากนี้ยังขึ้นอยูกับการสมมติรูปแบบของฟงกชันการ
ประมาณคาภายใน (interpolation function) ของแตละเอลิเมนต กลาวคือฟงกชันการประมาณคา
ภายในที่สมมติขึ้นมานั้นมีความใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงของปญหานั้นมากนอยเพียงไร 
ลักษณะการกระจายของฟงกชันการประมาณคาภายในของเอลิเมนตอาจสมมติใหอยูในหลาย
รูปแบบ อาทิเชน รูปแบบของการกระจายเชิงเสนตรง (linear distribution) เปนตน สวนขนาด 
(magnitude) ของฟงกชันการประมาณภายคาภายในจะขึ้นอยูกับคาที่จุดตอของเอลเิมนต 

        จากลําดับขั้นตอนคราวๆ ดังกลาวขางตนจะเห็นไดวาหัวใจที่สําคัญของวิธีการไฟไนต
เอลิเมนตคือ การสรางสมการของเอลิเมนตขึ้นมาเพื่อใหสามารถจําลองแบบหรือปญหาไดอยาง
ถูกตอง การสรางสมการของเอลิเมนต สามารถทําได 3 วิธี ดังนี้ 

a) วิธีการโดยตรง (direct approach)  เปนวิธีที่งายที่สุดโดยเฉพาะในการเริ่มตน 
เรียนรูวิธีการไฟไนตเอลิเมนต จุดเร ิ่มตนคือการใชวิธีของความแข็งตึงโดยตรง (direct stiffness me 
thod) ในการวิเคราะหโครงสราง แตวิธีนี้ยังมีขอจํากัดอยู  

b) วิธีการแปรผัน (variation approach) วิธีนี้จาํเปนสําหรับการแยกชัน้ปญหาของ  
วิธีไฟไนตเอลิเมนตซ่ึงไมสามารถทําไดโดยใชวิธีการโดยตรง เชน ปญหาคาไมคงที่ (non-constant) 
ของสภาพความนําไฟฟา, ปญหาการใชฟงกชันการประมาณคาในชวงอันดับสูง และรูปรางของเอลิ
เมนตที่ไมใชสามเหลี่ยม (triangles) และ ทรงส่ีหนา (tetrahedrons) 

c) วิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (method of weighted residuals ; MWR) เปนวิธีที่นิ-  
ยมใชสืบหาคุณสมบัติของเอลิเมนต โดยเริ่มจากสมการควบคุมของปญหา จากนั้นดําเนินการโดย
การสุมสถานะที่แปรผัน 

    การแกปญหาดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีขั้นตอนดังนี้ 

• แบงตัวกลางออกเปนเอลิเมนตยอยๆ 

• เลือกฟงกชันการประมาณคาภายในเอลิเมนต (element interpolation  
function) 

• สรางสมการของเอลิเมนตโดยคํานวณหาโลคอลเมตริกซ (local matrix)  
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ของแตละเอลิเมนต และใชสัญลักษณ Y แทนองคประกอบของโลคอลเมตริกซ 

• นําสมการที่ไดจากทุกๆเอลิเมนตมาประกอบรวมกันเขากอใหเกิดระบบ 
สมการ (system equation) นั่นหมายความวาจะตองรวมโลคอลเมตริกซเขาไปในโกบอล (global 
matrix) และใชสัญลักษณ Y หรือ A  

• กําหนดเงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) ของระบบ โดยใช 
เงื่อนไขขอบเขตของดีรีเคล (Dirichlet) เปนเงื่อนไขขอบเขตที่จําเปน และ นอยมันน (Neumann) 
เปนเงื่อนไขขอบเขตตามธรรมชาติ 

• แกสมการของระบบ YV = I  โดยใชซอรฟแวรในการคํานวณพีชคณิต 
เชิงเสนเชน แมทแลป (MATLAB) 

        2.2.2.1 วิธีการโดยตรง 
      วิธีการโดยตรงใชสําหรับปญหาทั่วไปหรือรูปรางของเอลิเมนตแบบงายๆ นั่น 

หมายความวาในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจะใชกับไฟไนตเอลิเมนตที่มีสภาพ
ความนําไฟฟาคงที่รวมกับ shape function แบบเชิงเสน ในกรณีนี้โมเดลของไฟไนตเอลิเมนตมีวง 
จรสมมูลเหมือนโครงขายไฟฟาเชิงเสน (linear electric network) ที่ตอกันระหวางจุดตอสําหรับ 
โมเดลแบบ 2 มิติ เอลิเมนตมีลักษณะเปนรูปสามเหลี่ยมดังภาพประกอบ 2-4(a) และมีโครงขายทาง
ไฟฟาดังภาพประกอบ 2-4(b) แตละดานของสามเหลี่ยมถูกแทนที่ดวยความตานทานซึ่งมีคาความ
นําไฟฟาเทากับ cot jσ θ  โดยที่ตัวตานทาน j  คือตัวตานทานที่ตรงขามกับมุมลําดับที่ j  ( thj  
angle) กรณีโมเดลแบบสามมิติก็คลายๆกัน 

 
                         (a) เอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม                         (b) วงจรสมมูล     

ภาพประกอบ 2-4 การหาคาจากโครงขายตัวตานทาน 

jθ  คือมุมระหวางสองเอลิเมนตที่มีดาน j รวมกัน ในเทอมของพิกัดของจุดตอ (nodal coordinates) 
คาความนํา ijY  ระหวางจุดตอ i และ จุดตอ j หาไดจากสมการ 

                                          ( ) , ( )
2

e
ij i j i j

e

Y b b c c i j
A
σ

= + ≠                                                   (2.7) 
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โดยที่ 1 2 3b y y= − , 2 3 1b y y= − , 3 1 2b y y= −  และ 1 3 2c x x= − , 2 1 3c x x= − , 3 2 1c x x= −  
ที่ ( , )i ix y โดย 1,2,3i =  แทนพิกัด (coordinate) ของแตละจุดตอ , eA คือพื้นที่ของเอลิเมนต , eσ

แทนสภาพความนําไฟฟาของเอลิเมนตซ่ึงสมมติวามีคาคงที่ตลอดทั้งเอลิเมนต และตัวหอย e  อาง
ถึงเอลิเมนตที่ e  กฎกระแสของเคอรชอฟฟสําหรับวงจรเขียนไดดังนี้ 
 

11 12 13 1 1

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

Y Y Y u i
Y Y Y u i
Y Y Y u i

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

     หรือ       Y U Ie e e=  

 

โดย 11 12 13Y Y Y= − − , 22 21 23Y Y Y= − − , 33 31 32Y Y Y= − − , ij jiY Y=  เมื่อ , 1, 2,3i j = และ iu  คือ
แรงดันที่จุดตอ และ ii คือกระแสที่ไหลในจุดตอที่ i   

• การรวมคุณสมบัติของเอลิเมนตเพื่อใหไดระบบสมการ (system equation) 
       จากภาพประกอบ 2-5 แสดงเมช (mesh) ของ 2 เอลิเมนต ซ่ึงใชในการหาคาโก 

บอลเมตริกซของแอตมิตแตนซ (global admittance matrix) โดยเมตริกซหลัก (master matrix) ถูก
คํานวณจากสภาพความนําไฟฟาระหวางเอลิเมนตขางเคียง โลคอลเมตริกซของแตละเอลิเมนตเขียน
ไดดังนี้ 
 

( )
11 12 13

1
, 21 22 23

31 32 33

i j

Y Y Y
Y Y Y Y

Y Y Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  [ ], 1, 2,3i j∈  คือ global node ของเอลิเมนต 1 

 

( )
11 12 14

2
, 21 22 24

41 42 44

i j

Y Y Y
Y Y Y Y

Y Y Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  [ ], 1, 2, 4i j∈  คือ global node ของเอลิเมนต 2 
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ภาพประกอบ 2-5 เมชของ 2 เอลิเมนต 
 

 

 
 

ภาพประกอบ 2-6 การเชื่อมตอของ 2 เอลิเมนต 
 

เมื่อนํามารวมกันจะได  

                              

11 12 12 13 14

21 21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

Y

Y Y Y Y Y
Y Y Y Y Y

Y Y Y Y
Y Y Y Y

+⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

       [ ], 1: 4i j∈  

 

• การกําหนดเงือ่นไขขอบเขต 
เงื่อนไขขอบเขตสําหรับโมเดลอิเล็กโทรดในภาพตัดขวางความตานทานไฟ  

ฟาที่รูจักมีอยู 4 แบบ คือโมเดลแบบความตอเนื่อง (continuum), แบบชองวาง (gap), แบบขนาน 
(shunt) และแบบอิเล็กโทรดสมบูรณ (complete electrode) ในที่นี้จะอธิบายโดยใชโมเดลแบบชอง 



33 
 

วางซึ่งเปนโมเดลที่งายที่สุดในการประมวลผลเชิงเลข อิเล็กโทรดจะถูกเชื่อมตอโดยตรงกับจุดตอที่
ถูกเลือกบริเวณขอบของโมเดลของไฟไนตเอลิเมนต  เมื่อจายกระแสระหวางอิเล็กโทรดคูขางเคียง
และวัดแรงดันโดยใชโมเดลของไฟไนตเอลิเมนต  กําหนดเงื่อนไขขอบเขตของโมเดลแบบชองวาง 
ดังสมการ 
                                                        YV = I                                                                               (2.8) 
โดย Y คือ โกบอลเมตริกซ (global matrix) ของสภาพความนําไฟฟา, V คือเวกเตอรของแรงดันที่
จุดตอ 
                                                    1 2[ , ,..., ]V T

Nu u u=                                                            (2.9) 
                                                 [0,0,..., 1,1,0]I T= −                                                        (2.10) 

คาที่ไมเปนศูนยแทนการจายกระแสระหวางคูอิเล็กโทรด ขณะที่คาที่เปนศูนยแทนกระแสที่แตละ
จุดตอซ่ึงมีคาเทากับศูนยตามกฎกระแสของเคอรชอฟฟ (Kirchoff’s current law) แรงดันที่จุดตอแก
โดยใชสมการ -1= V Y I  จะไดระบบพีชคณิตดังนี้ 
 

11 1 11 1

22 2

1 2 1

1 0 0
0

0

M M

ij N ij

ij ij

M NM N NN M NM

u u i i
u Y Y i

u i
u u Y Y i i

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

L L L L L

M O M L M O M

M O M M M O M M O M

L L L L L

            (2.11) 

 

iju คือแรงดันที่จุดตอ i เนื่องจากการจายกระแสลําดับที่ j  ขณะที่ iji  คือกระแสที่จุดตอ i  ระหวาง
การจายกระแสลําดับที่ j  จากสมการ (2.10) แตละคอลัมนของ I มีคาไมเทากับ 0 เพียงสองคา
เทานั้นและ เปนการสลับลําดับกันของ [0,0,..., 1,1,0]I T= −  เนื่องจากการจายกระแสในแตละครั้ง 
เริ่มตั้งแตอิเล็กโทรดในโมเดลแบบชองวางแมปไปยังจุดตอเดี่ยว (single node) แรงดันที่วัดได
ระหวางคูของอิเล็กโทรดในแตคร้ังหมายถึงความแตกตางของแรงดันระหวางจุดตอสองจุด ซ่ึงเปน
จุดตอเฉพาะที่สัมพันธกับอิเล็กโทรด แรงดันที่วัดไดระหวางอิเล็กโทรดคูขางเคียงจะถูกเก็บใน
คอลัมนของเวกเตอร ตลอดจนการใชตัวดําเนินการ []T  ซ่ึงหมายถึงลําดับของการวัด ยกตัวอยาง 

9v เปนแรงดันที่วัดไดระหวางอิเล็กโทรด 4 และ 5 เมื่อจายกระแสครั้งที่สอง ดังนั้นตัวดําเนินการ T
จะไดวา [ ] 42 529

= -V V VT เปนตน  
       การแกสมการ (2.8) เพื่อหา V ตองทําการแปลงกลับ (inverse) Y แตเนื่อง  

จาก Y เปนเวกเตอรส่ีเหล่ียมที่มีลักษณะของขอมูลเปนแถบบางเบาเรียกวา sparse ทําใหเปนซิงกู
ลารเมตริกซ (singular matrix) ซ่ึงไมสามารถแปลงกลับได ในการที่จะทําให Y เปนนอน-ซิงกูลาร
เมตริกซ (non-singular matrix) นั้นจะตองเลือกจุดตออางอิง (reference node) คลายๆกับการเลือก



34 
 

กราวดเสมือน เพื่อความสะดวกควรเลือกจุดตอหนึ่งเปนจุดตออางอิง ในการประมวลผลสมการเชิง
เสนดังสมการ (2.8) นั้น ทุกๆแถวที่ 1 และคอลัมนที่ 1 ของเมตริกซแอตมิตแตนซใหเซตคาเปนศูนย 
และเอลิเมนตในแนวทแยงเซตคาเปน 1 เพื่อใหแนใจวาแรงดันจะมีคาเปนศูนยที่จุดตอ ระหวางการ
จายกระแสแตละครั้ง เอลิเมนตที่ตรงกับเวกเตอรของกระแสใน I  เซตคาเปน 0 

       ในการแกสมการ (2.11) เพื่อหาคาแรงดันที่จุดตอ ทําไดโดยใชฟงกชัน 
การประมาณคาในชวง คํานวณแรงดันภายในแตละเอลิเมนต หัวขอที่จะอธิบายตอไปเปนการหาคา
ฟงกชันการประมาณคาแบบเชิงเสนของเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม สําหรับเอลิเมนตแบบทรงสี่หนามี
วิธีคลายกัน  

• การหาฟงกชันการประมาณคาภายในแบบเชิงเสน ( )iφ  
แรงดันภายในอิลิเมนตรูปสามเหลี่ยมถูกประมาณคาโดยฟงกชันแบบเชิงเสน 

แสดงดังสมการ 
   U a bx cy= + +                                                                     (2.12) 

โดย U แทนการจําลองการกระจายแรงดันอยางตอเนื่องทั่วทั้งระนาบ  x - y ดวยฟงกชัน piecewise 
planar และสัมประสิทธิ์ , ,a b c ในสมการ  (2.12)  หาไดจากการสมมติคาแรงดัน 1 2 3, ,U U U   ที่จุด
ตอทั้งสาม 

 
ภาพประกอบ 2-7  ตัวอยางสําหรับการหาฟงกชันการประมาณคาภายในแบบเชิงเสน 

จากสมการ (2.12) จะไดแรงดันที่จุดตอทั้งสามของเอลิเมนต ดังนี ้

   
1 1 1

2 2 2

3 3 3

1
1
1

U x y a
U x y b
U x y c

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                                                      (2.13) 

และหาคาสัมประสิทธิ์  a, b, c ไดจาก  

   

1
1 1 1

2 2 2

3 3 3

1
1
1

a x y U
b x y U
c x y U

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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แทนกลับในสมการ (2.11) ฟงกชันของแรงดันภายในแตละเอลิเมนต เทากับ  

  

1
1 1 1

2 2 2

3 3 3

1
( , ) [1 ] 1

1

x y U
U U x y x y x y U

x y U

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

             (2.14) 

ภายหลังแปลงกลับเมตริกซ  ดังสมการ (2.14) สามารถจัดรูปสมการใหมดวยการคูณดังสมการ   

  
3

1
( , )i i

i
U U x yφ

=

= ∑                                                                             (2.15) 

เมื่อฟงกชันการประมาณคาภายใน ซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ iφ  หาคาจาก  

 
               

{ }2 3 3 2 2 3 3 2
1 ( ) ( ) ( )

2i x y x y y y x x x y
A

φ = − + − + −                        (2.16) 

1 2 3, ,φ φ φ  เปนการแลกเปลี่ยนภายในแบบวงกลม (cyclic interchange) ของตัวหอย ซ่ึงเปนวิธีใหม
ในการกําหนดฟงกชันการประมาณคาบนจุดตัดของสามเหลี่ยม โดย คา iφ  จะเทากับ 0 ทุกจุดตอ 
ยกเวนที่จุดตอ i = j จะมีคาเทากับ 1 ดังสมการ 

( , ) 0i j jx y i jφ = ≠  

                   1 i j= =  
A  คือพื้นที่ของสามเหลี่ยมมีคาเทากับครึ่งหนึ่งของดีเทอรมิแนนทของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ใน
สมการ (2.13) 

  
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

1 1
1 det 1 2 det 1
2

1 1

x y x y
A x y A x y

x y x y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

 
สมการ (2.15) เปนการหาแรงดันภายในเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมที่สมบูรณแลวดวยฟงกชันของ
แรงดันที่จุดตอทั้งสามของเอลิเมนต สําหรับการหาฟงกชันการประมาณคาภายในแบบเชิงเสนของ
โมเดลแบบสามมิติคลาย ๆ กับสมการ (2.15) แตคา i  จะรันถึง 4 แทนที่จะเปน 3 โดยเอลิเมนตของ
โมเดลแบบสามมิติจะเปนรูปทรงสี่หนา   แรงดันภายในอิลิเมนตรูปรูปทรงสี่หนาถูกประมาณคา
โดยฟงกชันแบบเชิงเสนแสดงดังสมการ 

  U a bx cy dz= + + +                                                             (2.17) 
 

        2.2.2.2 วิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง  (method of weighted residuals)  
       การถวงน้าํหนักเศษตกคางมีหลายวิธี เชนวิธีการจดักลุม (Collocation) , วิธี 
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กําลังสองนอยสุด (Least Squares) และ วิธีของกาเลอรคิน (Galerkin) ซ่ึงเปนวิธีที่ใชมากที่สุด การ
พัฒนาวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเริ่มดวยการแบงสนามตาง ๆ ดวยผลรวมเชิงเสน  
(linear combination) ของฟงกชันการประมาณคาภายในแบบพหุนาม (polynomial interpolation) 
ดังสมการ 

  
1

( ) ( )
N

i i
i

u x u xφ
=

=∑r r
%       โดย iφ =              (2.18) 

 
โดย iφ  คือฟงกชันการประมาณคาภายใน และ N  คือจํานวนจุดตอในโมเดลไฟไนตเอลิเมนต  
อยางไรก็ตามในกรณีของฟงกชันการประมาณคาภายในแบบเชิงเสนสําหรับโมเดลแบบ 2 มิติ ปรา-
กฎวาคา φ  จะแผขยายเหมือนกับสมการ (2.16) และ u%  แทนการประมาณคาของแรงดันภายในเอลิ
เมนตดวยการประมาณคาของสมการลาปลาเซียนจะได 

   .( ) 0uσ∇ ∇ ≠%          ในตัวกลาง                                                      (2.19) 

โดยทั่วไปสมการ (2.19) ควรจะมีคาเทากับศูนย แตเนื่องจากความผิดพลาดจากการใชฟงกชันการ
ประมาณคาจึงมีคาเทากับเศษตกคาง ดังนั้นวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเปนการพยายามทําใหเศษ
ตกคางที่เกิดขึ้นมีคานอยที่สุด ซ่ึงประกอบดวยการคูณฟงกชันทดสอบ v  และอินทิเกรตตลอด
ตัวกลาง นั่นคือ 

[ ].( ) 0v u dσ∇ ∇ Ω =∫ %                                                                   (2.20) 

ในที่นี้ v  คือฟงกชันที่ใชทดสอบคาถวงน้ําหนักเศษตกคางอาจจะมีคาเทากับศูนยในบางคาของ
น้ําหนักหรือเทากับคาเฉลี่ย วิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางของกาเลอรคินจะแตกตางจากวิธีอ่ืน ใน
เร่ืองของฟงกชันการถวงน้ําหนัก โดยฟงกชันทดสอบ v จะคลายกับฟงกชันการลองผิดลองถูกแบบ
ของ u%  และใชฟงกชันการประมาณคาภายใน ( iφ ) เหมือนกัน ดังสมการ 

   
1

( ) ( )
N

i i
i

v x w xφ
=

=∑r r                                                                           (2.21) 

 
โดยที่ iw คือ สัมประสิทธิ์ถวงน้ําหนกัของฟงกชันการประมาณคาภายใน ปญหาก็คือการหาคา iu

เพื่อจะแกสมการ (2.18)  
จากเอกลักษณของอนุพันธของเวกเตอร (สูตรสําหรับเวกเตอร) คือ 

  ( ) ( )fA f A f A∇⋅ = ∇ ⋅ +∇ ⋅                                                           (2.22) 

1  บนโหนด  i  
0   อื่น ๆ 
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ในเทอมของตวัแปรในสมการ (2.20) เอกลักษณของอนุพนัธุของเวกเตอร คือ 
   

( ) ( )v u u v v uσ σ σ⎡ ⎤∇ ⋅ ∇ = ∇ ⋅∇ + ∇⋅ ∇⎣ ⎦% % %               (2.23) 

 
แทนสมการ (2.23) ลงในสมการ (2.20) จะได 
   

( ) 0v u u v dσ σ⎡ ⎤∇ ⋅ ∇ − ∇ ⋅∇ Ω =⎣ ⎦∫ % %                           (2.24) 

 
จัดรูปใหมได 

( )v u d u vdσ σ
Ω Ω

∇ ⋅ ∇ Ω = ∇ ⋅∇ Ω∫ ∫% %                                     (2.25) 

 
แบบ 2 มิติ กฎของเกาสกลาววา ( )

V V

F dV Fds
∂

∇ ⋅ =∫ ∫ จากทฤษฎขีองไดเวอรเจนตยอมใหใชเงื่อน 

ไขขอบเขตในสมการ (2.25)  
ˆv u nd u vdσ σ

∂Ω Ω

∇ ⋅ Γ = ∇ ⋅∇ Ω∫ ∫% %                                  (2.26) 

 

โดยที่ ˆ
ˆ

n
n
φφ ∂

∇ ⋅ =
∂

 ดังนั้นสมการ 2.26 สามารถเขียนไดวา 

  

                             
ˆ
uu vd v d
n

σ σ
Ω ∂Ω

∂
∇ ⋅∇ Ω = Γ

∂∫ ∫
%

%                                                  (2.27) 

 
การอินทิเกรตคาขอบเพื่อตองการทําใหสมบูรณ สําหรับเอลิเมนตที่อยูภายใตอิเล็กโทรด ดานซาย
ของสมการ (2.27) สําหรับเมชทั้งหมด เมื่อพิจารณาเอลิเมนตลําดับที่ k จะไดสมการคือ   
        
                                          

k
kE

u vdσ ∇ ⋅∇ Ω∫ %                 (2.28) 

นิยามของการประมาณคาภายในของ  และ  จะไดสมการ 
  

                                          
3 3

1 1k
k i i j jE

i j
u w dσ φ φ

= =

⋅∇ Ω∑ ∑∫                 (2.29) 
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ถาสภาพนําไฟฟา ( )kσ  มีคาคงที่ตลอดทั้งเอลิเมนตแลวผลรวมของแรงดันที่จุดตอ ( )iu และ สัม –
ประสิทธิ์ของฟงกชันการถวงน้ําหนกัสามารถดึงออกนอกอินทิเกรตไดดังสมการ (2.30) 

                                          
3 3

1 1
k

k i j i j
i j E

u w dσ φ φ
= =

∇ ⋅∇ Ω∑ ∑ ∫                                                  (2.30) 

ผลลัพธที่ไดเปนเมตริกซขนาด 3 3×  สําหรับแตละเอลิเมนต จากนั้นดงึสวนของอินทิเกรตออกมา 
ดังสมการ 
                               

k

k
i j i jE

S dφ φ= ∇ ⋅∇ Ω∫                                                                 (2.31) 

จากสมการ (2.30)  เขียนใหมไดเปน 

                             
3 3

1 1

k
k i j i j

i j
u w Sσ

= =
∑ ∑                            (2.32) 

 
ทางดานขวาของสมการ (2.27) แทนดวยเงือ่นไขขอบเขต ในเทอมของฟงกชันการประมาณคาภาย 
ในไดสมการดงันี้ 
 

3 3

1 1

ˆ
ˆ k i j i j

i j

uv d u w nd
n

σ σ φ φ
= =∂Ω ∂Ω

∂
Γ = ∇ ⋅ Γ

∂ ∑ ∑∫ ∫
%                             (2.33) 

ความสามารถในการแกปญหาสําหรับแตละเอลิเมนตกอนที่จะวางมนักลับไปแทนปญหาทั้งหมด
คือขอดีของไฟไนตเอลิเมนต สําหรับเอลิเมนตเดีย่วของโมเดลไฟไนตเอลิเมนตจากสมการ (2.26) 
จะไดเปน 
 

3 3 3 3

1 1 1 1

ˆk
k i j i j k i j i j

i j i j
u w S u w ndσ σ φ φ

= = = = ∂Ω

= ∇ ⋅ Γ∑ ∑ ∑ ∑ ∫                              (2.34) 

นําผลรวมของคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถวงน้ําหนกัหารทั้งสองดานของสมการ จะได  
 

   
3 3 3 3

1 1 1 1

ˆk
k i i j k i i j

i j i j
u S u ndσ σ φ φ

= = = = ∂Ω

= ∇ ⋅ Γ∑ ∑ ∑ ∑ ∫                         (2.35) 

ในเทอมของโดเมนทั้งหมด ดานซายของสมการ (2.27) จะได 

 
3 3

1 1 1
, 1,...

K
k

k i i j
E i j

u dV u S i j Nσ φ σ
= = =Ω

∇ ⋅∇ = =∑ ∑∑∫ %                           (2.36) 

 

• การคํานวณโลคอลเมตริกซ  
เกรเดยีนทของแรงดันภายในอิลิเมนตอาจจะพบจากสมการประมาณคาเชิง 
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เสน ดังสมการ (2.15) 

                                          
3

1
i i

i
U U φ

=

∇ = ∇∑                                                                   (2.37) 

ใสไดเวอรเจนทลงในสมการ (2.37)  จะได 

       
3 3

1 1
i i j j

i i
U U d Uφ φ

= =

∇ ⋅∇ = ∇ ⋅∇ Γ∑ ∑ ∫  

เพื่อความสะดวกในการหาเมตริกซของอิลิเมนต (local stiffness matrix) กําหนดให 

               
( )e
i j i jS dφ φ= ∇ ⋅∇ Γ∫                                                       (2.38) 

ตัวยกแสดงถึงเอลิเมนต สมการ (2.38) เปนการจําแนกสมการ (2.31) และอาจเขียนในรูปแบบกําลัง
สองของเมตริกซ 

  ………. ( )eU S U∇ ⋅∇ =  

เกรเดยีนทของฟงกชันการประมาณคาภายในแบบเชิงเสน ดังสมการ (2.16)  กลายเปนเวกเตอร 

                                           2 3 3 2
1 ( , )

2i y y x x
A

φ∇ = − −                                                   (2.39) 

ซ่ึงในเทอมของโลคอลเมตริกซสําหรับอิลิเมนทคลายกับ เมตริกซที่พิสูจนจากวิธีโดยตรง 
นั่นคือ i j i jS Y=  เหมือน Y ในสมการ (2.7) 

• กําหนดเงื่อนไขคาขอบเขต 
         ถาเปนโมเดลแบบชองวาง ระบบพีชคณิตของสมการจะเหมือนกับวิธีโดยตรง 
ในเทอมของวิธีถวงน้ําหนีกเศษตกคาง เงื่อนไขคาขอบเขตของโมเดลแบบชองวางวิเคราะหจาก
ดานขวาของสมการ (2.27) ดังนี้ 

                                         ˆ
uu dσ

Γ

∂
Γ

∂∫ n
%                                                                                 (2.40) 

 

เมื่อไมมีกระแสไหลบริเวณที่หางจากอิเล็กโทรด ดังนั้น 0nu∂ ∂ =  และกระแสลัพธ (re- 
sulting currents) คือ /

lE

I u nσ= ∂ ∂∫  เนื่องจากโมเดลแบบชองวาง กระแสถูกจายระหวางจุดตอ

ของโมเดลของไฟไนตเอลิเมนต  เงื่อนไขขอบเขตคือ 
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n̂ a a b b
uu d u I u Iσ

Γ

∂
Γ = +

∂∫
%                                                              (2.41) 

โดย aI และ bI  คือปริมาณของกระแสที่จาย และ au และ bu แรงดนัของอิเล็กโทรดตัวที่จายกระ 
แส 

        2.2.2.4 โมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณ (complete  electrode model)  
      ในการประยุกตใชทางการแพทย  อิเล็กโทรดที่สัมผัสบริเวณผิวหนังหรือใน 

แทงค (หุนจําลอง) ที่มีสารละลายไอออนจะเกิดชั้นของความตานทานสัมผัส (contact impedance) 
ระหวางสารละลายหรือผิวหนังกับอิเล็กโทรด จึงกอใหเกิดผลกระทบทางออมเปนผลใหแรงดัน
ภายใตอิเล็กโทรดมีคาคงที่ไดไมนาน อยางไรก็ตามแรงดันบนอิเล็กโทรดก็ยังมีคาคงที่ ในความเปน
จริงคาความตานทานสัมผัส ( zl ) จะเปลี่ยนแปลงตลอดทั้งอิเล็กโทรดแตจะสมมติใหมีคาคงที่  
สําหรับความถี่ที่ใชในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจะทําใหความตานทานสัมผัสมีคา
สูง ดังนั้นแรงดันตกครอมจึงมีคามาก การเพิกเฉยตอคาความตานทานสัมผัสจะทําใหภาพของสภาพ
ความนําไฟฟาที่สรางขึ้นเกิดความผิดพลาด ดังนั้นโมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณจึงไดรวม
ผลกระทบของความตานทานสัมผัส นอกจากนี้โมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณยังถูกกําหนดโดย
สมการลาปลาเซียนดังสมการ (2.1) และเงื่อนไขขอบเขต  แสดงดังนี้ 

  
          

,
n̂
uu z Uσ ∂

+ =
∂l l     บน ,El   1, 2,..., L=l                                         (2.42) 

  
           

,
n̂

lE

u d Iσ ∂
Γ =

∂∫ l          1, 2,..., L=l                                                (2.43) 

                                    
0

n̂
uσ ∂
=

∂
     บน  

1

\
L

d E
=

Γ l
l

U                                                           (2.44) 

ในสมการเหลานี้ Il  คือ  กระแสที่จายใหอิเล็กโทรดลําดับที่ l  , El  แสดงถึงเอลิเมนตที่สวนของ
ขอบ (Γ ) ซ่ึงสัมพันธกับอิเล็กโทรดลําดับที่ l  และ Ul  คือแรงดันคงที่บนอิเล็กโทรด l  พิจารณา
สมการ (2.42) หมายถึงแรงดันที่วัดไดบนอิเล็กโทรดประกอบดวย แรงดันบนขอบรวมกับแรงดันที่

ตกครอมความตานทานของอิเล็กโทรด และ 
n̂
u∂
∂

 หมายถึงความตานทานสัมผัสซึ่งเปนเพียงแฟก

เตอรของกระแสที่ตกครอมระหวางอิเล็กโทรดกับผิวหนัง จากสมการ (2.43) หมายถึงการอินทีเกรต
ความหนาแนนของกระแสตลอดอิเล็กโทรดเทากับผลรวมของกระแสที่ไหลผานอิเล็กโทรดนั้น 
สุดทายสมการ (2.44) หมายถึงไมมีกระแสไหลเขาหรือออกจากวัตถุในบริเวณที่ไมมีอิเล็กโทรด 
เชนชองวางระหวางอิเล็กโทรด สรุปไดวาโมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณประกอบดวยสมการ (2.1) 
และ (2.42) ถึง (2.44) รวมกับเงื่อนไขสําหรับการอนุรักษประจุดังนี้  
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1

0
L

I
=

=∑ l
l

 

และการเลือกกราวดเสมือน 

    
1

0
L

V
=

=∑ l
l

 

 

• การประมวลผลเชิงเลขของโมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณ 
       โมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณดังสมการ (2.42) ถึง (2.44) สามารถเขียนใน 

รูปเชิงเลข ดังนี้ 

                                    C C=AV I                                                                                      (2.45) 

โดย A  คือโกบอลเมตริกซของสภาพความนําไฟฟา (global conductance matrix) บางครั้งเรียกวา 
เมตริกซของ stiffness, CI  คือกระแสที่จาย และ CV  คือเวกเตอรของแรงดันที่จุดตอของโมเดลของ
ไฟไนตเอลิเมนต และอิเล็กโทรดดังนี้ 

                                          c1 c2 e
T

de

+
=

A A A
A

AA
⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎦⎣
                               (2.46) 

,V U
UC

v
N Lν

⎡ ⎤
= ∈ ∈⎢ ⎥
⎣ ⎦

 เปนแรงดันบนอิเล็กโทรด L  และ 

   
 

0
0 ,I I

IC N L
⎡ ⎤

= ∈ ∈⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
ในสมการ (2.46) 1Ac   คือ 

    1( , )Ac i ji j dAσ φ φ
Ω

= ∇ ∇∫                                                      (2.47) 

แทนลงในสมการ (2.1) และอินทิเกรตทั่วทั้งพื้นที่หรือปริมาตรของแตละเอลิเมนต วิธีการเชิงเลข
คลายกับเมตริกซ Y  ซ่ึงพิสูจนโดยวิธีการโดยตรง สวน 2Ac  เปนการเพิ่มผลกระทบของความ
ตานทานสัมผัสที่จุดตอภายใตอิเล็กโทรด ดังสมการ 
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2
1
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                                                     (2.48) 

ในสมการ (2.46) องคประกอบของ Ae  คือ   

   
  

1( , )A
l

e i
j e

i j d
z

φ= − Γ∫      [1, ]i N∈   และ  [1, ]j L∈  

สุดทายองคประกอบ Ad  คือ 

 
1 , [1, ]

( , )
0

A jd

e for i j L
zi j

otherwise

⎧ ⎫∈⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

l       , el  คือ ความยาวของอิเล็กโทรด 

  
ซ่ึงติดตอกับชัน้สัมผัสของอิเล็กโทรด ดังนัน้อันดับแรกในการหาคาของเมตริกซ A  คือแกเงื่อนไข
ขอบเขตตามธรรมชาติ เชนโมเดลแบบชองวาง จากนั้นขยายโดย Ae  และ Ad   

2.2.3 อัลกอริธึมในการแกโมเดลแบบฟอรเวิรด (FWD Model)   
         ระบบของสมการ (2.8) และ (2.45) มีลักษณะพิเศษ โดยเมตริกซของแอตมิตแตนซ
สําหรับโมเดลอิเล็กโทรดแบบชองวาง แทนดวยเมตริกซ Y  มีขนาดเทากับ N N× สําหรับโมเดล
อิเล็กโทรดแบบสมบูรณ แทนดวยเมตริกซ A  มีขนาด ( ) ( )N L N L+ × + โดยเมตริกซ A  และ 
Y  มีลักษณะบางเบา (sparse) เนื่องจากขอมูลสวนใหญมีคาเปน 0 จํานวนของคาที่ไมเปน 0 ในแต
ละแถวของบล็อคหลักขึ้นกับจํานวนของจุดตัด (vertice ) ขางเคียงที่เชื่อมกับจุดตัดบริเวณขอบ ซ่ึง
เมตริกซมีลักษณะสมมาตรและมีคาเปนบวกเทานั้น คาที่เปนบวกภายในเมตริกซสามารถแยก
ออกเปนแฟกเตอรของสามเหลี่ยม 2 รูปโดยใชการแยกตัวประกอบดวยวิธีโชเลซกี (Cholesky 
factorization) รวมกับการแทนกลับ 

                                           AV U UV CT= =                                                       (2.51) 
โดยใชการสมมติตัวแปร ดงัสมการ 
                 U q CT =                                                    (2.52) 
แกหาคา q  แลวแทนกลับเพื่อหา V   
                                           UV q=                                                                                          (2.53)  

 
2.3 การสรางภาพ (reconstruction) 
 อัลกอริธึมในการสรางภาพสามารถแบงไดหลายรูปแบบซึ่งแตละแบบมีจุดมุงหมายในการ 



43 
 

สรางภาพที่ตางกันตามลักษณะของอิมพแีดนซ 
a) ระบบการสรางภาพแบบตางกัน (difference imaging system) เปนการสรางภาพการ  

เปลี่ยนแปลงอิมพีแดนซตลอดเวลา จะกลาวถึงในตอนถัดไป 
b) แบบสถิตหรือระบบคงที่ (static system) เปนการสรางภาพการกระจายของอิมพีแดนซ 

ปจจุบัน 
c) ระบบการสรางภาพแบบหลายความถี่เปนการสรางภาพของการเปลี่ยนแปลงอิมพ-ี 

แดนซที่ขึ้นกับความถี่ Griffith และ Zhang อธิบายวาเปนภาพที่สรางจากการเปลี่ยนแปลงอิมพี -
แดนซที่สองความถี่  สวน Brown et al อธิบายวาเปนการจายกระแสที่หลายๆความถี่แลวพิสูจนหา
คาพารามิเตอร เชน พารามิเตอรของ Cole-Cole จากการวัดคาที่ความถี่จาก 9.6 กิโลเฮริตซ ถึง 1.2 เม
กะเฮริตซ 

d) ระบบการสรางภาพแบบเคลื่อนที่ (dynamic imaging system) เปนการสรางภาพการ  
เปลี่ยนแปลงสภาพสภาพความนําไฟฟาอยางรวดเร็ว ระบบนี้สภาพความนําไฟฟาจะถูกสมมติให
เปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วเมื่อเปรียบเทียบกับผลที่ไดรับจากชวงหางระหวางสัญญาณ แตจะชาเมื่อ
เกี่ยวของกับคาบเวลาของเฟรมขอมูล 

2.3.1 การสรางภาพแบบตางกัน 
        จุดประสงคของการสรางภาพแบบตางกันคือ การสรางภาพการเปลี่ยนแปลงอิมพี – 

แดนซหรือสภาพความนําไฟฟาที่เกิดขึ้นตลอดในชวงเวลาหนึ่ง ชุดของขอมูล 1v  วัดที่เวลา 1t  และ
ชุดขอมูล 2v  วัดที่เวลา 2t  จากนั้นจะใชอัลกอริธึมในการคํานวณการเปลี่ยนแปลงสภาพความนํา
ไฟฟาจาก 1t  ไป 2t  วิธีนี้ใชสําหรับปรากฎการณที่ภาพเปลี่ยนแปลงตามเวลา (temporal imaging).
ในการประยุกตใชทางการแพทย เชนการเปลี่ยนแปลงอิมพีแดนซระหวางการหายใจ เปนตน 
นอกจากนี้การสรางภาพแบบตางกันยังใชกันอยางกวางขวางเพื่อปรับปรุงการสรางภาพใหมี
เสถียรภาพสําหรับปญหาที่เกิดขึ้นเชน การไมรูคาความตานทานสัมผัส, ความไมถูกตองของ
ตําแหนงของอิเล็กโทรด, รูปรางของขอบที่รูนอยมาก, ความไมเปนเชิงเสน และใชในการประมาณ
คาแบบ 2 มิติจากสนามไฟฟาแบบ 3 มิติ 

         ตัวดําเนินการของการประมาณคาแบบเชิงเสนใชคํานวณการเปลี่ยนแปลงสภาพความ
นําไฟฟา ในกรณีที่เปนปญหาแบบไมเปนเชิงเสนแกสมการดวยตัวดําเนินการแบบเปนเชิงเสน
รวมกับการทําซ้ํา โดยในแตละรอบของการทําซ้ําจะทําการปรับ (ใหเปนปจจุบัน) อยางไรก็ตามการ
ประยุกตใชการสรางภาพแบบตางกันสวนใหญจะสมมติใหสภาพความนําไฟฟามีการเปลี่ยนแปลง
นอย ดังนั้นจึงแกปญหาดวยตัวดําเนินการแบบเปนเชิงเสนในขั้นตอนเดียวได ตัวดําเนินการแบบ
เปนเชิงเสนถูกพัฒนาดวยจาโคเบียนเมตริกซ (jacobian matrix) เปนการอธิบายเกี่ยวกับผลกระทบ
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ของการเปลี่ยนแปลงสภาพความนําไฟฟาของทุกๆเอลิเมนตบนสัญญาณที่วัดไดระหวางคูของ
อิเล็กโทรด ถาโมเดลมีจํานวนเอลิเมนตเทากับ E  และจํานวนของการวัดศักดาเทากับ M  จาโค
เบียนเมตริกซจะมีขนาดเทากับ M E×  

2.3.1 การหาคาจาโคเบียน 
        จากตอนที่ 2.1.2 ทั้งการสรางภาพแบบคงที่และแบบตางกันมีโมเดลคือ x̂ Bz= สํา-   

หรับการสรางภาพแบบตางกนั 2 1ˆ = Δ = −x σ σ σ  เปนการเปลี่ยนแปลงการกระจายสภาพความนํา
ไฟฟาภายในไฟไนตเอลิเมนตเนื่องจากสัญญาณเปลี่ยนไปนั่นคือ 2 1z v v= −  ในชวงเวลา 1t  และ 

2t  โดยทั่วไปสัญญาณที่เวลา 1t  ใชเปนเฟรมอางอิงและ สัญญาณที่เวลา 2t  ใชเปนเฟรมขอมูล ถาไม
รูคา  1σ  คา x̂  แทนการเปลี่ยนแปลงสภาพความนําไฟฟาที่เกี่ยวของสภาพความนําไฟฟาอางอิงที่
ไมรูคา ดังสมการ ˆ = Δx σ  

        จาโคเบียนเมตริกซจะเหมือนกันทั้งของการสรางภาพแบบคงที่และแบบตางกัน 
อยางไรก็ตามจาโคเบียนของปญหาแบบฟอรเวิรดที่เปนเชิงเสนถูกพัฒนาโดยสังเกตจากการสราง
ภาพแบบตางกัน จากสมการดานลาง 
                                           z Hx n= +                                                                                    (2.54) 
โดย Hคือ เมตริกซจาโคเบียน และ n  คือสัญญาณรบกวนของระบบเนื่องจากการวัดซึ่งไมเกี่ยวกับ 
สัญญาณรบกวนไวตเกาสเซียนแบบบวก (additive white Gaussian noise; AWGN) ในแตละเอลิ

เมนต แถวที่ i และคอลัมนที่ j  ของHคํานวณไดจาก ,H i
i j

j

z
x
∂

=
∂

        และสัมพันธกับการ

เปล่ียนแปลงของการวัดในลําดับที่ i  ตอการเปลี่ยนแปลงของสภาพความนําไฟฟาของเอลิเมนต
ลําดับที่ j  ดังนั้น H  คือฟงกชันของโมเดลของไฟไนตเอลิเมนต, รูปแบบการจายกระแสและสภาพ
ความนําไฟฟาของพื้นหลัง โดยสภาพความนําไฟฟาของพื้นหลังของตัวกลางเอกพันธมีคา 0 1σ =  

สําหรับทุกๆเอลิเมนต เพื่อจะคํานวณเมตริกซการประมาณคาแบบเปนเชิงเสน H  สัญญาณที่ใชมีคา
ดังนี้ 

                                           2 1z v v= −                                                                      (2.55) 
 
แสดงในเทอมของโมเดลแบบฟอรเวิรดจะได ( ) ( )2 1z V VT Tσ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦   โดย []T  คือตัวดํา 

เนินการของการวัดระหวางอิเล็กโทรดจากเมตริกซของแรงดันที่จุดตอ โดยสมมติใหการเปลี่ยน 
แปลงสภาพความนําไฟฟาในชวงเวลาหนึ่งมีคานอยและสามารถใช 1σ σ=  และ 2σ σ σ= + Δ

จะได ( ) ( )z V VT Tσ σ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  จากนั้นทําการถายโอนสมการพีชคณิต ดังสมการ 
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( ) ( )V V
z

T σ σ σ
σ

σ
⎡ ⎤+ Δ −⎣ ⎦= − Δ

Δ
 

กําหนดให 0σΔ →                                                                                                       

ฉะนั้น                                     ( ) ( ) ( )
0

lim
σ

σ σ σ σ
σ σΔ →

+ Δ − ∂
=

Δ ∂
V V V  

เขียนในรูปแบบสมการเชิงเสน จากสมการ(2.54) จะได 

                                                ( )V
z T

σ
σ

σ
⎡ ⎤∂

= − Δ⎢ ⎥∂⎣ ⎦
 

 
โดยจาโคเบียนเทากับ             

                                                ( )V
H T

σ
σ

⎡ ⎤∂
= −⎢ ⎥∂⎣ ⎦

       

ในเทอมของโมเดลไฟไนตเอลิเมนต 

                                                ( ) ( )( )1 I
σ

σ
σ σ

−∂ ∂
=

∂ ∂
V

Y  

จากกฎลูกโซจะไดสมการสุดทายของจาโคเบียนอยูในเทอมของโมเดลไฟไนตเอลิเมนต ดังนี ้

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1T I T Iσ σ σ σ
σ σ

− − −∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
H Y Y Y Y  

เฉพาะการหาอนุพันธคํานวณไดจากอนพุนัธของ stiffness matrix 

                                                1( ( ))σ
σ

−∂
∂

Y       

อนุพันธของสมการเชิงเสนมีคาคงที่สําหรับเมตริกซของเอลิเมนต ณ ตําแหนงของเอลิเมนตที่กํา 
หนดใหและเทากับศูนยที่เอลิเมนตอ่ืนๆ คําตอบของผลลัพธที่เกิดขึ้นสําหรับการดําเนินการในแตละ
คร้ังคือเวกเตอรอ่ืนแทนดวยการเปลี่ยนแปลงแรงดันซึ่งมีจํานวนเทากับ M  เนื่องจากการ
เปลี่ยนแปลงเล็กนอยใน iσ   

                                                1( ( ))
i

i Eσ
σ

−∂
∈

∂
Y       

         การคํานวณอัลกอริธึมของจาโคเบียน ในอดีตใชวิธีมาตรฐาน(standard method) 
อยางไรก็ตามมีวิธีที่มีประสิทธิภาพมากกวาซึ่งเกี่ยวของกับความคิดในรูปแบบของการวัด โดย
นิยามวาถากระแสถูกจายจากอิเล็กโทรดที่วัด โดย ∇Φ  คือเกรเดียนทของกระแสที่ไดมาโดยการ
แกปญหาแบบฟอรเวิรด และ ∇Ψ  คือเกรเดียนทของการวัด เมื่อคอลัมนที่ i ของจาโคเบียนสัมพันธ
กับอิลิเมนตลําดับที่ i ที่ถูกกําหนด โดยอินทิเกรตผลคูณเชิงสเกลารของทั้งสองสนามทุกๆเอลิเมนต 
ดังนี้ 
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k
l

i
i

U
σ

∂
= − ∇Φ ⋅∇Ψ

∂ ∫                                                                   (2.56) 

 
Polydorides ไดอธิบายเครื่องมือของผลลัพธนี้ซ่ึงในปจจุบันเปนวิธีที่มีประสิทธิภาพมากที่สุดใน
การประมวลผลหาคาจาโคเบียน 

2.3.2 วิธีเรกูลาไรเซชัน 
           วิธีเรกูลาไรเซชันจะชวยลดผลกระทบจากการแกระบบสมการที่เปน ill-conditioned  
วิธีเรกูลาไรเซชันที่นิยมและใชอยางแพรหลายคือวิธีเรกลูาไรเซชันแบบ Tikhonov  
 สมมติให ( )n∈x x C และ ( )m∈z z C เปนเวกเตอรเชิงซอน และ ( )m n×∈H H C เปน

เมตริกซเชิงซอน ตองการหาคา x โดยกําหนดให −Hx z ในกรณีนี้ Hคือจาโคเบียนเมตริกซ 
ขณะที่ x  คือสภาพความนําไฟฟาที่เปลี่ยนไป และ z  คือแรงดันที่เปลี่ยนไป สามารถหาคาสภาพ
ความนําไฟฟา ( )x̂ ไดจาก 

                                           2ˆ arg min x= −x Hx z                                                              (2.57)     
ซ่ึงเปนการแกปญหาแบบกําลังสองนอยสุด (least squares solution) โดย arg min x หมายถึง 
อารกิวเมนตของ x  ซ่ึงมีคานอยที่สุด 
  2.3.2.1 วิธีเรกลูาไรเซชันแบบ Tikhonov  

  วิธีเรกูลาไรเซชันแบบ Tikhonov มีการเพิ่มสมการลงในสมการ (2.57) แสดงใน 
สมการ (2.58) โดยการอางถึงขอมูลกอนหนา (prior information) 

                                           2 22ˆ arg min { }x λ= − +x Hx z Rx                                       (2.58) 
    โดย R คือเมตริกซของเรกูลาไรเซชัน และมีคาเทากับเมตริกซเอกลักษณ 
(identity matrix) เขียนในรูปโมเดลทางคณิตศาสตรไดดังนี้ R I=  และ 22λ Rx  แทนขอมูลกอน
หนาที่เกี่ยวกับสภาพความนําไฟฟา โดย x  มีคานอยและเปลี่ยนแปลงอยางชาๆ การแกสมการ 
(2.58) คํานวณไดจากการแปลงกลับเมตริกซของเรกูลาไรเซชัน ดังสมการ 
 

                                           1ˆ ( )T Tλ −= + =x H H R H z Bz                                                  (2.59) 
λ คือคาไฮเปอรพารามิเตอร (hyperparameter) ใชควบคุมการแลกเปลี่ยนระหวางเสถียรภาพของ
การแกปญหากับความใกลเคียงของการแกปญหาดวยเรกูลาไรเซชัน ซ่ึงอาจจะตองเสียอยางใดอยาง
หนึ่งไป 

2.3.2.2  วิธีเรกลูาไรเซชันแบบ Laplacian[4] 
        วิธีเรกูลาไรเซชันแบบ Laplacian เปนการประยุกตใชฟลเตอรที่ไวตอขอบ (edge  
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sensitive filter) โดยเมตริกซ R  อยูบนพื้นฐานของฟลเตอรที่ไวตอขอบ ซ่ึงคํานวณจากเอลิเมนตตัว
มันเองและเอลิเมนตที่อยูรอบๆ โดยกําหนดใหเอลิเมนตที่อยูรอบๆมีคาน้ําหนักเทากับ -1 และเอลิ-
เมนตตัวมันเองมีน้ําหนักเทากับ D+1 (D คือมิติของโมเดล)  สําหรับเอลิเมนตอ่ืนๆ มีน้ําหนักเปน
ศูนย ดังนี้ 

                           
 

2.3.3 อัลกอริธึมแบบเกาส–นิวตัน (Gauss–Newton algorithm)[10] 
        การแกปญหาของสมการกําลังสองนอยสุดแบบไมเปนเชิงเสน ทําไดโดยการทําซ้ํา ซ่ึง

ในแตละรอบของการทําซ้ําจะใชสมการกําลังสองนอยสุดแบบเปนเชิงเสน โดยหาคาต่ําสุดของ
ผลรวมกําลังสองของฟงกชันไมเปนเชิงเสน m  จํานวนดังสมการ 

                    ( ) ( ) ( )2

1

1min , ,
2n

m

i
x R i

f x f x r x m n
∈ =

= ≥∑                                                (2.60) 

โดยที่ ( )ir x  เปนฟงกชันเศษตกคางแบบไมเปนเชิงเสนตลอด nR  
        วิธีพื้นฐานสําหรับปญหากําลังสองนอยสุดแบบไมเปนเชิงเสนคือตองการอนุพันธของ

ขอมูลที่เกี่ยวกับองคประกอบของ ( )ir x จํานวนสองคาที่ตางกันอยางตอเนื่อง จะไดจาโคเบียนของ
เวกเตอรเศษตกคางดังนี้ 

( ) ( )( ) ,m n i
i j

j

r xJ x R J x
x

× ∂
∈ =

∂
 

โดย 1,...,i m=  และ 1,...,j n=  และ Hessian matrix ของ ( )ir x  คือ 
2

2 ( )( ) ( ) , ( ) , 1,...,n n i
i i i jk

j k

r xG x r x R G x x m
x x

× ∂
= ∇ ∈ = =

∂ ∂
 

จะไดอนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสองของ 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

Tf x r x r x r x= =  ดังนี้ 

( ) ( ) ( )Tf x J x r x∇ =                                                                    (2.61) 

                          2

1
( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

m
T

i i
i

f x J x J x Q x Q x r x G x
=

∇ = + =∑                                (2.62) 

สามารถนําคาทั้งสองไปใชประโยชนได สําหรับวิธีเกาส-นิวตัน อาจเพิกเฉยคา ( )Q x จากสมการ 
2.62 เนื่องจากมีคานอย แตกตางจากวิธีนิวตัน ทําใหการแกสมการเร็วข้ึน อยางไรกต็ามวิธีนิวตันดี
กวาในกรณีทีป่ญหาเปนแบบไมเปนเชิงเสนมาก 
         วิธีเกาส-นิวตันสําหรับปญหาของสมการ 2.60 อยูบนพื้นฐานของลําดับการประมาณ
คาเชิงเสนของ ( )r x  ถา kx แทนคา ณ ปจจุบัน และ kp  หาไดจากสมการดังนี ้
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2
min ( ) ( ) , n

k kp
r x J x p p R+ ∈  

และประมาณคาโดย 1k k kx x p+ = +  
        ขอดีของวิธีนี้คือสามารถแกปญหาแบบรอบเดียว โดยลูเขาไดเร็วในกรณีที่สมการ

กําลังสองนอยสุดแบบไมเปนเชิงเสนมีคานอย อยางไรกต็ามมันอาจไมลูเขาถามีความไมเปนเชิงเสน
มาก 
 
2.4 EIDORS (Electrical Impedance and Diffuse Optical Reconstruction Software )[4] 
 EIDORS เปนซอฟแวรอิสระ (free software) ที่เหมาะสําหรับการสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟา (electrical impedance tomography : EIT) และภาพตัดขวางการกระจายตัวทางแสง 
(diffuse optical tomography : DOT)  EIDORS รุนแรกมาจากวิทยานิพนธของ Vauhkonen (1997) ที่
ถูกพัฒนาบน MATLAB สําหรับเมชแบบสองมิติ โดยแกปญหาแบบฟอรเวิรด จากนั้นสรางภาพ
และแสดงผล เพื่อที่จะรองรับการแกปญหาการสรางภาพของโมเดลแบบสามมิติ จึงไดมีโครงการ
ใหมขึ้นมาเรียกวา EIDORS3D (รุนที่ 2) โดยวิทยานิพนธของ Polydorides (2002) แพจเกจของ
ซอฟตแวร EIDORS มีการแบงปน (share) ในดานพื้นฐานเชิงตัวเลขและอัลกอริธึมที่เหมือนกัน แต
มีการแบงปนรหัส (code) ของซอฟแวรนอยมาก ซอฟแวรแตละตัวจะจําลองตัวกลางโดยใชไฟไนต
เอลิเมนต และสรางภาพดวยเทคนิคการแปลงกลับของเรกูลาไรเซชัน (regularized inverse)  
 

 2.4.1 สถาปตยกรรมของซอรฟแวร (software architecture) 
         ซอฟตแวร EIDORS ประกอบดวยขอมูล (data), ภาพ (image), fwd_model (forward 
model) และ inv_model (inverse model) โดยทั้งหมดมคีุณสมบัติตามชื่อและชนิด 

        2.4.1.1 fwd_model เปนสวนที่ซับซอนที่สุดของซอฟตแวร EIDORS เนื่องจากถูกออก  
แบบใหแทนที่โมเดลไฟไนตเอลิเมนต, ตําแหนงและคุณสมบัติของอิเล็กโทรด รวมทั้งรูปแบบการ
กระตุน นอกจากนี้ยังมีฟงกชันที่ใชแกปญหาแบบฟอรเวิรด ดังภาพประกอบ 2-8 

      โมเดลของไฟไนตเอลิเมนตถูกอธิบายในรูปแบบของจุดตอ (nodes) มีมิติเทา  
กับ V D× , เอลิเมนต (elems) มีมิติเทากับ ( )1N D× + และขอบเขต (boundary) มีมิติเทากับ 
B D×  โดยที่ V คือจํานวนของจุดตอ (vertices), N คือจํานวนของเอลิเมนต (simplices), B คือ
จํานวนของเอลิเมนตที่อยูบริเวณขอบของโมเดลและ D  คือมิติของโมเดล โดย D = 2 สําหรับโม 
เดล 2 มิติ และ D  = 3 สําหรับโมเดล 3 มิติ และ gnd node คือจุดตอที่ตอกับกราวด  

      อิเล็กโทรดจะถูกกําหนดดวยเวกเตอรของอิเล็กโทรดซึ่งมีขนาดเทากับ 1E ×   
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และแตละอิเล็กโทรดประกอบดวย z _contact ซ่ึงเปนปริมาณสเกลาร และ nodes เปนปริมาณ
เวกเตอร ซ่ึงแทนที่ความตานทานสัมผัส และจุดตอที่เชื่อมโยงกับอิเล็กโทรดตามลําดับ  อิเล็กโทรด
แบบจุดจะมีจุดตอเพียงจุดเดียวและมีคา z_contact = 0 ขณะที่โมเดลอิเล็กโทรดแบบสมบูรณ จะมี

จุดตอหลายจุดและ z _contact ≥ 0  
      ในการใชอิเล็กโทรดเหลานี้ ลําดับของรูปแบบการกระตุนแทนดวยสัญลักษณ  

S  จะถูกจายกระแส และวัดแรงดันเพื่อใหเกิดกรอบของขอมูล รูปแบบของการกระตุนถูกกําหนด
โดยเวกเตอรของการกระตุนซึ่งมีขนาดเทากับ 1S ×  ในการกระตุนแตละครั้งจะไดขอมูลซ่ึง
ประกอบดวย stimulation, stim_ pattern และ meas_ pattern โดย stimulation คือปริมาณของการ
กระตุนบริเวณอิเล็กโทรด (จายกระแสและวัดแรงดัน) ,stim_ pattern คือ จํานวนครั้งของการกระตุน 
(ในที่นี้หมายถึงจํานวนครั้งของการจายกระแสและเปนเมตริกซขนาด 1×E ) และ meas_pattern คือ
จํานวนครั้งของการวัด ซ่ึงเมตริกซมีลักษณะบางเบา (sparse matrix) และมีขนาดเทากับ iME ×

โดย iM  คือแรงดันที่วัดไดบนอิเล็กโทรดจากการจายกระแสครั้งที่ i  ยกตัวอยางเชน ถา k = 2 เปน
ความแตกตางของสัญญาณระหวางอิเล็กโทรด 4 และ 5 แลว kjpatternmeas ,_  เปน 1 เมื่อ 4j =

และ -1 เมื่อ 5j =  จํานวนของการวัดทั้งหมดในแตละเฟรมคือ ∑
=

=
S

i
iMM

0

 

      สําหรับระบบการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาหลายๆระบบจะมี 
รูปแบบการกระตุนแบบขั้วขางเคียง (adjacent) คือจะไมวัดแรงดันบนคูอิเล็กโทรดที่จายกระแส)  
เพราะฉะนั้นจะไดจํานวนครั้งของการวัด ( )3−×= EEM  สําหรับระบบที่มี 16 อิเล็กโทรด 

208M =   ขอมูลที่เก็บจะมีขนาดเทากับ FE ×2  โดย F  คือจํานวนของกรอบขอมูล (data 
frames) เพื่อใหงายขึ้นเราอาจใชฟงกชัน meas_select ซ่ึงมีขนาดเทากับ 2 1E ×  แทนผลตอบสนอง
ในแตละตําแหนงที่เกิดจากการวัดในแตละเฟรม 

      นอกจากนี้ EIDORS ยังมีฟงกชันใชงานทั่วไป เชน mk_circ_tank..m, mk_  
stim_ patterns.m และ mk_common_ model.m ฟงกชันเหลานี้จะทําใหการสรางโมเดลของไฟไนต
เอลิเมนตแบบวงกลมและทรงกระบอกงายขึ้น และสามารถกําหนดโพรโทคอลของการกระตุนแบบ
ขั้วขางเคียง (ทั้งจายกระแสและวัดแรงดัน) ใน fwd_model ยังประกอบดวยฟงกชันที่ใชแกปญหา
แบบฟอรเวิรด คือ solve, jacobian และ system _mat โดยรูปแบบของฟงกชันคือ fwd_solve( ), 
calc_jacobian( ) และ calc_system_mat( ) ยกตัวอยางเชน fmdl เปน fwd_model สามารถคํานวณหา
เมตริกซของระบบ (system matrix ) ไดจาก 

Smat = calc_system_mat ( fmdl ); 
      โคดนี้จะเรียกฟงกชันที่เหมาะสมและจัดการกับแคลชของการประมวลผล ใน 
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กรณีนี้ถาเมตริกซของระบบถูกคํานวณมากอนหนานี้ โดยมีคาเหมือนกับ fmdl คานี้จะถูกนํามาใช
ใหมโดยไมตองเรียกฟงกชันอีกครั้ง  

DV ×

( )1+× DN

DB×

12 ×E

1×E

jME×

 
ภาพประกอบ 2-8 โครงสรางของ fwd_ model [4] 

 
         2.4.1.2 ขอมูล (Data) แทนกรอบของขอมูลที่วัดหรือจําลองได โครงสรางของขอมูล 
แสดงดังภาพประกอบ 2-9 ประกอบดวย frame_data, meas และ time (acquisition time) ซ่ึงมีหนวย
เปนวินาที ในการประยุกตใชงาน time ถูกกําหนดใหขึ้นกับจุดเริ่มตนอื่นๆ เชน จุดเริ่มตนของการ
ทดลอง โดยอาจจะมีคาเทากับ 0 หรือ -1 สําหรับเวลาที่ไมรู หรือการจําลองขอมูล  meas มีขนาด
เมตริกซเทากับ 1M ×  โดย M คือจํานวนของการวัดในแตละเฟรม (ผลรวมของการวัดในการ
กระตุนแตละครั้ง)  

ขอมูลอาจจะโหลดขอมูลไปยัง EIDORS โดยใชฟงกชัน eidors_ readdata() ซ่ึง 
เปนอินเตอรเฟซของรูปแบบการเก็บขอมูลที่ใชโดยผูผลิตเครื่องมือ EIT บางเครื่อง 

ในบางครั้งขอมูล (data object) อาจประกอบดวยทางเลือก 2 ทางคือรูปแบบ (con - 
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figuration) คือตัวอักษรที่ผูใชระบุขึ้นรวมกับฟงกชันที่คลายกัน และ fwd model เปนการรับรองวา
ขอมูลที่เสนอมีความถูกตองและสามารถนําไปใชสรางโมเดลที่ถูกตอง  

1×M

 
ภาพประกอบ 2-9 โครงสรางของ data  [4] 

 
         2.4.1.3 Inv_model แสดงดังภาพประกอบ 2-10 แสดงกลุมของขอมูลที่จําเปนสําหรับ
การสรางภาพ ชนิดของการสรางภาพแบบพื้นฐานแบงออกเปน 2 แบบคือ ‘difference’ สรางภาพ
จากขอมูลที่แตกตางกัน 2 ขอมูล กับ ‘static’ สรางภาพจากขอมูลเดี่ยว ซ่ึงฟงกชันที่มีอยูบนพื้นฐาน
ของอัลกอริธึมการสรางภาพรวมกับวิธีเรกูลาไรเซชัน โดยมีขอมูลที่จําเปนคือ ขอมูลกอนหนา 
(image prior) และการเลือกคาไฮเปอรพารามิเตอร (hyperparameter) ในกรณีทั่วไปคาไฮเปอรพารา 
มิเตอรอาจมีคาคงที่ แตในกรณีที่ซับซอนมากๆการเลือกคาไฮเปอรพารามิเตอรอาจถูกระบุดวยฟงก 
ชันเชน 'aa_calc_noise_figure' 

 โดยปกติขอมูลกอนหนาอาจถูกใช 2 ทาง คือรูปแบบเรกูลาไรเซชันของ λRx    
หรือ 

R
λx  ซ่ึง x  คือเวกเตอรของคาเอลิเมนตของภาพ (image element values) กรณีทั่วไปสวน

ใหญจะใชคานอรมกําลังสอง (quadratic norm) ซ่ึงแทนดวย 2 Tλ x Rx  หรือ 2 T Tλ x R Rx ตามลําดับ 
การจําลองภาพแตละครั้งเพื่อใหไดภาพที่ชัดเจนจะขึ้นอยูกับชนิดของขอมูลกอนหนา ซ่ึง EIDORS 
มีฟงกชันที่ตางกันสองชนิดในการคํานวณคาขอมูลกอนหนา คือ R_prior และ RtR_prior ในบาง
กรณีผูใชอาจใชทั้งสองคา เมื่ออัลกอริธึมใน solve ถูกเรียกใช มันจะเรียกไปยัง R_prior และ RtR_ 
prior 
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81 −e

( ) 1sec −ovnoi

 
 

ภาพประกอบ 2-10 โครงสรางของ inv_model[4] 
 
         2.4.1.4 ภาพ (Image) แทนคาตัวนําไฟฟาที่สรางหรือจําลองขึ้น จากภาพประกอบ 2-11
แสดงโครงสรางของภาพ โดย elem_data เปนเมตริกซขนาด 1N ×  คือ คาของแตละเอลิเมนตของ
ภาพในโมเดลไฟไนตเอลิเมนต 

image

fwd_model

elem_data;
type;
name; ‘3D stimulation’

fmd model structure

[Matrix]  
‘image’

1×N

 
ภาพประกอบ 2-11 โครงสรางของ image [4] 

 
 

 



บทที่ 3 
 

วิธีดําเนินงานวิจัย 
 

ในบทนี้กลาวถึงขั้นตอนในการดําเนินงานวิจัย โดยเริ่มจากการศึกษาการสรางภาพตัดขวาง
ความตานทานไฟฟาดวย EIDORS เวอรชัน 3.3 วามีกระบวนการในการสรางภาพอยางไร  จากนั้น
ทําการทดสอบความสามารถของเรกูลาไรเซชันที่มีอยูคือแบบ Tikhonov และ Laplacian รวมกับอัล
กอริทึ่มของเกาส – นิวตันแบบรอบเดียว โดยทดลองวางวัตถุที่มีระยะหางไมเทากัน 2 แบบคือที่
ระยะหางประมาณ 1.7 เซนติเมตรและแบบที่วางใกลกันที่สุดที่ยังคงแยกแยะวัตถุจากภาพตัดขวาง
ความตานทานไฟฟาได แตเนื่องจากเกิดขอผิดพลาดเพราะจํานวนเอลิเมนตนอยเกินไป จึงตองทํา
การปรับปรุงจํานวนของเอลิเมนตภายในโมเดลโดยใชวิธีที่เรียกวา dual model ประกอบดวยโมเดล
สองตัว คือแบบที่มีจํานวนเอลิเมนตมากเรียกวา fine model และแบบที่มีจํานวนเมชนอย เรียกวา 
coarse model เพื่อแกปญหาขอจํากัดของทรัพยากรในการคํานวณ นอกจากนี้ยังคํานึงถึงการนําไป
ประยุกตใชงานไดจริงจึงไดมีการเปรียบเทียบผลการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจาก
โมเดลแบบ 8 และ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ สุดทายศึกษาผลกระทบของระยะหาง
ระหวางระนาบของอิเล็กโทรดตอขนาดและรูปรางของวัตถุที่ตรวจจับไดจากการสรางภาพตัดขวาง
ความตานทานไฟฟา 

 
3.1 การสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาดวย EIDORS เวอรชัน 3.3 

การสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟามีกระบวนการดังภาพประกอบ 3-1 สามารถแบง
ออกเปน 3 สวนหลักๆ โดยเริ่มจากสรางโมเดลไฟไนตเอลิเมนต (FEM) และกําหนดรูปแบบของ
การจายกระแสและวัดแรงดันที่อิเล็กโทรด จากนั้นจําลองขอมูลจากตัวกลางที่เปนเอกพันธและไม
เปนเอกพันธ สุดทายสรางโมเดลของอินเวอรส และทําการแกปญหาอินเวอรส พรอมแสดงผล 

จากภาพประกอบ 3-1 ขั้นตอนแรกทําการสรางโมเดลไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงสามารถสรางได
ทั้งแบบ 2 มิติ และ 3 มิติ โดยฟงกชันที่ใชงานมีอยูหลายฟงกชัน ยกตัวอยางเชน mk_common_ 
model และ create_tank_mesh_ng โดย mk_common_model เปนฟงกชันที่มีรูปแบบที่แนนอนไม
สามารถปรับเปลี่ยนได ดังภาพประกอบ 3-2 ประกอบดวยพารามิเตอร 2 ตัวคือ mdl_string ซ่ึงประ 
กอบดวยตัวอักษรจาก a ถึง f และจํานวนอิเล็กโทรดในหนึ่งระนาบและจํานวนระนาบของ
อิเล็กโทรด ยกตัวอยางเชน mk_common_model ('a2C',16) แสดงวาเปนโมเดลรูปวงกลมขนาด 2 มิติ ที่
มี 16 อิเล็กโทรด ประกอบดวย 64 เอลิเมนตภายในโมเดล และ mk_common_ model ('b3cr',[16,3]) 
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แสดงวาเปนรูปทรงกระบอกประกอบดวย 16 อิเล็กโทรด 3 ช้ัน สามารถดูรายละเอียดดูไดใน
โฟลเดอร models /a_adler ไฟล mk_common_model.m อยางไรก็ตามฟงกชันนี้มีขอจํากัดคือไม
สามารถกําหนดขนาดของโมเดลและจํานวนอิเล็กโทรดได สําหรับ create_tank_mesh_ng เปน
ฟงกชันที่ใชสรางโมเดลรูปทรงกระบอก โดยทํางานรวมกับโปรแกรม Netgen เพื่อสรางเมชภายใน
โมเดล ซ่ึงสามารถกําหนดขนาดของโมเดล, จํานวนอิเล็กโทรด และรูปแบบของอิเล็กโทรด ดัง
ภาพประกอบ 3-3 โดย Netgen คือเครื่องมือที่ใชสรางเมชแบบอัตโนมัติ ทั้ง 2 มิติ และ 3 มิติ โดย
สําหรับ 2 มิติ จะสรางเมชแบบสามเหลี่ยม (triangular) หรือส่ีเหล่ียมดานไมเทา (quadrilateral) และ
รูปทรงสี่หนา (tetrahedral) สําหรับ 3 มิติ  
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ภาพประกอบ 3-1 กระบวนการในการสรางภาพ 
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ภาพประกอบ 3-2 บล็อกไดอะแกรมการสรางตนแบบโมเดลดวยฟงกชัน mk_common_model 

 

 
 

ภาพประกอบ 3-3 ขั้นตอนการสรางตนแบบโมเดลดวยฟงกชัน create_tank_mesh_ng  
 

จากภาพประกอบ 3-3 อธิบายการทํางานไดดังนี้  
• สวนที่ 1 Input เปนการกําหนดคาพารามเิตอรตางๆดังนี้ 

   - tank_radius คือรัศมีของโมเดล  มีหนวยเปนเซนตเิมตร 
   - tank_height คือความสูงของโมเดล  มีหนวยเปนเซนติเมตร 

   -  CorR คือรูปแบบของอิเล็กโทรด ถากําหนดเปน ‘C’ แสดงวาอิเล็กโทรดเปนวงกลม และ 
‘R’ แสดงวาอิเล็กโทรดเปนสี่เหล่ียม  
   - log2_electrodes_per_plane คือคา log ฐาน 2 ของจํานวนอิเล็กโทรดในแตละชั้น 

               - no_of_planes คือ จํานวนของชั้นอิเล็กโทรด 

   - first_plane_starts คือตําแนงของอิเล็กโทรดระนาบแรก ตามพิกัดในแนวแกน z  
   - height_between_centres คือระยะหางระหวางชัน้อิเล็กโทรด 

   - electrode_width คือความกวางของแผนอิเล็กโทรด มีหนวยเปนเซนติเมตร 

   - electrode_height คือความสูงของแผนอิเล็กโทรด  มีหนวยเปนเซนติเมตร 

   - fnstem คือช่ือไฟลที่ใชเกบ็ในโปรแกรม Netgen 
   - elec_mesh_density คือ ความหนาแนนของเมชที่มีมากบริเวณใกลอิเล็กโทรด ดังภาพ 
ประกอบ 3-4 

• สวนที่ 2 เปนกระบวนการสรางเมชโดยใชฟงกชัน create_tank_mesh_ng   
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 • สวนที่ 3 เปนการแสดงผลโดยใชคําสั่ง show_fem 
 

 
 

ภาพประกอบ 3-4 พารามิเตอรของอินพุท 
 

ตอมากําหนดรูปแบบการจายกระแสและวัดแรงดันโดยใชฟงกชัน mk_stim_pattern 
สามารถกําหนดไดหลายรูปแบบ ดังภาพประกอบ 3-5 นอกจากนี้ยังมีทางเลือก (options) ของการวัด
แรงดันวาจะใหวัดแบบใด ยกตัวอยางเชน 'no_meas_current' เปนกําหนดวาไมตองวัดแรงดันบน
อิเล็กโทรดที่จายกระแส  
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ภาพประกอบ 3-5 รูปแบบของการจายกระแสและวดัแรงดัน 
 

จากภาพประกอบ 3-5 ทําการกําหนดคาพารามิเตอรดังนี ้
- n_elec คือ จํานวนของอิเล็กโทรดตอระนาบ 
- n_rings คือ จํานวนระนาบของอิเล็กโทรด 
- inj คือ รูปแบบของการจายกระแส (injection pattern)  
- meas คือ รูปแบบของการวดัแรงดัน (measurement pattern) 
- options คือทางเลือกของการวัดแรงดนั 
- amplitude คือ ขนาดของกระแสที่จายใหอิเล็กโทรด โดยมีคาอางอิงเทากับ 1 มิลลิแอมป 

นอกจากนี้ ยังสามารถเลือกรูปแบบการจายกระแสและวดัแรงดัน ดังนี ้
-  '{ad}' เปนแบบขั้วขางเคียง  (adjacent drive) สมมูลกับ [0 1] 

       -  '{op}' เปนแบบขั้วตรงขาม (opposite drive) สมมูลกับ [0, n_elec/2] 
-  '{trig}' เปนการจายดวยสัญญาณตรีโกณมิต ิ(trigonometric drive) [sin,cos,sin,cos ...] 
-  '{mono}' เปนการจายระหวางอิเล็กโทรดแตละตวั (กระแสออกจากกราวด) 
- แบบไบ-โพลาร (Bi-polar injection patterns) เปนการจายกระแสแบบ [x y] โดยเริ่มจาก 

[x,y]  ถัดไปคือ [x+1,y+1]  
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- แบบโมโน-โพลาร (Mono-polar injection patterns) เปนการจายกระแสแบบ [x] โดยเริ่ม
จาก [x] ถัดไปคือ [x+1]  
พรอมทั้ง ทางเลือกของการวดัแรงดัน  
       - 'no_meas_current' / 'meas_current'  วัดหรือไมวัดอิเล็กโทรดที่จายกระแส  
       - 'rotate_meas' / 'no_rotate_meas'  วัดแบบวนรอบหรือไมวนรอบ  
       - 'do_redundant' / 'no_redundant'   วัดแบบทําซ้ําหรือไมทําซ้ํา โดยเปรียบเทยีบกัน  
 

จากนั้นคํานวณหาคาแรงดันในแตละเอลิเมนตโดยใชฟงกชัน fwd_solve เพื่อใชเปนขอมูล
อางอิง ในขั้นตอนนี้ไดทําการกําหนดใหทุกเอลิเมนตมีพื้นหลังของภาพเทากับ 1 โดยเมทริกซมี
ขนาดเทากับ 1E×  ซ่ึง E  คือจํานวนเอลิเมนต และสรางโมเดลแบบฟอรเวิรดโดยใชฟงกชัน 
eidors_obj ซ่ึงเปนฟงกชันที่ใชสรางไฟลไมวาจะเปนไฟลชนิด fwd_model, inv_model, data หรือ 
image ตอมาทําการจําลองวัตถุภายในโมเดล โดยใชความสัมพันธของจุดตอ (nodes) เชื่อมโยงเอลิ
เมนตหลายๆ เอลิเมนตจนเปนกอน และคํานวณหาคาแรงดันในแตละเอลิเมนตโดยใชฟงกชัน 
fwd_solve เพื่อเปนขอมูลที่ใชสรางภาพ สุดทายกําหนดฟงกชันของอินเวอรสที่จําเปนสําหรับแก
สมการเชน อัลกอริทึ่มที่ใชแกสมการ, ชนิดของการสรางภาพ, ชนิดของเรกูลาไรเซชัน, คาไฮเปอร
พารามิเตอร และไฟลโมเดลแบบฟอรเวิรด เปนตน รายละเอียดดังภาพประกอบ 3-6 พรอมสราง 
โมเดลแบบอินเวอรสดวยฟงกชัน eidors_obj อีกครั้ง แลวทําการแกปญหาดวยฟงกชัน inv_solve 
เพื่อหาคาสภาพความนําไฟฟาที่เปลี่ยนไปและแสดงผลเปนภาพดวยฟงกชัน show_fem หรือ 
show_slice  
 

                          
 

ภาพประกอบ 3-6 ฟงกชันทีจ่ําเปนสําหรับแกสมการของ inverse 



60 
 

 
3.2 การสรางภาพตดัขวางความตานทานไฟฟาโดยใชเรกูลาไรเซชันแบบ Tikhonov และ Laplacian 

ขั้นตอนแรกจําลองโมเดลที่มีลักษณะเปนแทงกรูปทรงกระบอก (cylindrical tank) ขนาด
เสนผาศูนยกลาง 10 เซนติเมตร สูง 12 เซนติเมตร เนื่องจากเตานมมีขนาดรัศมีประมาณ 3-5 
เซนติเมตร โมเดลไฟไนตเอลิเมนตประกอบดวยอิเล็กโทรดสองระนาบ ระนาบละ 16 อิเล็กโทรด
วางภายในผิวของโมเดล อิเล็กโทรดระนาบแรกวางอยูที่ความสูง z = 4 เซนติเมตร ระยะหาง
ระหวางระนาบของอิเล็กโทรดเทากับ 4 เซนติเมตร อิเล็กโทรดเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผาขนาด 15×10 
ตารางมิลลิเมตร ดังภาพประกอบ 3-7 โดยใชฟงกชัน create_tank_mesh_ng สรางโมเดล
ทรงกระบอกขนาด 3 มิติ และเก็บในไฟลที่ช่ือวา fmdl ทั้งนี้โมเดลไฟไนตเอลิเมนตประกอบดวย 
4,450 อิลิเมนต และ 1,179 โหนด 
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ภาพประกอบ 3-7 โมเดลของ FEM 

 
จากนั้นกําหนดรูปแบบการจายกระแสและวัดแรงดันโดยใชฟงกชัน mk_stim_pattern ใน

การทดลองนี้ใชรูปแบบการจายกระแสและวัดแรงดันแบบขั้วขางเคียงและกําหนดขนาดของกระแส
เทากับ 1 มิลลิแอมป โดยไมไดระบุความถี่ของกระแส เนื่องจากซอฟตแวรถูกออกแบบใหมีความ
ยืดหยุนตอระบบของการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา[4] จํานวนขอมูลที่วัดไดทั้งหมด 
928 ขอมูล รายละเอียดทั้งหมดดังภาพประกอบ 3-8 ซ่ึงเปนขอมูลที่มีความสําคัญในการแกปญหา
แบบฟอรเวิรด ถัดมาทําการจําลองวัตถุภายในโมเดล ดังภาพประกอบ 3–9 โดยวัตถุสีแดงและสีน้ํา
เงินเปนวัตถุชนิดเดียวกัน แตที่แยกคนละสี เพื่อใหเห็นความแตกตางอยางชัดเจน และมีลักษณะเปน
แทงยาว ขั้นตอนตอไปทําการแกปญหาแบบฟอรเวิรด จากนั้นใชวิธีเรกูลาไรเซชันเพื่อทําใหระบบมี
ความเสถียร โดยเรกูลาไรเซชันที่เลือกใชเปนแบบ Tikhonov และ Laplacian ตอมากําหนดคา
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ไฮเปอรพารามิเตอร (hyperparameter) ที่เหมาะสมเพื่อใหภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่สราง
ขึ้นใกลเคียงกับภาพอางอิงมากที่สุด จากการสังเกต สุดทายแกปญหาแบบอินเวอรสโดยใชอัลกอริ
ทึ่มของเกาส–นิวตันแบบรอบเดียว ทําการเปรียบเทียบผลที่ไดจากการใชเรกูลาไรเซชันแบบ 
Tikhonov และ Laplacian เพื่อเปรียบเทียบความสามารถในการสรางภาพดวยวิธีเรกูลาไรเซชันที่
ตางกันสองแบบ จึงไดออกแบบการทดลองออกเปนสองกรณี คือกรณีแรกวางวัตถุใหหางกันที่
ระยะหาง 1.7 เซนติเมตร และกรณีที่สองวางวัตถุใหใกลกันมากที่สุดที่ยังคงแยกแยะวัตถุออกจาก
กันไดเมื่อเปรียบเทียบกับภาพอางอิง  
 

 
 

ดังภาพประกอบ 3-8 รายละเอียดของ fmdl 
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                                                       (a)                                                    (b) 
ภาพประกอบ 3-9 จําลองวัตถุสองรูปแบบ (a) วางวัตถุหางกันประมาณ 1.7 เซนติเมตร (b) วางวัตถุ

ใกลกันที่สุดทีย่ังคงแยกแยะวัตถุออกจากกนัได 
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3.3 การปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตโดยใช dual model  
จากการศึกษาในหัวขอ 3.2 พบขอผิดพลาดเนื่องจากเอลิเมนตมีขนาดใหญเกินไป ทําใหคา

อิมพีแดนซที่คํานวณไดเกิดความคลาดเคลื่อนมาก เพราะฉะนั้นความถูกตองของการสราง
ภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจะแปรผันตามขนาดและจํานวนของเอลิเมนตภายในโมเดล[5] 
ดังนั้นถาโมเดลมีจํานวนเอลิเมนตมากภาพที่ไดก็จะมีความถูกตองมากกวาโมเดลที่มีจํานวนเอลิ
เมนตนอย อยางไรก็ตามในการคํานวณก็คอนขางซับซอน ทําใหทรัพยากรที่มีอยูไมเพียงพอ 
เนื่องจากเมทริกซมีขนาดใหญมาก ดังนั้นจึงไดประยุกตเอาวิธีการแกปญหาที่เรียกวา dual model วิธี
นี้จะสรางโมเดลขึ้นมาสองตัว โมเดลแรกสรางในสวนของการแกปญหาแบบฟอรเวิรด โดยใหมี
จํานวนเอลิเมนตมากๆ (fine model) เพื่อใหแมนยําตอการระบุตําแหนงและรูปรางของวัตถุ โมเดล
ตัวที่สองสรางเพื่อชวยใหการแกสมการในการแกปญหาแบบอินเวอรส มีความซับซอนนอยลง
เนื่องจากมีจํานวนเมชนอย (coarse model) โดยมีการแมปโมเดลระหวางกัน ฟงกชันที่ใชในการ
แมปโมเดลคือ mk_coarse_fine_mapping สุดทายแกสมการหาคาการกระจายของอิมพีแดนซ ดัง
ภาพประกอบ 3-10 

ตอมาไดทําการทดลองสรางวัตถุภายในโมเดล พบวาขนาดของวัตถุที่เล็กที่สุดที่สรางภาพ
ไดประมาณ 1 เซนติเมตร ดังภาพประกอบ 3-11 

 

 
 

ภาพประกอบ 3-10 กระบวนการสรางภาพดวยวิธี dual model [11] 
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ภาพประกอบ 3-11 ขนาดของวัตถุเล็กที่สุดที่ยังคงสรางภาพได 
 
จากนั้นคนหาระยะทางนอยที่สุดระหวางวัตถุทั้งสอง ซ่ึงเมื่อสรางภาพแลวยังคงแยกแยะ 

วัตถุทั้งสองออกจากกันได โดยคํานึงถึงการนําไปประยุกตใชงานจริง เนื่องจากเมื่ออิเล็กโทรดมาก
จํานวนสายนําสัญญาณที่ตอบริเวณอิเล็กโทรดจะมากตามไปดวย ดังนั้นจึงออกแบบการทดลองโดย
เปรียบเทียบผลการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจากโมเดลแบบ 8 และ 16 อิเล็กโทรดตอ
ระนาบ จํานวน 2 ระนาบ ขั้นตอนในการดําเนินการทดลองมีดังนี้ เร่ิมดวยการสรางโมเดลไฟไนตเอ
ลิเมนตที่มีขนาดเทากับการศึกษาในหัวขอ 3.2 จากนั้นกําหนดรูปแบบการจายกระแสและวัดแรงดัน
เปนแบบขั้วขางเคียง และทําการปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตโดยใชทางเลือกที่มีใน Netgen จากการ 
ศึกษาใน tutorial/fem modeling/Build Double Plane Models with Netgen.mht ถัดมาแกสมการแบบ 
ฟอรเวรด ทั้งขอมูลของตัวกลางที่เปนเอกพันธและไมเอกพันธ โดยวัตถุที่จําลองมีรูปรางคลายทรง
กลม และมีขนาดเสนผานศูนยกลางเทากับ 2.5 และ 3 เซนติเมตร ทั้งนี้เทียบกับกอนมะเร็งที่ตรวจ
พบดวยเครื่องแมมโมแกรม โดยใชฟงกชัน create_inclusion ที่ทําการดัดแปลงใหสามารถสรางวัตถุ
ได 2 กอน และสามารถกําหนดขนาด, ตําแหนงและความหนาแนนของวัตถุได การทํางานของฟงก 
ชันนี้เสมือนกับการรวมเอลิเมนตรอบๆจุดศูนยกลางใหมีขนาดเทากับรัศมีที่กําหนด ดังนั้นขอบของ
วัตถุจะมีลักษณะไมเรียบและเปนตะปุมตะปาคลายปลาปกเปา โดยวางวัตถุทั้งสองที่ระยะหางตาง 
กันในแนวแกน  x ตอมาสรางโมเดลที่มีจํานวนเมชนอยๆโดยใชฟงกชัน create_cylindrical_ 
mesh_ng และกําหนดขนาดของเอลิเมนตที่ใหญที่สุด (maximum element size) เทากับ 1 แลวทํา
การแมปโมเดลระหวางโมเดลที่มีจํานวนเอลิเมนตมากๆกับโมเดลที่มีจํานวนเมชนอย สุดทายสราง
ภาพจากขอมูลที่ไดจากการจําลองโดยใชหลักการเรกูลาไรเซชันแบบ Tikhonov รวมกับอัลกอริทึ่ม
ของเกาส-นิวตันแบบรอบเดียว และแปรผันคาไฮเปอรพารามิเตอร เพื่อใหไดภาพที่ดีที่สุดเมื่อเทียบ



64 
 

กับภาพอางอิง เหตุผลที่ไมใชเรกูลาไรเซชันแบบ Laplacian ก็เพราะวาเรกูลาไรเซชันแบบนี้จะ
ตรวจจับขอบของวัตถุ แตเนื่องจากวัตถุที่จําลองมีขอบที่ไมชัดเจน (ตะปุมตะปา) ทําใหภาพตัดขวาง
ความตานทานไฟฟาที่สรางเกิดความผิดพลาดมาก 
  
3.4 ศึกษาผลกระทบในการสรางภาพตดัขวางความตานทานไฟฟา อันเนื่องมาจากระยะหางระหวาง
ระนาบของอิเล็กโทรด 
 ขอจํากัดขอหนึ่งของการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาคือ ความสมมาตรของการ
วางอิเล็กโทรดมีผลตอการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา [3] ดังนั้นในการออกแบบการ
ทดลองจะตองคํานึงถึงจุดนี้ดวย การทดลองคลายกับการทดลองในหัวขอ 3.3 แตกตางกันตรงการ
ตั้งคาระยะหางระหวางระนาบของอิเล็กโทรดที่คาตางๆคือ 2, 3, 4 และ 5 เซนติเมตร นอกจากนี้ 
อิเล็กโทรดระนาบแรกจะแปรเปลี่ยนตามระยะหางระหวางระนาบของอิเล็กโทรดเพื่อทําใหการวาง
อิเล็กโทรดมีความสมมาตร  



 

 

บทที่ 4 
 

ผลการวิจัย 
 

ในบทนี้อธิบายผลการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา จากการดําเนินการวิจัยในบทที่ 3 ดังนี้ 
กรณีแรกเปนการเปรียบเทียบผลจากการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาโดยใชเรกูลาไรเซ
ชันแบบ tikhonov และ laplacian จากการทดลองพบวาเรกูลาไรเซชันทั้งสองแบบเกิดความผิดพลาด
ในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่สภาวะตางกัน ทําใหสรุปไมไดวาแบบไหนดีกวากัน 
เมื่อนํามาวิเคราะหพบวา สาเหตุหนึ่งที่นาจะทําใหการทดลองผิดพลาดอาจเนื่องจากจํานวนเอลิ
เมนตที่นอยเกินไปจึงกอใหเกิดกรณีที่สองโดยทําการปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตภายในโมเดล วิธีที่
ใชเรียกวา dual model เปนการเพิ่มจํานวนของเอลิเมนตภายในโมเดล จากนั้นจําลองวัตถุที่มี
ลักษณะคลายทรงกลมสองกอน ในการทดลองจุดศูนยกลางของวัตถุจะแปรผันตามแกน x เพื่อใหมี
ระยะหางระหวางวัตถุที่คาตางๆกัน จากนั้นทําการเปรียบเทียบผลการสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟาของโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรดและ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ กรณี
สุดทายเปนการเปรียบเทียบผลการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา อันเนื่องมาจากระยะหาง
ระหวางระนาบของอิเล็กโทรดคาตางๆ โดยเริ่มจาก 2, 3, 4 และ 5 เซนติเมตร 

 
4.1 ผลการเปรียบเทียบภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาโดยใชเรกูลาไรเซชันแบบ tikho- 

nov  และ  laplacian 
หลังจากจําลองโมเดล, จําลองการจายกระแสและวัดแรงดัน และแกสมการแบบฟอรเวิรด 

เพื่อหาคาการกระจายของแรงดันภายในโมเดลทั้งแบบเอกพันธุและไมเอกพันธุ ตามหัวขอ 3.2 แลว 
ขั้นตอนตอมาเปนการแกปญหาแบบอินเวอรส โดยการกําหนดฟงกชันตางๆที่จําเปนสําหรับการแก
สมการ พบวาคาไฮเปอรพารามิเตอรที่เหมาะสมที่สุดเทากับ 61 10−×  และใชการสรางภาพแบบ
ตางกัน (different imaging) เนื่องจากในการวัดจริงทางคลินิกเทคนิคการสรางภาพแบบสมบูรณ 
(absolute or static imaging) ทําไดยากกวาแบบตางกันในดานของคาความตานทานสัมผัส (contact 
impedance) ที่เกิดขึ้นบริเวณอิเล็กโทรด [12] 

การทดลองแบงออกเปนสองกรณี ในกรณีแรกจําลองวัตถุทั้งสองใหมีระยะหางคาหนึ่งแลว
ทําการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา โดยวัตถุสีแดงมีความกวางเทากับ 1.5 เซนติเมตรและ
ความยาวเทากับ 3 เซนติเมตร สวนวัตถุสีน้ําเงินมีความกวางเทากับ 1.3 เซนติเมตรและความยาว
เทากับ 3.5 เซนติเมตร มีลักษณะคลายแทงสี่เหล่ียม ระยะหางระหวางวัตถุทั้งสองประมาณ 1.7 
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เซนติเมตร จากนั้นสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาไดดังภาพประกอบ 4-1 พบวาเรกูลาไรเซ
ชันแบบ laplacian ดีกวา tikhonov เนื่องจากแบบ tikhonov ทําใหเกิดความผิดพลาดที่ความสูง 6.5 
เซนติเมตร นอกจากนี้เรกูลาไรเซชันแบบ laplacian ยังดีกวาในเรื่องของความชัดเจนของขอบวัตถุ ดู
ไดจากภาพตัดขวางที่ความสูง 3.5 เซนติเมตร ในกรณีที่สองเปนการจําลองวัตถุใหมีระยะหางนอย
ที่สุดที่ยังคงแยกแยะวัตถุทั้งสองไดโดยดูจากภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา โดยวัตถุสีแดงมี
ลักษณะเหมือนเดิม เปลี่ยนแตวัตถุสีน้ําเงินซึ่งมีลักษณะคลายรูปทรงสี่หนา จากการทดลองพบวาเร
กูลาไรเซชันแบบ tikhonov ดีกวา laplacian ดังภาพประกอบ 4-2 เนื่องจากการใชเรกูลาไรเซชันแบบ 
laplacian ทําใหเกิดความผิดพลาดที่ความสูง 4 เซนติเมตร จากการทดลองทั้งสองกรณีทําใหสรุป
ไมไดวาเรกูลาไรเซชันแบบไหนดีกวากัน ที่เปนเชนนี้เนื่องจากขอจํากัดทางทรัพยากรที่ใชในการ
คํานวณไมเพียงพอทําใหโมเดลไฟไนตเอลิเมนตที่สรางมีจํานวนเอลิเมนตนอย ดังนั้นเอลิเมนตจึงมี
ขนาดใหญกอใหเกิดปญหาหลายประการ เชนไมสามารถสรางวัตถุใหมีขนาดเทากันหรือใกลเคียง
กันได และไมสามารถกําหนดระยะหางระหวางวัตถุทั้งสอง ทําใหไมสามารถหาระยะหางที่ใกล
ที่สุดที่ยังคงสรางภาพไดใกลเคียงกับภาพอางอิงได เปนตน  

 

   
                                                            (a)                    (b)                    (c) 
ภาพประกอบ 4-1 ภาพตดัขวางความตานทานฟาเมื่อวางวตัถุที่ระยะหางประมาณ 1.7 เซนติเมตร (a) 
ภาพอางอิง (b) ภาพที่สรางโดยวิธีเรกูลาไรเซชันแบบ tikhonov และ (c)  ภาพที่สรางโดยวิธีเรกูลาไร

เซชันแบบ laplacian ซ่ึงตัดที่ความสูง 3.5, 5 และ 6.5 เซนติเมตร (จากบนลงลาง) 
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                                                      (a)                    (b)                    (c) 
ภาพประกอบ 4-2 ภาพตดัขวางความตานทานไฟฟาเมื่อวางวัตถุที่ระยะหางใกลสุด (a) ภาพอางอิง 

(b) ภาพที่สรางโดยวิธีเรกูลาไรเซชันแบบ tikhonov และ (c)  ภาพที่สรางโดยวิธีเรกูลาไรเซชันแบบ 
laplacian ซ่ึงตัดที่ความสูง 4, 5 และ 6.2 เซนติเมตร (จากบนลงลาง) 

 
4.2  การปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตโดยใช dual model เปรียบเทียบผลการสรางภาพตดัขวางความ
ตานทานไฟฟาระหวางโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรด และ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ 
 จากหัวขอ 4.1 พบวาปญหาที่เกิดขึ้นเนื่องจากจํานวนเอลิเมนตภายในโมเดลนอยเกินไป 
ดังนั้นจึงไดทําการปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตใหมากขึ้น แตพบปญหาวาถาจํานวนเอลิเมนตมากจะ
ทําใหไมสามารถแกปญหาแบบอินเวอรสได เพราะความไมเพียงพอของทรัพยากร ดังนั้นจึงไดใช
วิธีการของ dual model โดยเชื่อวาการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาจะมีความถูกตองมาก
ขึ้นทั้งขนาดและตําแหนงของวัตถุ และเพื่อใหการประยุกตใชในงานจริงสะดวกขึ้นจึงไดทําการ
เปรียบเทียบโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรด และ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ 

ขั้นแรกจําลองโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบกอน โดยมีลักษณะ
เปนแทงกรูปทรงกระบอกที่มีขนาดเทากับโมเดลในการทดลองที่ 4.1 และเปนโมเดลที่มีจํานวนเอลิ
เมนตมาก (fine model) พบวามีจํานวนโหนดเทากับ 7,312 โหนด และจํานวนเอลิเมนตเทากับ 
37,518 เอลิเมนต ดังภาพประกอบ 4-3 จากนั้นทําการจําลองรูปแบบการจายกระแสและวัดแรงดัน
แบบขั้วขางเคียง พรอมทั้งแกปญหาแบบ forward ของตัวกลางแบบเอกพันธุ ตอมาจําลองวัตถุสอง
กอนที่มีจุดศูนยกลางอยูบนพิกัด [ x , 0 , 6 ] ในการทดลองจะมีการเปลี่ยนตําแหนงของจุดศูนยกลาง
ตามแนวแกน x เพื่อหาระยะหางนอยสุดระหวางวัตถุ นอกจากนี้ยังกําหนดความหนาแนนของวัตถุ
ใหมีคาเทากับ 10 เหตุผลที่เลือกตําแหนง z = 6 เพราะเปนความสูงที่อยูกึ่งกลางระนาบของ
อิเล็กโทรด มีจํานวนเอลิเมนตหนาแนนกวาบริเวณที่อยูดานบนหรือดานลางของระนาบของ
อิเล็กโทรด นาจะทําใหภาพที่สรางมีความถูกตองมากขึ้นในดานขนาดและรูปรางของวัตถุ พรอมทั้ง
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ไดทําการทดลองเพื่อยืนยังสมมติฐาน พบวาหากวางวัตถุที่ตําแหนงต่ํากวาอิเล็กโทรดระนาบแรก (z 
= 3) และสูงกวาอิเล็กโทรดระนาบที่สอง (z = 9) จะมีความผิดพลาดในเรื่องของความยาวของวัตถุที่
สรางไดซ่ึงมากกวาบริเวณกึ่งกลางของระนาบทั้งสอง จากนั้นแกปญหาแบบฟอรเวิรด ตอมาจําลอง
โมเดลที่มีจํานวนเมชนอย (coarse model) พบวามีจํานวนโหนดเทากับ 976 โหนดและจํานวนเอลิ
เมนตเทากับ 3,928 เอลิเมนต ดังภาพประกอบ 4-4 จากนั้นกําหนดคาพารามิเตอรของโมเดลแบบอิน
เวอรสโดยตั้งคาไฮเปอรพารามิเตอร (hyperparameter) เทากับ 510−  ในการแกปญหาแบบอินเวอรส
ใชเรกูลาไรเซชันแบบ tikhonov เนื่องจากแบบ laplacian ทําใหภาพที่สรางเกิดการกระจายของเอลิ
เมนต เหตุที่เปนเชนนี้เพราะขอบของวัตถุไมราบเรียบมีลักษณะคลายปลาปกเปา ดังนั้นจึงไมเหมาะ
ที่จะใชเรกูลาไรเซชันแบบ laplacian สุดทายแกปญหาโดยใชอัลกอริทึ่มของเกาส–นิวตันแบบรอบ
เดียวในการประมาณคาอิมพีแดนซ  

เร่ิมตนจําลองโมเดลแบบ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ ประกอบดวย 8,393 
โหนด และ 42,580 เอลิเมนต ดังภาพประกอบ 4-5 และทําการกําหนดคาตางๆเหมือนการทดลอง
แบบ 8 อิเล็กโทรดทุกประการ สุดทายเปรียบเทียบผลการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา
ของโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรดและ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ 

 
 

ภาพประกอบ 4-3 FEM ของโมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ 
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ภาพประกอบ 4-4 FEM ของ coarse model 
 

 
ภาพประกอบ 4-5 FEM ของโมเดลแบบ 16 อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวน 2 ระนาบ 

 
 

จากการจําลองวางวัตถุที่ตําแหนงตางๆพบวา วัตถุที่มีขนาดเสนผานศูนยกลางเทากับ 2.5 
เซนติเมตร จะมีระยะหางระหวางวัตถุทั้งสองที่นอยที่สุดที่ยังคงสรางภาพไดประมาณ 0.9  
เซนติเมตร ทั้งแบบ 8 อิเล็กโทรด และ 16 อิเล็กโทรด ดังภาพประกอบ 4-6 แสดงการจําลองวัตถุ
ภายในโมเดลทั้งแบบ 8 อิเล็กโทรดและ 16 อิเล็กโทรด ที่มีจุดศูนยกลางอยูที่ [1.7 , 0 , 6 ] และ [ -1.7 
, 0 , 6 ] สวนภาพประกอบ 4-7 แสดงภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่ความสูง 5, 6 และ 7 
เซนติเมตร (จากบนลงลาง) จากการสังเกตพบวาโมเดลแบบ 16 อิเล็กโทรดสามารถแยกวัตถุได
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ชัดเจนกวาแบบ 8 อิเล็กโทรด เนื่องจากจํานวนขอมูลที่ไดจากการวัดหรือจําลองมีมากกวา สงผลให
การแกปญหาแบบอินเวอรสมีความถูกตองมากกวา อยางไรก็ตามเวลาที่ใชในการคํานวณยอม
มากกวาดวย   
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                                  (a)                                                                           (b) 

 
ภาพประกอบ 4-6 การจําลองวัตถุภายในโมเดล (a) แบบ 8 อิเล็กโทรด , (b) แบบ 16 อิเล็กโทรด 

 

 
                                   (a)                                                                          (b) 
 
 
   

ภาพประกอบ 4-7 ภาพตดัขวางความตานทานไฟฟาตามแนวแกน z ที่ความสูง 5, 6 และ 7 
เซนติเมตร ( จากบนลงลาง ) (a) โมเดลแบบ 8 อิเล็กโทรด , ( b ) โมเดลแบบ 16 
อิเล็กโทรด มีจดุศูนยกลางอยูที่   [1.7 , 0 , 6 ]   และ   [ -1.7 , 0 , 6 ]  ของวตัถุขนาด

เสนผาศูนยกลาง 2.5 เซนติเมตร 
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จากนั้นไดทําการเพิ่มขนาดของวัตถุใหมีขนาดเสนผานศูนยกลางเทากับ 3 เซนติเมตร โดย
มีจุดศูนยกลางอยูที่ [2.5 , 0 , 6 ] และ [ -2.5 , 0 , 6 ] จากการสังเกตภาพประกอบ 4-8 พบวาแบบ 16 
อิเล็กโทรดสามารถแยกวัตถุไดชัดเจนกวาแบบ 8 อิเล็กโทรดเชนกัน ดังนั้นยิ่งจํานวนอิเล็กโทรด
มาก ความถูกตองของภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาก็จะยิ่งมากดวย อยางไรก็ตามตองดูในเร่ือง
ความเหมาะสมของการนําไปใชงานจริงดวย 
 

     
                                    (a)                                                                         (b) 

ภาพประกอบ 4-8 ภาพตดัขวางความตานทานไฟฟาตามแนวแกน z ที่ความสูง 5, 6 และ 7 
เซนติเมตร ( จากบนลงลาง ) (a) วัตถุมีขนาดเสนผานศูนยกลาง 2.5 เซนติเมตร , ( b ) วัตถุมีขนาด

เสนผานศูนยกลาง 3 เซนติเมตร  
 

4.3 ผลการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา อันเนือ่งมาจากระยะหางระหวางระนาบของ
อิเล็กโทรด 
 วิธีการทดลองคลายกับหัวขอ 4.2 เพียงแตวางวัตถุไวที่ตําแหนงเดียวคือที่ [2.5 , 0 , 6 ] และ 
[ -2.5 , 0 , 6 ] โดยการปรับระยะหางระหวางระนาบของอิเล็กโทรดดังนี้ 2, 3, 4 และ 5 เซนติเมตร 
จากการทดลองพบวาถาระยะหางมากหรือนอยเกินไปจะทําใหภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาเกิด
ความผิดพลาดมากขึ้น ดังภาพประกอบ 4-9 พบวาระยะหางที่เหมาะสมที่สุดเทากับ 4 เซนติเมตร ซ่ึง
คํานวณจากสูตร  
ระยะหางระหวางระนาบ = ความสูงของโมเดล / (จํานวนระนาบของอิเล็กโทรด + 1)     (4.1) [14] 

อยางไรก็ตามถาระยะหางนอยเกินไปจะทําใหขนาดของภาพที่สรางไดใกลเคียงกับขนาด
ของวัตถุมากกวาในดานความยาวของวัตถุ 
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(a)                                                                 (b) 

 

      
(b)                                                                           (d) 

ภาพประกอบ 4-9 ภาพตดัขวางความตานทานไฟฟาของโมเดล ที่มีระยะหางระหวางระนาบของ
อิเล็กโทรดตางๆกันตามแนวแกน z ที่ความสูง 2, 3, 4 และ 5 เซนติเมตร (จากบนลงลาง) (a) 2 

เซนติเมตร, (b) 3 เซนติเมตร, (c) 4 เซนติเมตร และ (d) 5 เซนติเมตร 

2 cm. 

4 cm. 

3 cm. 

5 cm. 



บทที่ 5 
 

สรุปผลการวิจัยและและขอเสนอแนะ 
 

หลังจากไดทําการศึกษาและพัฒนาการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา ตาม
วัตถุประสงคของโครงการวิจัยดังรายละเอียดในบทที่ 3 และ 4 มาแลว ในบทนี้จะกลาวถึงบทสรุป
ของงานวิจัย ปญหาและอุปสรรคในการทํางานวิจัย รวมทั้งวิจารณและขอเสนอแนะสําหรับการ
พัฒนาการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาใหที่มีประสิทธิภาพ เพื่อเปนประโยชนตอผูที่
ตองการศึกษาและเปนแนวทางในการพัฒนางานวิจัยทางดานการพัฒนาการสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟา หรือดานอื่นๆที่เกี่ยวของ 

 
5.1 สรุปผลการวิจัย  

 ผลจากการศึกษาวิจัยแสดงใหเห็นวาจํานวนและขนาดของเอลิเมนตมีผลตอการสราง
ภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาของวัตถุทั้งขนาดและตําแหนง ดังนั้นการพัฒนาจํานวนและขนาด
ของเอลิเมนตใหเหมาะสมกับโมเดลจึงเปนประเด็นที่ทาทายในการทําวิจัย นอกจากนี้ยังพบวาขนาด
ที่เล็กที่สุดของวัตถุที่สามารถตรวจจับไดมีคาประมาณ 1 เซนติเมตร และระยะหางนอยสุดระหวาง
วัตถุที่ยังคงแยกแยะไดโดยดูจากภาพตัดขวางความตานทานไฟฟามีคาประมาณ 0.9 เซนติเมตร โดย
ลักษณะของวัตถุที่นํามาทดลองเปนรูปทรงกลม และมีขนาดเสนผาศูนยกลางเทากับ 2.5 เซนติเมตร 
และยังพบวาระยะหางระหวางอิเล็กโทรดมีผลตอขนาดของวัตถุที่สรางได โดยพบวาถาระยะหาง
มากหรือนอยเกินไปจะทําใหภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาเกิดความผิดพลาดมากขึ้น 

สําหรับการทําวิจัยจําเปนตองศึกษาใหเขาใจถึงกระบวนการในการสรางภาพตัดขวางความ 
ตานทานไฟฟา และการใชซอฟตแวร EIDORS สําหรับสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา 
ดังนั้นในบทที่ 3 จึงเปนการศึกษากระบวนการในการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาดวย
ซอฟตแวร EIDORS นอกจากนี้ยังเปรียบเทียบผลที่ไดจากการใชวิธีเรกูลาไรเซชันแบบ Tikhonov 
และ Laplacian รวมทั้งการปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตภายในโมเดลดวยวิธีที่เรียกวา dual model เพื่อ
เพิ่มประสิทธิภาพของการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา ในการทดลองไดจําลองโมเดล
ของไฟไนตเอลิเมนตที่มีขนาดใกลเคียงกับเตานมโดยมีขนาดเสนผานศูนยกลางไมเกิน 10 
เซนติเมตร และความสูงไมเกิน 12 เซนติเมตร และจําลองวัตถุใหมีขนาดใกลเคียงกับกอนมะเร็งที่
ตรวจพบทางการแพทยซ่ึงมีขนาดเสนผานศูนยกลางประมาณ 2-5 เซนติเมตร โดยกําหนด
พารามิเตอรที่จําเปนสําหรับการสรางภาพ เชนจํานวนอิเล็กโทรดตอระนาบ, จํานวนระนาบของ
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อิเล็กโทรด และรูปแบบของการจายกระแสและวัดแรงดัน เปนตน และจําลองขอมูลที่ในการสราง
ภาพ เชนขอมูลที่จําลองไดของแรงดันภายในโมเดลทั้งแบบเอกพันธและไมเปนเอกพันธ เปนตน 
ในการเปรียบเทียบผลที่ไดจากการใชวิธีเรกูลาไรเซชันแบบ tikhonov และ laplacian พบวาไม
สามารถสรุปไดวาวิธีเรกูลาไรเซชันแบบไหนดีกวากัน เนื่องจากเกิดความผิดพลาดของภาพตัดขวาง
ความตานทานไฟฟาทั้งสองกรณีคือกรณีที่วางวัตถุใกลกันมากที่สุดที่ยังคงสรางภาพไดและกรณีที่
วางวัตถุหางกันประมาณ 1.7 เซนติเมตร ปญหานี้เกิดขึ้นจากความไมเพียงพอของจํานวนเอลิเมนต
ทําใหเอลิเมนตมีขนาดใหญ สงผลใหไมสามารถสรางวัตถุใหมีขนาดใกลเคียงกันและไมสามารถหา
ระยะหางนอยสุดระหวางวัตถุได ดังนั้นจึงทําการปรับปรุงจํานวนเอลิเมนตโดยใชวิธี dual model 
เพื่อแกปญหาทรัพยากรไมเพียงพอในการคํานวณ ผลปรากฎวาสามารถสรางภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟาของวัตถุที่มีขนาดเล็กกวาเมื่อเปรียบเทียบกับการใชโมเดลปกติได และสามารถหา
ระยะหางนอยสุดระหวางวัตถุทั้งสองที่ยังแยกแยะไดจากภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา 
นอกจากนี้ยังมีการเปรียบเทียบภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาที่ไดจากโมเดลแบบ 8 และ 16 
อิเล็กโทรดตอระนาบ จํานวนสองระนาบ โดยจํากัดขนาดของวัตถุและแปรผันตําแหนงของวัตถุ ผล
ปรากฏวาภาพที่ไดจากโมเดลแบบ 16 อิเล็กโทรดมีความชัดเจนกวา อันเนื่องมาจากขอมูลแรงดันที่
จําลองจากการวัดมีจํานวนมากกวา สงผลใหการคํานวณมีความแมนยํากวา ทําใหภาพตัดขวางความ
ตานทานไฟฟามีความถูกตองกวา อยางไรก็ตามเวลาที่ใชในการคํานวณก็มากกวาดวย  

อยางไรก็ตามวิธีการที่นําเสนอก็ยังคงมีขอจํากัดอยู กลาวคือเกิดความผิดพลาดของรูปรางของ
วัตถุในแนวแกน z จากการสรางภาพความตานทานไฟฟา โดยพบวาวัตถุที่มีลักษณะเปนแทงยาวจะ
เกิดความผิดพลาดนอยกวาวัตถุที่เปนทรงกลม นอกจากนี้ยังมีปญหาในเรื่องการจําลองวัตถุ 
เนื่องจากโมเดลเปนแบบสามมิติจึงไมสามารถกําหนดตําแหนงของเอลิเมนต เพราะฉะ นั้นในการ
สรางวัตถุแตละครั้งคอนขางจะยุงยากเพราะตองหาความสัมพันธของจุดตอของตละเอลิเมนตเพื่อ
นํามาสรางเปนวัตถุที่มีขนาดตามตองการ และเมื่อโมเดลมีจํานวนเอลิเมนตมากทําใหเกิดความ
ยุงยากมากขึ้น   
 
5.2 ปญหาและขอเสนอแนะ 

5.2.1 ปญหา 
งานวิจัยนี้เปนการปรับปรุงการสรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟาโดยใช

ซอฟตแวร EIDORS ซ่ึงเปนซอฟตแวรอิสระที่พัฒนามาจากวิทยานิพนธของแตละคน ดังนั้นโคด
ของโปรแกรมจึงมีหลายรูปแบบขึ้นกับเจาของวิทยานิพนธนั้น ทําใหทําความเขาใจยากและไมคอย
มีตัวอยางในบางเรื่องหรือไมสามารถรันตัวอยางที่มีได ทําใหทําความเขาใจไดยาก 
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5.2.2 ขอเสนอแนะ 
  จากการทําวิจยั ผูวิจยัพบวา ขอเสนอแนะตอไปนี้จะเปนแนวทางในการพัฒนาการ

สรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟา ที่มีประสิทธิภาพ  
5.2.2.1 ในการศึกษาเรื่อง ผลกระทบจากการเคลื่อนที่ของอิเล็กโทรด เนื่องจากการ

สรางภาพตัดขวางความตานทานไฟฟามีความไวตอการเคลื่อนที่ของ
อิเล็กโทรด ทําใหเกิดความผิดพลาดไดงาย นอกจากนี้การวางอิเล็กโทรด
จะตองสมมาตร (symmetry) กัน  

5.2.2.2  ในการศึกษาวิธีเรกูลาไรเซชันและอัลกอริทึ่มที่ใชในการสรางภาพแบบอื่น 
แลวทําการเปรียบเทียบผล  

5.2.2.3  ศึกษาวิธีสรางโมเดลของไฟไนตเอลิเมนตดวยโปรแกรมอื่น 
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