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บทคัดยอ 
 

ในงานวิจัยนี้ ไดทําการศึกษาความแมนยําและความเสถียรของอินทิเกรเตอรที่ใช
ในการจําลองพลศาสตรระดับโมเลกุลดวยคาสัมประสิทธิ์การแพรทั้งแบบไอนสไตน และแบบกรีน
คูโบ และความสามารถในการอนุรักษพลังงาน เพื่อหาอัลกอริทึมที่เหมาะสมในการจําลอง
พลศาสตรระดับโมเลกุล ชนิดอินทิเกรเตอรที่ใชในงานวิจัยนี้ไดแก  อินทิเกรเตอรแบบซิมเพล็กติก 
(เวอรเลทตําแหนง และเวอรเลทความเร็ว)  และอินทิเกรเตอรแบบนอนซิมเพล็กติก (รังเงกัตตา และ
แบบเกียร)   ทั้งนี้เนื่องจากอัลกอริทึมที่ดีที่สุดในการจําลองพลศาสตรระดับโมเลกุลตองเปน
อัลกอริทึมที่มีความเสถียรและตองการหนวยความจําในการประมวลผลต่ํา ในการทดลองนี้จะใช
ความสามารถในการอนุรักษพลังงานและสัมประสิทธิ์การแพรทั้งแบบไอนสไตนและแบบกรีนคู
โบในการเปรียบเทียบความเสถียรของชนิดอินทิเกรเตอร 

ในการจําลองใชการคํานวณตัวแปรบนฐาน double precision และศักยแบบเลน
นารด-โจนส  จํานวนอนุภาค 256 อนุภาค และระยะทางตัดการคํานวณ rcut  เปน 3.0σ  โดยทุกชุด
ของการทดลองใชขอมูลเร่ิมตนระบบที่ประกอบดวยตําแหนงและโมเมนตัม (initial configurations) 
เปนชุดเดียวกันและใชระยะเวลารวมทั้งหมดของการจําลองเทากันในทุกชุดการทดลอง โดยตัวแปร
ที่แปรตามคือชวงเวลา (time step) และจํานวนครั้งการจําลอง    การทดลองทุกสภาวะประกอบดวย
การทดลองอิสระ 10 คร้ังเพื่อหาคาเฉลี่ยและความคลาดเคลื่อนตามทฤษฎีการกระจายแบบเกาเชี่ยน  
ซ่ึงเปนเทคนิคการคํานวณที่สามารถแสดงผลความคลาดเคลื่อนการทํานายสมบัติที่ดี    

ผลการทดลองพบวาอินทิเกรเตอรแบบเวอรเลทตําแหนง และเวอรเลทความเร็ว มี
ความเสถียรและใชหนวยความจําต่ําเมื่อเทียบกับอัลกอริทึมแบบรังเงกัตตาและแบบเกียร  
นอกจากนี้เวลาการคํานวณของอินทิเกรเตอรแบบเวอรเลทจะเร็วกวามาก  ทั้งนี้เปนเพราะ มีจํานวน
คร้ังของการคํานวณแรงตอชวงเวลานอยกวา โดยอินทิเกรเตอรแบบเวอรเลทความเร็วสามารถใน
การอนุรักษพลังงานไดดีกวาอินทิเกรเตอรชนิดอื่นๆ ทําใหอินทิเกรเตอรแบบเวอรเลทความเร็วมี
ความเหมาะสมในการจําลองพลศาสตรระดับโมเลกุลมากกวาอินทิเกรเตอรชนิดอื่น  โดยขนาดของ 
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time-step ที่เหมาะสมในการจําลองพลศาสตรระดับโมเลกุลของอินทิเกรเตอรแบบเวอรเลท
ความเร็ว และไมควรเกิน 0.01 ทั้งนี้ขึ้นอยูกับสภาวะของระบบที่ใชในการจําลอง 
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ABSTRACT 
 

In this work, the experiments have been performed based on diffusion 
coefficients of Green-Kubo and Einstein expressions and conservation energy to investigate the 
accuracy and stability of second order explicit symplectic integrators of position Verlet and 
velocity Verlet algorithms compared to non-symplectic interators (fourth order Runge Kutta and 
fourth order Gear predictor-corrector).  The attractiveness of these algorithms lies not only on 
their stability but also in their simplicity and low memory requirements. The simulations were 
performed by invoking the Green-Kubo and Einstein relations include global error in energy. 
Computer simulations were performed using double precision of calculations. Simulations for 
diffusion were performed on a system of 256 Lennard-Jones particles interacting with a potential 
that was truncated at 3.0σ . The essence of the study was to run series of simulations, starting 
from the same initial configuration, with each simulation being run the same reduced time. They 
differ in the size of the time step used and hence the total number of steps actually made during 
the simulation. The simulation runs were divided into 10 independent batches such that these 10 
batches formed an approximate Gaussian distribution for which the mean and its uncertainty can 
be calculated. This technique gives reliable error estimates from computer simulations.   

Results showed that the position and velocity Verlet algorithms were very 
competitive compare to the Runge Kutta and Gear predictor-corrector methods. Both Verlet 
methods use approximately the same CPU time due to less force evaluations per time step 
compare to non-symplectic integrators. The appropriate time-step size for velocity Verlet 
algorithm should be lower than 0.01 as well as the time-step size that used for molecular dynamic 
simulation must depend on temperature and density of system 
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3.1 ความสัมพันธระหวางรากที่สองของคาเฉลี่ยความคลาด เคลื่อน <ge> กับ 

อัตราสวนระหวาง time-step กับจํานวนครั้งที่ใชในการคํานวณแรง 
35 

3.2 เปรียบเทียบสัมประสิทธิ์การแพรที่คํานวณโดยวิธีของไอนสไตนของอินทิเกร
เตอรแตละชนดิ 

36 
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รายการสัญลักษณ 
 

D  คาสัมประสิทธิ์การแพร 
kE  พลังงานจลน 
totalE  พลังงานรวม 
F  แรงที่กระทํากบัอนุภาค 
G4 อัลกอริทึม เกียร อับดับ 4 
LJ Lannards-Jones 
MD Molecular Dynamic simulation 
P  ความดันภายในระบบ 
RK4 อัลกอริทึม รังเงกัตตาอันดับ 4 
SI symplectic integrator 
non-SI non symplectic integrator 
T  อุณหภูม ิ
U  พลังงานศักย 
pV2 เวอรเลทตําแหนง 
vV2 เวอรเลทความเร็ว 
a  ความเรงของอนุภาค 
ge Global error in energy 
<ge> rms global error per step 
m มวลของอนุภาค 
r  ตําแหนงของอนุภาค 
ijr  ระยะหางระหวางอนภุาคตัวที่ i กับอนภุาคตัวที่ j 
t  เวลา 
v  ความเร็วของอนุภาค 
σ  ระยะหางระหวางจุดศนูยกลางของอนุภาคเมื่อผิวของอนุภาคสัมผัสกัน 
ε  พลังงานต่ําสุดของพลังงานศักย 
ρ  ความหนาแนนของอนุภาคในระบบ 
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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 

ปจจุบันนี้เทคนิคคอมพิวเตอรมีความเจริญรุดหนาไปอยางรวดเร็วมาก สงผลทําใหเทคนิค
การจําลองทางคอมพิวเตอรไดรับความสนใจและเปนที่นิยมอยางมากในการพัฒนาทฤษฎี 
โดยเฉพาะการจําลองพลศาสตรระดับโมเลกุล (Molecular dynamics simulations; MD) เปนเทคนิค
การคํานวณ เพื่อหาเสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคในสนามแรง ดวยหลักการกลศาสตรเชิงสถิติ 
เพื่อเชื่อมโยงขอมูลของอนุภาคในระดับนาโน เขาสูสมบัติของระบบในระดับมหภาค (J.M. Haile. 
1992. Molecular dynamics simulation)  ดังประยุกตใชในการศึกษาคนควาขอมูลโครงสรางและ
พฤติกรรมของโมเลกุลที่มีความซับซอนของวัสดุสังเคราะหชนิดใหม รวมถึงการออกแบบยาและ
ระบบอื่นๆ ไดมากมาย   สําหรับความแมนยําของผลคํานวณที่ไดจากการทํา MD ขึ้นอยูกับหลาย
ปจจัย เชน ชนิดของพลังงานศักยระหวางอนุภาค แบบจําลองโครงสรางโมเลกุล  ชนิดอินทิเกรเตอร
เพื่อติดตามการเคลื่อนที่ของโมเลกุล เปนตน โดยชนิดของพลังงานศักยระหวางอนุภาคและ
แบบจําลองโครงสรางโมเลกุลจะบงบอกถึงโมเลกุลที่ใชในการทํา MD มีความใกลเคียงกับโมเลกุล
จริงมากนอยเพียงใด (G.A.ferna’ndez และคณะ (2006)) ตัวอยางรูปแบบพลังงานศักยระหวาง
โมเลกุลที่นิยมใชไดแก  แบบทรงกลมแข็ง (hard spheres) แบบบอจัตุรัสหรือสแควรเวลล (square 
well)   และแบบเลนนารดโจนส เปนตน  สวนอินทิเกรเตอรเพื่อติดตามการเคลื่อนที่ของโมเลกุลมี
ผลตอระยะเวลาที่ใชในทํา MD และความคลาดเคลื่อนของเสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาค   ซ่ึง
ความคลาดเคลื่อนของเสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคมีผลตอความแมนยําของสมบัติของระบบที่
คํานวณได     ดังนั้นการเลือกใชอินทิเกรเตอรที่ดีมีความคุมคาตอการคํานวณมีผลตอคาการทํานายที่
มีความแมนยําสูงและใชขั้นตอนการคํานวณแรงตอคร้ังใหนอยที่สุด    

อินทิเกรเตอรแบบซิมเพล็กติกถูกนําเสนอครั้งแรก โดยกลุมนักฟสิกสของโครงการอวกาศ
ในชวง คศ. 1960s และเริ่มเปนที่สนใจในศาสตรการทํา MDในชวงป คศ. 1990s อินทิเกรเตอรแบบ
ซิมเพล็กติกเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ถูกพัฒนาเพื่อหาคําตอบของสมการฮารมิลโตเนียนซึ่ง
ประกอบดวยสวนที่เปนพลังงานจลนและสวนที่เปนพลังงานศักย จึงสามารถอนุรักษพลังงานและ
ปริมาตรเกินในปริภูมิระบบหรือเฟสสเปซ ทําใหการใชอินทิเกรเตอรชนิดนี้สามารถขยายชวงเวลา
(time step) ใหกวางขึ้นได (Tsai S. และคณะ (2004))  สงผลใหเสนทางการเคลื่อนที่ของโมเลกุล
ยาวนานขึ้น   รวมทั้งมีขั้นตอนการคํานวณ (integration scheme) นอยกวา  จึงนาจะใหประสิทธิภาพ
สูงกวาอินทิเกรเตอรแบบนอนซิมเพล็กติก     ถึงแมในชวงหลายปที่ผานมาจะมีการศึกษา
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ประสิทธิภาพอินทิเกรเตอรแบบซิมเพล็กติกในการทํา MD มาอยางตอเนื่องก็ตาม   แตการศึกษา
ความแมนยําตอการทํานายสมบัติดานพลวัต (dynamic properties) มีอยูนอยมากหรือแทบไมมีเลย  
ในทางทฤษฎีนั้น  การทํานายสมบัติดานพลวัตจะสงผลตอการประเมินความแมนยําดานการอนุรักษ
พลังงานไดดีกวาสมบัติดานสแตติก (static properties) ที่มีการศึกษากันมา เพราะการทํานายสมบัติ
พลวัตจะมีความแมนยํามากขึ้นเมื่อการเคลื่อนที่ของอนุภาคยาวนานขึ้น   จึงนาจะเปนแนวทาง
การศึกษาประสิทธิภาพของอินทิเกรเตอรซิมเพล็กติกไดดีกวามาก 

สําหรับงานวิจัยนี้ใชความสามารถในการอนุรักษพลังงานและสัมประสิทธิการแพรในการ
เปรียบเทียบคุณภาพอินทิเกรเตอรของสมการการเคลื่อนที่โมเลกุลที่มีตอความแมนยําการทํานายคา
และความเสถียรของระบบ เนื่องจากความสามารถในการอนุรักษพลังงานและสัมประสิทธิการแพร
เปนสมบัติที่เกี่ยวพันกับเวลา  โดยอินทิเกรเตอรที่ใชในการศึกษาไดแก อัลกอริทึมแบบรังเงกัตตา
อันดับสี่ (RK4), อัลกอริทึมแบบเกียรอันดับสี่ (G4, Gear predictor corrector) และอัลกอริทึมแบบ
เวอรเลท (Verlet integrator) ทั้งเวอรเลทตําแหนง (pV2) และเวอรเลทความเร็ว (vV2)  

งานวิจยันี้เปนพื้นฐานการพฒันาอัลกอริทึมสําหรับโมเลกุลที่มีโครงสรางซับซอนขึ้น ทั้งนี้
เพราะการจําลองพลศาสตรกับโมเลกุลจริงที่มีความซับซอนตองมีการประเมินทั้งแรงระหวาง
โมเลกุลและแรงภายในโมเลกุลเอง รวมทั้งเสนทางการเคลื่อนที่ของโมเลกุลตองยาวนานกวาแบบ
ส้ันๆ หลายเทาตัว ดังนั้นประสิทธิภาพของอัลกอริทึมเพื่อติดตามเสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาค
จึงควรตองศึกษาเปนลําดับแรก  ซ่ึงจะมีประโยชนสูงเปนอยางมากตอการทํา MD ของโมเลกุลที่มี
ความซับซอนของงานวิจยัในลําดับตอไป 
 
วัตถุประสงค  
 เพื่อศึกษาความเสถียรของอัลกอริมทึมแบบซิมเพล็กติก และนอนซิมเพล็กติกในการ
จําลองพลศาสตรระดับโมเลกุล 
 
ขอบเขตและวิธีการดําเนินการวิจัย   

1. ศึกษาระเบยีบวิธีการทํา MD โดยในงานวิจยันี้เลือกการจําลองแบบสมดุล (equilibrium 
molecular dynamics) และใชศักยแบบเลนนารดโจนส (Lennard-Jones potential) เพื่อการคํานวณ
สมบัติของระบบทั้งหมดซึ่งไดแก อุณหภมูิ พลังงานและการอนุรักษพลังงาน  สัมประสิทธิ์การแพร 
(diffusion coefficient) ทั้งแบบไอนสไตนและแบบกรีนคูโบ 

2. ศึกษาความแมนยําและความเสถียรบนฐานของการอนุรักษพลังงาน   สัมประสิทธิ์การแพร  
และความเรว็ในการประมวลผล  เพื่อหาอัลกอริทึมที่คุมคาที่สุด 
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3. เปรียบเทียบผลของการใชอัลกอริทึมแบบซิมเพล็กติกและนอนซิมเพล็กติก เพื่อนําไปใช
คํานวณสมบัตกิารถายโอนดวยการจําลองพลศาสตรระดับโมเลกุล โดยอัลกอริทึมทั้งหมดประกอบ-
ดวยอัลกอริทมึของเวอรเลท  อัลกอริทึมของเกียร  และอัลกอริทึม RK4 

4. เปรียบเทียบคาที่ไดจากการทํา MD กบัคาที่ไดจากแหลงขอมูลที่เชื่อถือไดเพื่อตรวจสอบ
ความนาเชื่อถือวิธีการในงานวิจยั 
 
ประโยชนท่ีไดรับจากการวิจัย 
 อัลกอริทึมที่ไดจากงานวิจยันี้สามารถนําไปใชกับการทํา MD ของระบบที่โมเลกุล
โครงสรางซับซอน หรือชีวโมเลกุลขนาดใหญ ไดแก พอลิเมอร โปรตีน ดีเอนเอ เปนตน   ซ่ึงทําให
ลดเวลาการการจําลอง และยงัคงความแมนยําจากการติดตามพลวัตของระบบ 
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บทที่ 2 
 

ทฤษฎี หลักการ  และการตรวจสอบเอกสาร 
 

2.1 บทนํา 
 แบบจําลองโมเลกุล (molecular model) มีความสําคัญตอการศึกษาทางวัสดุศาสตร  
โดยเฉพาะอยางยิ่งในเชิงเทอรโมฟสิกสและเทอรโมไดนามิกส เพราะทําใหทราบถึงสมบัติทาง
โครงสรางของโมเลกุล และสมบัติทางกายภาพเชน จุดเดือด จุดหลอมเหลว และสมบัติทางเคมี เชน 
ความวองไว (reactivity) ความจําเพาะ (selectivity) ในการเกิดปฏิกิริยา ฯลฯ ซ่ึงสมบัติดังกลาวเปน
ขอมูลพื้นฐานที่สําคัญของโครงสรางและกลไกการเกิดปฏิกิริยาทางเคมีของโมเลกุลตางๆ และยัง
ชวยใหสามารถออกแบบโมเลกุลใหม ที่มีสมบัติทางโครงสรางและสมบัติทางเคมีที่ตองการได  
การศึกษาระบบที่มีขนาดเล็กมากๆถือเปนสิ่งทาทายเปนอยางยิ่ง โดยหนึ่งในเครื่องมือที่นักวิจัยใช
ศึกษาระบบนาโนคือกลศาสตรควอนตัมและกลศาสตรสถิติที่มีความยากในการคํานวณสมการ
คณิตศาสตรที่สลับซับซอน  อยางไรก็ตามปจจุบันนี้เทคโนโลยีการคํานวณของคอมพิวเตอรมีการ
พัฒนาอยางสูงมากและตอเนื่องมาโดยตลอด ทําใหสามารถนํากฎทางกลศาสตรมาประยุกตผานการ
ออกแบบและจําลองดวยคอมพิวเตอร ทําใหสามารถศึกษาความเปนไปในระดับจุลภาคไดดียิ่งขึ้น 
นําไปสูการพัฒนาทางทฤษฎี 
 สําหรับในบทนี้จะกลาวถึงพื้นฐานของกลศาสตรที่ใชในการงานวิจัยนี้  รวมถึงขั้นตอนการ
ทํา MD โดยสังเขป   ชนิดอินทิเกรเตอรตางๆ   และการสืบคนงานวิจัยที่เกี่ยวของ    
 
2.2 กลศาสตรแบบฉบับ (Classical mechanics) 
2.2.1 กลศาสตรแบบนิวโตเนียน (Newtonian mechanic) เปนกลศาสตรแบบฉบับที่เรียบงาย โดย
พิจารณาเพียงแรงที่กระทําตอวัตถุเปนหลัก เมื่อพิจารณากฎขอที่สองของนิวตันซึ่งกลาวถึง
ความสัมพันธของโมเมนตัมซึ่งเปนผลคูณของมวลของวัตถุกับความเร็วของวัตถุ ดังนี้ 
 
    Momentum = mass x velocity   (2-1) 
 
เมื่อมีแรงมากระทํา ขนาดและทิศทางของแรงนั้นจะมีผลตอการเปลี่ยนแปลงขนาดและทิศทางของ
โมเมนตัม ตามสมการที่ (2-2) 
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    am
dt
vdm

dt
vmdF ϖ

ϖϖϖ
===

)(     (2-2) 
 
สมการ (2-2) คือสมการการเคลื่อนที่แบบนิวโตเนียน สําหรับการเคลื่อนที่ของอนุภาคในระบบแรง
สามารถหาไดจากคาโพเทนเชียล U ซ่ึงเปนฟงกชันของพิกัดและเวลาตามสมการที่ (2-3) 
 
    UF ∇−=

ϖϖ      (2-3) 
 
งานที่เกิดขึ้นจากแรงสามารถหาไดจากแรงที่กระทําตอวัตถุคูณกับระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่ ( s

ρ
∆ ) 

ตามสมการที่ (2-4) 
 
    sFW ϖρ

∆⋅=      (2-4) 
 
ถามวลของวัตถุคงที่และ totalW   คืองานทั้งหมดที่กระทําตอวัตถุแลว  ดังนั้นกฎขอที่สองของนิวตัน
แสดงไดเปน 
 
    ktotal EW ∆=      (2-5) 
 
เมื่อ kE คือพลังงานจลน ซ่ึงคํานวณไดจาก  

2

2vmEk
ϖ

=  
 
2.2.2 กลศาสตรแบบลากรานจ  (Lagrangian mechanic) เปนกลศาสตรแบบฉบับที่มีการดัดแปลง
มาจากกลศาสตรแบบนิวโตเนียน เนื่องจากกรณีศึกษาหลายแบบในกลศาสตรแบบฉบับยากที่จะแก
ในระบบพิกัดฉากได  เชน ปญหาการเคลื่อนที่ของอนุภาคซึ่งเกิดจากแรงมากระทําบนอนุภาคมีทิศ
ทางเขาหาจุดใดจุดหนึ่งตลอดเวลา และขึ้นอยูกับระยะทางระหวางอนุภาคกับจุดนั้น ปญหาเชนนี้
เหมาะที่จะใชระบบพิกัดทรงกลมมากกวาระบบพิกัดฉาก ดังนั้นเพื่อใหสะดวกในการแกปญหา
ตางๆ ทางกลศาสตรแลว  การคํานวณจึงควรอยูในรูปที่สามารถใชกับพิกัดใดๆ ได  จึงมีการเสนอ
ใหใชพิกัดทั่วไปและนําเสนอกฎทางกลศาสตรขึ้นใหมสําหรับพิกัดทั่วไป 
 กําหนดใหฟงชัน Lagrangian (L) เปนผลตางระหวางพลังงานจลนและพลังงานศักย และ
ให L เปนฟงกชันของพิกัดทั่วไปนั้นคือ   ),,( tqqLL ii

•
=    โดยหาพิกัดทั่วไป q  ซ่ึงทําให   

∫=
2

1

t

t
LdtW เปน extremum 
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ในที่นี้กําหนดให 2,1 tt เปนเวลาคงที่ ดังนั้นสภาวะที่ทําให W เปน extremum (หรือกลาวไดวา การ
เปลี่ยนแปลงเล็กนอยใดๆ ของ iq  ( iqδ ) ไมทําใหคา W เปลี่ยนไป) สามารถเขียนเปนสมการทาง
คณิตศาสตรไดดังนี้ 
 

    

0

),,(

2

1

3

1

2

1

=

















∂

∂
+

∂
∂

=

=

∫ ∑

∫

=

•

•

•

t

t

N

i
i

i
i

t

t ii

dtq
q

Lq
q
L

dttqqLW

δδ

δδ

   (2-6) 

 
โดยที่ iqdt

dq δδ =
•  เมื่อทําการอินทิเกรตแยกสวน (integration by part)  เทอมที่สองดานขวาของ

สมการ (2-6) จะได 
 

    ∫∫ 















∂

∂
−

∂

∂
=

∂

∂
••

•

•

i

i

t

t

i

t

t i

i q

L
dt
dqdttq

q

Ldtq
q

L δδδ

2

1

2

1
)(  (2-7) 

 
เนื่องจาก 2,1 tt เปนเวลาคงที่   ดังนั้น 0)1()2( == tqtq ii δδ  จะเห็นวาเทอมที่หนึ่งของสมการที่ (2-7) 
มีคาเปน 0 ทําการแทนคาลงในสมการที่ (2-6) จะได 
 

    
0

2

1

2

1

3

1

=
















∂

∂
−

∂
∂

=

















∂

∂
−

∂
∂

=

∑∫

∫ ∑

•

=
•

i

t

t i

i
i

t

t

N

i
i

i
i

dtq
q

L
dt
d

q
L

dtq
q

L
dt
d

q
LW

δ

δδ

   (2-8) 

 
เนื่องจาก iqδ เปนฟงกชันใดๆ ของเวลา ดังนั้นจากสมการที่ (2-8) จะเห็นวา 
 

    0=
∂
∂

−
















∂

∂
•

i
i

q
L

q

L
dt
d     (2-9) 

 
สมการที่ (2-9) เปนสมการการเคลื่อนที่ของกลศาสตรแบบลากรานจ 
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2.2.3 กลศาสตรแบบฮามิลโทเนียน (Hamiltonian mechanic) เปนกลศาสตรแบบฉบับที่ถูก
นําเสนอโดย William Rowan Hamilton ในป 1833 โดยพัฒนามาจากกลศาสตรแบบลากรานจ 
เนื่องจากสมการการเคลื่อนที่ของกลศาสตรแบบลากรานจเปนสมการอนุพันธอันดับสอง ซ่ึงตอง
ผานกระบวนการทางคณิตศาสตรที่ซับซอน    ฮามิลตันสังเกตวาถาใชโมเมนตัมเปนพิกัดอิสระ
เหมือนระยะทางหรือมุม จะทําใหสมการการเคลื่อนที่ซ่ึงเปนสมการอนุพันธอันดับสองลดรูปเปน
สมการอนุพันธอันดับหนึ่ง สงผลใหการคํานวณทําไดงายขึ้น   ดังนั้นจึงไดกําหนดพิกัดใหมเปน 
 
    

i
i q

Lp
∂
∂

=      (2-10) 

 
โดย ip  เปนโมเมนตัม  ดังนั้นผลตางของพลังงานจลนและศักยจากกลศาสตรลากรานจจึงแสดงได
เปน 
 
    ),...,,()(

2 21
2

1
Ni

i
N

i
rrrUr

m
L ϖϖϖϖ −∑=

•

=
   (2-11) 

 
เมื่อระบบที่ใชเปนพิกัดฉากแลว  ตัวแปรกโมเมนตัมจะประกอบดวยตัวแปร ip และ iq เปนคูๆ ตัว
แปรเหลานี้มีช่ือเรียกวา ตัวแปรบังคับรูป (canonical variables)    
 สําหรับนิยามฟงกชันฮามิลโทเนียนแสดงไดดังนี้ 
 
    LqpH ii

N

i
−∑=

•

=
)(

3

1
     (2-12) 

 
โดยที่ ),,( tqpHH ii=   ซ่ึงพบวา H  ไมเปนฟงชันกกับ iq

•  เพราะไดมีการกําจัด iq
•  ออกไปโดยใช

ความสัมพันธ 
 

    
i

i
i m

p
q

•
•
=       (2-13) 

 
ดังนั้นสมการอนุพันธของฮามิลโทเนียนแสดงไดเปน 
 
    dt

t
Hdq

q
Hdp

p
HdH i

i
i

i

N

i ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∑=
=

)(
3

1
   (2-14) 
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จากสมการที่ (2-12) นั้น  การหาสมการอนุพันธทําไดดังนี้ 
 
    dt

t
Lqd

q

Ldq
q
LdpqqdpdH i

i

i
i

iiii

N

i ∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

−+∑=
•

•

••

=
)(

3

1
 (2-15) 

 
จากสมการที่ (2-10) จะเห็นวาเทอมที่หนึ่งและสี่ของสมการที่ (2-15) สามารถหักลางกันไดดังนั้น 
 
    dt

t
Ldq

q
LdpqdH i
i

ii

N

i ∂
∂

−
∂
∂

−∑=
•

=
)(

3

1
   (2-16) 

 
เมื่อเปรียบเทียบสมการที่ (2-14) และ (2-16) จะเห็นวา 
 
    i

i
ii

p
q

L
dt
d

q
L

q
H •

•
−=

∂

∂
−=

∂
∂

−=
∂
∂    (2-17-a) 

    i
i
q

p
H •

=
∂
∂       (2-17-b) 

    
t
L

t
H

∂
∂

−=
∂
∂      (2-17-c) 

 
สมการที่ (2-17-a), (2-17-b) และ (2-17-c) มีช่ือเรียกวาสมการของฮามิลตันหรือสมการคงรูปของ
การเคลื่อนที่   สําหรับพลังงานจลนของระบบสามารถคํานวณไดจาก 
 

    

)(
2
1

)(
2
1

)(
2

3

1

2
3

1

2

1

ii

N

i

i
i

N

i

i
i

N

i
k

qp

p
m

r
m

E

•

=

=

•

=

∑=

∑=

∑= ϖ

    (2-18) 

 
เมื่อแทนคา kE ในสมการที่ (2-12)จะได 
 

    
energytotal

2
2

=
+−=

−=
UEE

LEH

kk

k

    (2-19) 
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จะเห็นวาฮามิลโตเนียนเปนตัวดําเนินการที่มีคาเทากับพลังงานรวมในระบบ ทําใหเกิดความสะดวก
กวาการใชลากรานจ 
 
2.3 กลศาสตรสถิติแบบฉบับ (Classical statistical mechanics) 
 เมื่อพิจารณากลศาสตรแบบฉบับ (classical mechanic) เพื่อใชในการคํานวณสมบัติระบบ
นั้นสามารถทําไดดวยหลักการคาเฉลี่ยเทียบกับเวลาของสมบัตินั้นๆ (สมบัติเหลานี้ขึ้นกับเซ็ตของ
ตําแหนง, โมเมนตัมและเวลา)  นั่นคือสมบัติของระบบขึ้นกับ phase space  แสดงไดดังนี้ 
 
   ( ) ( )( )∫∞→

=
t NN

t
dttttMM

0
,,1lim qp

τ
   (2-20) 

 
โดยที่ M เปนตัวแปรหรือสมบัติที่สนใจ สําหรับตัวยกกําลัง N เปนจํานวนอนุภาคหรือกลุมเซ็ตของ
ระบบ − แสดงถึงคาเฉลี่ยเทียบกับเวลา สมการขางตนหากใชเทคนิคกลศาสตรเชิงสถิติสามารถ
แสดงไดดังนี้  
 
   ( ) ( )∫∫∫ Γ=

t NNNN
N dMfM

0
,,... qpqp   (2-21) 

 
โดยที่ Γ เปนเซ็ตของเฟสสเปซ ( )NN,qp  และ fN เปน phase space probability density 
 
2.4 พลังงานศักยระหวางโมเลกุล 
 ชนิดของศักยระหวางโมเลกุลที่ใชในการทํา MD จะบงบอกวาโมเลกุลที่ใชในการจําลองมี
ความใกลเคียงกับโมเลกุลจริงมากนอยเพียงใด โดยศักยที่นิยมใชในการทํา MD ไดแก 
 
2.4.1 ศักยระหวางโมเลกุลแบบทรงกลมแข็ง (Hard spheres) เปนศักยระหวางโมเลกุลที่ถูกสรางขึ้น
โดยใชสมมุติฐานที่วารูปรางอะตอมหรือโมเลกุลเปนทรงกลมแข็งและไมมีการซอนทับของอนุภาค 
โดยศักยชนิดนี้จะประกอบดวยแรงผลักมหาศาลที่เกิดขึ้นเมื่ออนุภาคอยูใกลกันมากเพียงอยางเดียว 
ดังแสดงในรูปที่ 2.1 สําหรับศักยแบบทรงกลมแข็งสามารถแสดงในรูปของสมการทางคณิตศาสตร
ดังสมการที่ (2-22) 
 

    




≤∞
>

=
σ
σ

ij
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rif
ru

0
)(     (2-22) 
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รูปที่ 2.1 แสดงศักยระหวางโมเลกุลแบบทรงกลมแข็ง 

 
เมื่อ ijr  เปนระยะหางระหวางอนุภาคตัวที่ i และอนุภาคตัวที่ j   
 σ  คือระยะหางระหวางจุดศูนยกลางของอนุภาคเมื่อผิวของอนุภาคสัมผัสกัน  
 เนื่องจากศักยระหวางอะตอมหรือโมเลกุลจริงจะประกอบดวยแรงดูดและแรงผลัก เมื่อนํา
ศักยแบบทรงกลมแข็งมาใชในการคํานวณสมบัติของสารมีผลทําใหคาที่ไดมีความแตกตางจาก
สมบัติของสารจริง 
 
2.4.2 ศักยระหวางโมเลกุลแบบบอจัตุรัส (Square well) เปนศักยที่ถูกพัฒนาตอจากศักยแบบทรง
กลมแข็งโดยมีการเพิ่มสวนของแรงดึงดูดระหวางอนุภาค โดยกําหนดใหแรงดึงดูดระหวางอนุภาค
จะเกิดเมื่ออนุภาคอยูใกลกันในระยะ σ5.1  โดยแรงดึงดูดจะมีคาคงที่ และแรงผลักมหาศาลที่เกดิขึน้
เมื่ออนุภาคอยูใกลกันมากดังแสดงในรูปที่ 2.2 สําหรับศักยแบบบอจัตุรัสสามารถแสดงในรูปของ
สมการทางคณิตศาสตรดังสมการที่ (2-23) 
 

 
รูปที่ 2.2 แสดงศักยระหวางโมเลกุลแบบบอจัตุรัส 
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ru 5.1

5.10
)(    (2-23) 

เมื่อ ijr เปนระยะหางระหวางอนุภาคตัวที่ i และอนุภาคตัวที่ j   
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 σ  คือระยะหางระหวางจุดศูนยกลางของอนุภาคเมื่อผิวของอนุภาคสัมผัสกัน 
 swε  เปนพลังงานศักยต่ําสุดของศักยแบบบอจัตุรัส 
 เมื่อนําศักยแบบบอจัตุรัสมาใชในการคํานวณสมบัติของสารจะทําใหคาที่ไดมีความ
ใกลเคียงกับสมบัติของสารจริงมากกวาการใชศักยแบบทรงกลมแข็ง   อยางไรก็ตามในความเปน
จริงแรงกระทําระหวางอนุภาคจะเปนฟงกชันตอเนื่องกับระยะทาง  ซ่ึงแตกตางจากแรงกระทําที่มี
ลักษณะไมตอเนื่องเชนศักยแบบบอจัตุรัส 
 
2.4.3 ศักยระหวางโมเลกุลแบบเลนนารด-โจนส (Lannards-Jones) เปนศักยระหวางอนุภาคที่เสนอ
โดยเลนนารด-โจนส (Lannards-Jones potential, LJ) ในป 1931 โดย John Lennard-Jones กลาววา
อนุภาคที่เปนกลางทางไฟฟาจะมีแรงกระทํา 2 แบบซึ่งขึ้นกับระยะหางระหวางอนุภาคดังแสดงใน
รูปที่ 2.3 โดยจะมีแรงดูดเมื่ออนุภาคอยูหางกันมาก (แรงวันเดอวาลล) และแรงผลักเมื่ออนุภาคอยู
ใกลเกินระยะกําหนด (เปนผลมาจากการซอนทับกันของวงแหวนอิเล็กตรอน)  
 

 
 

รูปที่ 2.3 แสดงความสัมพันธระหวางแรงที่กระทําระหวางอนุภาคกับระยะหางระหวางอนุภาค 
ที่มา J.M. Haile. 1992. Molecular dynamics simulation 
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สําหรับศักย LJ แสดงไดในรูปแบบคณิตศาสตรดังนี้ 
 






















−










=

612
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ijij
ijij rr

ru σσε    (2-24) 

 
เมื่อ  ε  คือคาต่ําสุดของ Potential energy 
  σ  คือระยะทางที่ทําใหศักยเปน 0 
  ijr เปนระยะหางระหวางอนุภาคตัวที่ i และอนุภาคตัวที่ j  
  iju เปนพลังงานศักยระหวางอนุภาคตัวที่ i และอนุภาคตัวที่ j  
 เมื่อนําศักยแบบเลนนารด-โจนสมาใชในการคํานวณสมบัติของสารจะทําใหคาที่ไดมีความ
ใกลเคียงกับสมบัติของสารจริงมากกวาการใชศักยแบบบอจัตุรัส (Hongqin Liu และคณะ (1998)) 
 
2.2 พลศาสตรระดับโมเลกุล (Molecular dynamics, MD) 
 พลศาสตรระดับโมเลกุลเปนรูปแบบหนึ่งของการจําลองทางคอมพิวเตอร โดยใหอะตอม
หรือโมเลกุลเกิดปฏิกิริยาระหวางกันในชวงเวลาหนึ่ง เพื่อศึกษาการเคลื่อนที่ของอะตอม เนื่องจาก
ระบบโมเลกุลประกอบดวยอนุภาคจํานวนมากจึงเปนไปไมไดที่จะหาสมบัติของระบบที่ซับซอน
โดยวิธีการวิเคราะห ในการทําพลศาสตรระดับโมเลกุลจึงใชวิธีการเชิงตัวเลขในการหาสมบัติของ
ระบบ    

สําหรับการทํา MD เพื่อคํานวณสมบัติตางๆ ของระบบ สามารถดําเนินการไดดวยจํานวน
อนุภาคหรือโมเลกุลในชวง 102-106 อนุภาค โดยการติดตามพลวัตการเคลื่อนที่ของอนุภาคดวย
สมการการเคลื่อนที่ (equations of motion) ผานสนามแรง (force field)  ทําใหสมการการคํานวณ
จึงมีจํานวนสูงมาก  สําหรับการติดตามพลวัตการเคลื่อนที่สามารถทําไดดวยการใชอินทิเกรเตอร  
ตัวอยางของอินทิเกรเตอรที่นิยมไดแก วิธีของรังเงกัตตา (Runge-Kutta method), วิธีของเวอรเลท 
(Verlet method),   วิธีการทํานายและการแกของเกียร (Gear predictor corrector) เปนตน  สําหรับ
หลักการของอินทิเกรเตอรเหลานี้จะกลาวภายหลัง   ถึงแมการทํา MD จะเปนการคํานวณสมบัติ
ระบบบนพื้นฐานของจํานวนอนุภาคนอยมากก็ตาม   แตจากการศึกษาของนักวิจัยทั้งหลายพบวาไม
มีความแตกตางกันมากนักเมื่อเปรียบเทียบกับสมบัติของระบบในระดับมหภาค   ดังนั้นการใช
เทคนิคการจําลองทางคอมพิวเตอรจึงสามารถเชื่อมโยงไปสูสมบัติในระดับมหภาคไดจริง (J.M. 
Haile. 1992. Molecular dynamics simulation) 
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 โดยทั่วไปการทํา MD จะแบงไดเปน 3 สวนหลักคือ เร่ิมตน (start-up), อีควิลิเบรชัน 
(equilibration) และการเก็บขอมูลเพื่อการคํานวณ (production) โดยแตละสวนจะมีขั้นตอนยอยดังนี้ 

 

 
รูปที่ 2.4 แสดงขั้นตอนการทํา MD 
ที่มา http://www.ch.embnet.org/MD_tutorial/ 

 
1. สวนเริ่มตน   ประกอบดวย  2 ขั้นตอนยอยคือ 

1. กําหนดคาเริ่มตนเปนการกําหนดคาตัวแปรที่ใชเชน จํานวนอนุภาค อุณหภูมิและ
ความหนาแนนของระบบ 

2. กําหนดตําแหนงและความเร็วของอนุภาคเริ่มตน 
2. อีควิลิเบรชัน  เปนการคลายตัวหรือคลายระบบ (relaxation) เพื่อลดผลกระทบจาก

สภาวะเริ่มตนที่อาจมีผลตอการทํานายสมบัติ ดังนั้นชวงนี้จึงไมมีการเก็บขอมูลไปคํานวณสมบัติ
ของสาร  การทํางานประกอบดวย 4 ขั้นตอนคือ 

1. คํานวณแรงที่กระทําระหวางอนุภาค 
2. คํานวณตําแหนงและความเร็วของอนุภาค 
3. คํานวณอุณหภูมิของระบบ 
4. ปรับคาความเร็วในกรณีที่อุณหภูมิไมเทากับอุณหภูมิที่ตั้งคาไวตอนเริ่มตน 

3. การเก็บขอมูล มีลักษณะคลายกับอีควิลิเบรชัน แตมีการเก็บขอมูลในสวนนี้ไปคํานวน
สมบัติของสาร  
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กระบวนการของ MD จะเริ่มตนดวยการกําหนดตําแหนงและความเร็วของอนุภาคในระบบ
โดยใช จํานวนอนุภาค อุณหภูมิและความหนาแนนของระบบ เปนตัวกําหนดตําแหนงและความเร็ว
ของอนุภาคของระบบ โดยมีการจัดวางตําแหนงอนุภาคลงในระบบแบบจําเพาะเจาะจง เชน แบบ 
face cubic center (fcc) หรือรูปแบบอื่นๆ ก็ไดตามความเหมาะสม ในทํานองเดียวกันกับความเร็ว
ของอนุภาคในระบบตองมีการกําหนดความเร็วและทิศทางการเคลื่อนที่แบบสุมเชนกัน  

จากนั้นจึงใหอนุภาคในระบบเคลื่อนที่ไประยะเวลาหนึ่งเพื่อลดผลกระทบที่เกิดจากการ
จัดเรียงอนุภาคในตอนเริ่มตนการทํา MD ซ่ึงมีผลตอสมบัติของระบบที่คํานวณได โดยมีการปรับแก
คาความเร็วของอนุภาคเพื่อรักษาอุณหภูมิของระบบใหเทากับอุณหภูมิของระบบที่กําหนดไว  

จากนั้นจึงเขาสูขั้นตอนการเก็บขอมูลเพื่อนําไปคํานวณสมบัติตางๆของระบบ โดยให
อนุภาคในระบบเคลื่อนที่ไปเรื่อยๆ เพื่อเก็บขอมูลของอนุภาคที่เวลาตางๆ สําหรับการติดตาม
เสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคเหลานี้ในระบบสามารถทําไดโดยการแกสมการการเคลื่อนที่ของ
อนุภาคโดยวิธีการเชิงตัวเลขเพื่อหาตําแหนงและความเร็วของอนุภาคที่เวลาใดๆ ซ่ึงตําแหนงและ
ความเร็วของอนุภาค รวมถึงแรงที่กระทํากับอนุภาคจะนําไปใชในการคํานวณสมบัติของระบบเชน 
อุณหภูมิของระบบ  พลังงานรวมของระบบ  และคาสัมประสิทธิ์การแพร เปนตน  สําหรับ
รายละเอียดในขั้นตอนตางๆ มีดังนี้ 
 
2.5.1 การกําหนดตําแหนงและความเร็วของอนุภาคเริ่มตน 
 ในการจําลองนั้น ตําแหนงและความเร็วของอนุภาคเร่ิมตนของระบบสามารถใชคา
ตําแหนงและความเร็วสุดทายของอนุภาคที่ไดจากการจําลองกอนหนามาเปนคาเริ่มตนในการ
จําลองชุดถัดไปได  ขอดีของการใชชุดขอมูลเดิมคือการลดขั้นตอนอีควิลิเบรชันลงได  เพราะระบบ
ไดอยูในภาวะคลายตัวแลว   อยางไรก็ตามในกรณีที่มีการปรับเปลี่ยนจํานวนอนุภาคหรือไมไดเก็บ
คาตําแหนงและความเร็วของอนุภาคสุดทายไวนั้น  มีความจําเปนตองกําหนดตําแหนงและความเร็ว
ของอนุภาคใหม ซ่ึงการทํา MD โดยใชคาเริ่มตนที่กําหนดขึ้นมาใหม จําเปนตองผานขั้นตอนอีควิลิ
เบรชันเพื่อสลายโครงสรางแบบ fcc  
 สําหรับการกําหนดตําแหนงของอนุภาคนิยมใหมีการจัดเรียงอนุภาคแบบ fcc สวน
ความเร็วของอนุภาคจะเปนการกําหนดแบบสุมโดยใหความเร็วของอนุภาคมีการกระจายตัวแบบ
แมกซเวลล (Maxwell distribution) เนื่องจากการกระจายตัวแบบแมกซเวลลจะมีการแปรผันตาม
อุณหภูมิของระบบดังแสดงในรูปที่ 2.5  ซ่ึงมีความใกลเคียงกับการกระจายตัวของความเร็วของ
อนุภาคในธรรมชาติมากกวาการกระจายตัวแบบเกาเชี่ยน (Gaussian distribution) ตัวอยาง 
subroutine ที่ใชในการกําหนดตําแหนงและความเร็วของอนุภาคเริ่มตนแสดงในภาคผนวก ก 
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รูปที่ 2.5 การกระจายความเรว็ของอนุภาคแบบแมกซเวลลที่อุณหภูมิตางๆ 
ที่มา http://www.tannerm.com/maxwell_boltzmann.htm 

 
2.5.2 การคํานวณแรงที่กระทําระหวางอนุภาค 

สําหรับแรงกระทําระหวางโมเลกุลหรืออันตรกิริยาระหวางโมเลกุลจัดเปนตัวแปรหนึ่งที่มี
ผลตอการคํานวณสมบัติระบบเปนอยางยิ่ง ในงานวิจัยนี้ใชหลักการเพิ่มขึ้นของอันตรกิริยาแบบทวิ
หรือแบบคูสอง (pairwise additivity) ของระบบที่กระทํากันผาน N อนุภาค  แสดงไดดังนี้ 
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โดยที่ uij เปนฟงกชันของพลังงานศักยตามรูปแบบที่เลือก,   rij  เปนระยะทางระหวางโมเลกุล i 
และ j 

 
สําหรับงานวิจัยนี้ไดเลือกใชศักยระหวางอนุภาคแบบเลนนารด-โจนส  ทั้งนี้เปนเพราะศักย

ชนิดนี้มีความงายตอการคํานวณ  รวมทั้งมีความสอดคลองดานแรงกระทําระหวางโมเลกุลแบบงาย
ที่ประกอบดวยแรงดึงดูดและแรงผลัก  จึงมีความใกลเคียงกับโมเลกุลจริงดังที่ไดกลาวไวบางแลว
ในหัวขอ 2.4.3  สําหรับแรงที่กระทําระหวางโมเลกุลสามารถหาไดจากสมการที่ (2-26) 
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จากศักย LJ พบวาหากตองการลดเวลาการจําลองใหส้ันลงแลว   การใชเทคนิคตัดการ
คํานวณศักยออก (truncated potential technique) ในระยะที่มากกวา 2.5σ มีผลชวยทําใหลดเวลา
การคํานวณไดอยางมาก เพราะการคํานวณสามารถละทิ้งผลจากคูชนในชวงระยะทางไกลออกได     

เนื่องจากศักยที่กระทําตอกันมักมีระยะทางสั้น  ดังนั้นเทคนิคติดตามอนุภาคขางเคียง 
(neighbor list) เพื่อทํารายการอนุภาคขางเคียงกันชวยการติดตามคูชนที่เปนไปไดตอการคาํนวณแรง
นั้น มีผลชวยทําใหการคํานวณทําไดเร็วมากขึ้น   ซ่ึงเทคนิคตามอนุภาคขางเคียงจําเปนตองมีการ
ปรับปรุงขอมูลทุกๆ ชวงเวลา เชน 10-20  time steps (ขึ้นกับความหนาแนนและอุณหภูมิ) เปนตน   
หากทําการปรับปรุงชาเกินไปอาจสงผลทําใหอนุภาคเกิดการทับซอนกัน  หรือหากทําการปรับปรุง
เร็วมากแลว   การคํานวณตองใชเวลามากขึ้น    ดังนั้นชวงเวลาการปรับปรุงควรเลือกใหเหมาะสม  
นอกเหนือไปจากนี้แลว  ยังประกอบดวยเงื่อนไขขอบเขตแบบคาบเพื่อลดปญหาของผนังระบบที่
อาจมีผลตอคาการคํานวณ   โดยเงื่อนไขชนิดนี้ใชเทคนิคการจําลองระบบปลอมหรือระบบเงาของ
ระบบจริงในทุกทิศทาง  การติดตามอนุภาคจะดําเนินไปเมื่ออนุภาคใดเคลื่อนที่ออกจากระบบจริง
แลว   อนุภาคเงาของอนุภาคจริงนั้นๆ ในระบบเงาจะเคลื่อนที่เขาสูระบบจริงเพื่อควบคุมจํานวน
อนุภาคใหคงที่แสดงในรูปที่ 2.6  ซ่ึงตัวอยาง subroutine ที่ใชในการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตแบบ
คาบและการคํานวณแรงระหวางอนุภาคแสดงในภาคผนวก ข  

นอกจากนี้เทคนิคการจําลองยังตองเลือกใชอนุภาคคูชนที่อยูใกลกันมากที่สุด  (minimum 
image criterion) เปนคูชนที่จะเปนไปได  มิฉะนั้นจะขัดหลักการพลศาสตรในทางความเปนจริง   
อยางไรก็ตามการทํา MD ยังตองประกอบดวยเทคนิคอื่นๆ อีก เชน เทคนิคตามเซลล (cell list 
technique or link list method)  ฯลฯ  ทั้งนี้เพื่อใหการจําลองไมขัดแยงกับแนวทางการเคลื่อนที่
จริงของอนุภาคนั่นเอง  รวมทั้งการคํานวณในระบบควรอยูบนฐานของตัวแปรไรหนวย (หรือ
สมบัติรีดิวซ;  reduced properties)  ตัวอยางของตัวแปรไรหนวยแสดงไดดังตารางที่ 2.1 

 



 
  17 

 
 

รูปที่ 2.6 แสดง periodic boundary conditions ของระบบ 2มิติ 
ที่มา J.M. Haile. 1992. Molecular dynamics simulation 

 
ตาราง 2.1  แสดงตัวแปรพื้นฐานและตัวแปรคํานวณในการทํา MD ของระบบ LJ 
ตัวแปรพื้นฐาน (fundamental quantities)  

มวล (mass) m = mass of one atom 
ความยาว (length) σ  
พลังงานต่ําสุด (energy/molecule) ε  
เวลา (time) εσ m  

ตัวแปรคํานวณ (derived quantities)  
อุณหภูมิ (temperature) εkTT =*  
ความหนาแนน (density) VN 3* σρ =  
ความเร็ว (velocity) εmvv =*  
แรง (force) εσFF =*  
ความดัน (pressure) εσ 3* PP =  
พลังงานภายใน (internal energy) εε NuuNUU cc === **  
พลังงานรวม (total energy) εNEE =*  
เวลา (time) εσ // mtt =•  

ที่มา J.M. Haile. 1992. Molecular dynamics simulation. 
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จากที่ไดกลาวไวขางตน เห็นไดวาหลักการจําลองเปนวิธีติดตามเสนทางการเคลื่อนที่ 
(phase space trajectory) ของระบบอยางตอเนื่อง   หากการติดตามเปนไปอยางถูกตองแลว  ขอมูลที่
ไดจากเสนทางการเคลื่อนที่ (ตําแหนงและโมเมนตัม) สามารถนํามาคํานวณหาสมบัติของระบบได   
ในที่นี้เสนอตัวอยางสมบัติของระบบที่ใชศึกษาดังนี้ 

1. พลังงานรวม ประกอบดวย 2 สวนคือสวนของพลังงานศักย และสวนของพลังงานจลน 
ในสวนของพลังงานศักยหาไดจากศักยระหวางโมเลกุล 
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EE +=+== ∑ε   (2-27) 

 
เมื่อ E  คือพลังงานรวม, kE  คือพลังงานจลน, u  คือพลังงานศักย, ε  คือคาต่ําสุดของพลังงาน
ศักย, N  คือจํานวนอนุภาค,  iv  คือความเร็วอนุภาค i และตัวยก *  แสดงตัวแปรไรหนวย  

2. อุณหภูมิ จากทฤษฏีจลนของกาซกลาววา พลังงานจลนเฉลี่ยของกาซเปนสัดสวน
โดยตรงกับอุณหภูมิสัมบูรณ  แสดงไดดังนี้ 

 

∑==
i

ii vv
N

kTT *** *
3
1

ε     (2-28) 

 
เมื่อ *T  คืออุณหภูมิ และ k คือคาคงที่โบลซแมน 

3. การอนุรักษพลังงานในระบบ สามารถแสดงในรูปของความคลาดเคลื่อนในสวนของ
พลังงาน ซ่ึงคํานวณไดจากสมการ    

         

  ∑
=

∆−=
M

k
tkEE

M
ge

1

2** )]()0([1     (2-29) 

 
เมื่อ ge  คือ รากที่สองของคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อน (rms global error per step), M  คือ 
จํานวนครั้งการคํานวณ  นอกจากนี้การอนุรักษพลังงานในระบบยังสามารถหาไดจากผลตางของ
พลังงานรวมของระบบที่เวลาใด ๆ เทียบกับพลังงานรวมของระบบที่เวลาเริ่มตน (<E(t)>-E(0))  
เมื่อ E เปนพลังงานรวม,   N เปนจํานวนของอนุภาค,  Fij เปนแรงที่กระทําอนุภาค i โดยอนุภาค 
j,  k เปนคาคงที่ Boltzmann,  pi เปนโมเมนตัมของอนุภาค i, rij เปนระยะหางระหวางอนุภาค i 
กับอนุภาค j, V เปนปริมาตรของระบบ, และ vi เปนความเร็วของอนุภาค i 
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4. สัมประสิทธิ์การแพร (Diffusion coefficient) สามารถหาได 2 วิธี คือแบบไอนสไตน 
(Einstein relation) และแบบกรีนคูโบ (Green-Kubo expression) ดังนี้ 

4.1 สัมประสิทธิ์การแพรแบบ ไอนสไตน เมื่อพิจารณาการแพรใน 1 มิติ โดยใชสมการของ
ฟค (Fick’s law) จะได 

 

x
NDxN
∂
∂

−=
•

      (2-30) 

 
เมื่อ ),( txNN = คือ จํานวนอนุภาคตอหนวยปริมาตร ที่ตําแหนง x ที่เวลา t , 

•

x คือ
ความเร็วที่จุด (x,t) และ D คือ สัมประสิทธิ์การแพร ดังนั้นจะไดวา 

•

)( xN คือ ฟลักซจากการดุล
มวลสารที่ตําแหนง x จะไดสมการ 
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N      (2-31) 

 
เมื่อทําการรวมสมการ (2-30) และ (2-31) จะได 
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ทําการแกสมการหาคาของ ),( txN  โดยกําหนดให 0)0,0( NN = เมื่อทําการแกสมการจะได 
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    (2-33) 

 
เนื่องจากที่เวลา 0>t  อนุภาคจะมีการกระจายตัวแบบเกาเชี่ยน รอบจุดเริ่มตน และเมื่อ

เวลาเปลี่ยนไปอนุภาคจะมีการแพรออกจากจุดเริ่มตนสงผลให เกิดการสูญเสียการกระจายตัวแบบ
เกาเชี่ยน 

ที่เวลา 0>t  การกระจายตัวของอนุภาคจะอยูในรูปของคาเฉลี่ยกําลัง 2 ของเวคเตอรการ
เคลื่อนที่ของอนุภาค 
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  [ ] ∫=− dxtxNx
N

xtx ),(1)0()( 2

0

2    (2-34) 

 
เมื่อทําการแทนคา ),( txN  จากสมการที่ (2-33) ในสมการที่ (2-34) ทําการจัดรูปแลวอินทิ

เกตจะพบวาคาเฉลี่ยกําลัง 2 ของเวคเตอรการเคลื่อนที่จะมีความเกี่ยวของกับสัมประสิทธการแพรดัง
สมการ 

 
[ ] Dtxtx 2)0()( 2 =−      (2-35) 

 
 จากสมการ (2-33) สามารถสามารถนํามาประยุกตโดยใหชวงเวลา t  มีขนาดใหญเมื่อ
เทียบกับเวลาเฉลี่ยระหวางการชนกันของอนุภาคและพิจารณาในแบบ 3 มิติจะไดดังสมการ 
 

  
[ ]

t

rtr
D

t 6

)0()(
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2−
=

∞→
     (2-36) 

 
 เมื่อ )0(r  คือตําแหนงของอนุภาคที่เวลาเริ่มตนและ )(tr  คือตําแหนงของอนุภาคที่เวลา
ใดๆตัวอยางอัลกอริทึมสําหรับคํานวณคาสัมประสิทธิ์การแพรแบบไอนสไตนแสดงในภาคผนวก 
ค. 
 4.2 สัมประสิทธิ์การแพรแบบกรีนคูโบ จากสัมประสิทธิ์การถายโอนแบบไอนสไตน 
สามารถจัดรูปใหมใหอยูในรูปของฟงกชันที่เกี่ยวพันกับเวลา (time correlation function) ในการจัด
รูปนี้จะเริ่มโดยการกําหนดตัวแปรการเคลื่อนที่ )(tA  ซ่ึงขึ้นอยูกับชนิดของการถายโอน (โมเมนตัม  
ความรอน  หรือมวล) สําหรับการแพรแลว ตัวแปร )(tA สามารถแทนไดดวยตําแหนงของอนุภาค 
)(tx  สําหรับคาฟงกชันที่เกี่ยวพันกับเวลาของตัวแปรการเคลื่อนที่ )(tA สามารถนิยามไดดังสมการ 

(2-37) 
 
  ∫ +=+

∞→

τ

τ τ 0 00000 )()(1lim)()( dtttAtAttAtA   (2-37) 

 
เมื่อ )()( 00 ttAtA +  เปนฟงกชันที่เกี่ยวพันกับเวลาของตัวแปรการเคลื่อนที่ )(tA  
 กําหนดให )(tA

•

เปนอนุพันธเทียบเวลาของ )(tA  ที่เวลา t แลว  ระยะหางของ A  จาก
ตําแหนงของมันเทียบกับที่เวลา t = 0 จะอยูในรูป 
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  ∫
•

=−
t

tAdtAtA
0

)'(')0()(      (2-38) 

 
ทําการยกกําลัง 2 ทั้งสองขางและทําการเฉลี่ยครอบคลุมเวลาที่สนใจ จะไดคาเฉลี่ยกําลังสองของ
ระยะหาง (msd) 
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โดยฟงกชันเกี่ยวพัน (correlation function) จะไมมีผลกระทบในการเลื่อนเวลาอางอิงไปยัง t” 
 
  )0()'"()"()'(

••••

−= AttAtAtA     (2-40) 

 
กําหนดให '" tt −=τ  จะได τddt −=' และกําหนดขอบเขตลางของการอินทิเกรต "t=τ และ
ขอบเขตบนของการอินทิเกรต 0=τ จะได 
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เมื่อให t  มีขนาดใหญ (เวลานาน) จะไดวา  
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ซ่ึงความสัมพันธระหวางคาเฉลี่ยกําลังสองของการเปลี่ยนแปลงของปริมาณการเคลื่อนที่กับฟงกชัน
ที่เกี่ยวพันกับเวลา ถูกนําเสนอโดย Green เชนกัน สําหรับสัมประสิทธการถายโอนความรอน และ 
Kubo   สําหรับปรากฏการณทางไฟฟา โดยความสัมพันธนี้ถูกเรียกโดยรวมวา Green-Kubo formula 
ตัวอยาง subroutine สําหรับคํานวณคาสัมประสิทธิ์การแพรแบบกรีนคูโบแสดงในภาคผนวก ง. 
 
2.6 ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขสําหรับ MD (Integration methods for molecular dynamics) 
 ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขถูกนํามาใชใน MD เพื่อตองการแกสมการการเคลื่อนที่ที่อยูในรูป
ของสมการเชิงอนุพันธ (differential equations)  ซ่ึงการใชอินทิเกรเตอรในสมการเพื่อหาคําตอบ
นั้น สงผลทําใหคําตอบมีความคลาดเคลื่อน (errors) ไปจากคําตอบที่แทจริง    โดยชนิดของความ
คลาดเคลื่อนแบงออกเปน 2 ชนิดดังแสดงในรูปที่ 2.7 นั่นคือ ชนิดที่หนึ่งเปนความคลาดเคลื่อนที่
เกิดจากการปดเศษ (round-off error) และชนิดที่สองเปนความคลาดเคลื่อนที่เกิดจากการตัดเทอม
คําตอบ (truncation error) ซ่ึงคาความคลาดเคลื่อนชนิดที่สองเกี่ยวของกับขนาดของ time-step ที่ใช
ในการจําลอง โดยความคลาดเคลื่อนจากการปดเศษจะมีคามากเมื่อ time-step มีขนาดเล็ก สวน
ความคลาดเคลื่อนที่เกิดจากการตัดเทอมคําตอบจะมีคามากเมื่อ time-step มีขนาดใหญ  
 

 
รูปที่ 2.7 แสดงความสัมพันธระหวางคาความผิดพลาดของระบบกับขนาดของ time-step ที่ใช 

ที่มา J.M. Haile. 1992. Molecular dynamics simulation 
 

 สําหรับการลดความคลาดเคลื่อนของระบบนั้น  พบวาสามารถลดลงไดดังนี้ ความคลาด
เคลื่อนจากการปดเศษนั้นสามารถลดไดโดยการเพิ่มจํานวนจุดทศนิยม โดยการเพิ่มความแมนยํา
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ของตัวแปรที่ใชเก็บขอมูล (double precision) ในการคํานวณดังแสดงในรูปที่ 2.8  สวนความคลาด
เคลื่อนจากการตัดเทอมออกเกี่ยวของโดยตรงกับความแมนยําของการใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเพื่อ
หาคําตอบ   ความแมนยําของอินทิเกรเตอรเหลานี้สามารถแสดงไดในเทอมของ time step และอินทิ
เกรเตอรเหลานี้มีผลตอความเสถียรของการทํา MD เปนอยางยิ่ง    

 

 
รูปที่ 2.8 เปรียบเทียบชนดิของตัวแปรที่ใชเก็บขอมูล 

ที่มา J.M. Haile. 1992. Molecular dynamics simulation 
 
2.7 ชนิดของอินทิเกรเตอร 
 ในงานวิจัยนี้จะแบงชนิดของอินทิเกรเตอรออกเปน 2 ชนิดคือ แบบซิมเพล็กติก (SI) และ
แบบนอนซิมเพล็กติก (non-SI) ดังนี้ 
 
2.7.1 อินทิเกรเตอรแบบนอนซิมเพล็กติก (non-SI) 
  อินทิเกรเตอร non-SI เปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ถูกพัฒนามาจากอนุกรมเทเลอรเพื่อหา
คําตอบของสมการ ODE โดยอินทิเกรเตอรชนิดนี้จะไมคํานึงถึงการอนุรักษพลังงานของระบบ 
อัลกอริทึมแบบ non-SI อัลกอริทึมที่ใชในงานวิจัยมีดังนี้ 

1. อินทิเกรเตอรแบบรังเงกัตตา (Runge Kutta; RK) อัลกอริทึมแบบ RK จัดเปนแบบ 
non-SI และถือเปนหนึ่งในอัลกอริทึมที่มีการใชอยางยาวนานมาก   ชนิดของ RK มีหลายวิธีขึ้นกับ
อันดับที่ตองการ ในที่นี้เลือกใชแบบ fourth order Runge Kutta (RK4) ซ่ึงแสดงไดดังตอไปนี้ 
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( )hkkkkyy ii 43211 22
6
1

++++=+     (2-45) 

 
เมื่อ  ),(1 ii ytfk =       (2-46) 

 
)5.0,5.0( 12 hkyhtfk ii ++=     (2-47) 

 
)5.0,5.0( 23 hkyhtfk ii ++=     (2-48) 

 
),( 34 hkyhtfk ii ++=      (2-49) 

 
ตัวอยางอัลกอริทึมสําหรับคํานวณตําแหนงและความเร็วของอนุภาค โดยใชอัลกอริทึมแบบ รังเงกัต
ตา อันดับ 4 แสดงในภาคผนวก จ. 
 

2. อินทิเกรเตอรแบบเกียร (Gear predictor corrector) อัลกอริทึมนี้จัดเปนแบบ non-SI และ
ถือเปนอินทิเกรเตอรที่นิยมใชในการทํา MD เชนกัน ชนิดของอินทิเกรเตอรแบบเกียรมีหลายวิธี
เชนกัน ขึ้นกับอันดับที่ตองการ ในที่นี้เลือกใชแบบ fourth order Gear predictor corrector (G4) ซ่ึง
แสดงไดดังตอไปนี้ 
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Corrector 
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คา 543210 ,,,,, αααααα ของ fourth order Gear predictor corrector มีคา 19/120, 3/4, 1, 0.5 ,0 
ตามลําดับ แตในงานวิจัยนี้จะใช คา 543210 ,,,,, αααααα  เปน 251/720, 1, 11/12, 1/3, 1/24, 0 
ตามลําดับ เนื่องจากสามารถหาคาโมเมนตัม  ip  โดยใชอัลกอริทึมแบบเกียร ไดตัวอยาง 
อัลกอริทึมสําหรับคํานวณตําแหนงและความเร็วของอนุภาค โดยใชอัลกอริทึมแบบเกียรอันดับ 4 
แสดงในภาคผนวก ฉ. 
 
2.7.2 อินทิเกรเตอรแบบซิมเพล็กติก (SI) 

อินทิเกรเตอรแบบ SI เปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ถูกพัฒนาเพื่อหาคําตอบของสมการฮาร
มิลโตเนียนซึ่งประกอบดวยสวนที่เปนพลังงานจลนและสวนที่เปนพลังงานศักย โดยอินทิเกรเตอร
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แบบ SI สามารถอนุรักษพลังงานและปริมาตรเกินในปริภูมิระบบหรือเฟสสเปซ ทําใหการใชอินทิ
เกรเตอรชนิดนี้สามารถขยาย time-step ใหกวางขึ้นได ซ่ึงสงผลใหระยะเวลาการคํานวณสั้นลงและ
ยังคงเสนทางการเคลื่อนที่ที่ยาวนานเพียงพอ นั่นคืออินทิเกรเตอรมีความเสถียรเพียงพอที่จะรับ
ชวงเวลาที่มีขนาดใหญขึ้นได นอกจากนี้อินทิเตอรแบบ SI ยังสามารถคํานวณยอนกลับไปยัง
ชวงเวลากอนหนาไดงายกวาการใช อินทิเกรเตอรแบบ SI ที่ใชในงานวิจัยนี้ไดแก อินทิเกรเตอร
แบบเวอรเลท ทั้งเวอรเลทตําแหนง และเวอรเลทความเร็ว 

 อินทิเกรเตอรแบบเวอรเลท ถูกพัฒนาขึ้นในป 1967 โดย Loup Verlet นักฟสิกสชาว
ฝร่ังเศส โดยมีการพัฒนาจาก simpler Euler อัลกอริทึมนี้จัดเปนแบบ SI และถือเปนอินทิเกรเตอรที่
นิยมใชในการทํา MD เชนกัน   ซ่ึงแสดงไดดังนี้ 
 
Velocity Verlet  
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Position Verlet 
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เมื่อ m คือมวลของอนุภาค, a คือความเรงของอนุภาค และ F  คือแรงที่กระทํากับอนุภาค ตวัอยาง
อัลกอริทึมสําหรับคํานวณตาํแหนงและความเร็วของอนภุาค โดยใชอัลกอริทึมแบบเวอรเลท
ความเร็วและเวอรเลทตําแหนง แสดงในภาคผนวก ช. และภาคผนวก ซ. ตามลําดับ 
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2.8 งานวิจัยท่ีเก่ียวของ 
 B.J. Alder และ T.E. Wainwright (1960)  ไดศึกษาระบบของอนุภาคทรงกลมแข็ง (hard 
sphere)จํานวน 32 อนุภาค  และระบบที่ศักยแบบบอจัตุรัส (square well) จํานวน 108 อนุภาค ซ่ึง
ระบบดังกลาวนี้ถือเปนแนวทางการทํา MD ที่เปนตนฉบับแนวทางการทํา MD มาจนถึงปจจุบัน    
การคนพบนี้สรางปรากฏการณในยุคดังกลาวคือ การพบวาเมื่อความหนาแนนของระบบเปน 2/3 
ของความหนาแนนของอัดแนนของระบบทรงกลมแข็งนั้น   จะเกิดการเปลี่ยนสถานะของระบบ
จากของเหลวที่ไมมีระเบียบเปนไปรูประเบียบแบบของแข็ง   การเปลี่ยนแปลงดังกลาวสอดคลอง
กับการแข็งตัวของของเหลว  ซ่ึงเกิดขึ้นทั้งที่ไมมีแรงดึงดูดระหวางโมเลกุลก็ตาม 
  B.J. Alder และคณะ (1970) ไดศึกษาสมบัติการถายโอนของของไหลโดยใชศักยแบบ
ทรงกลมแข็งในการคํานวณแรงระหวางอนุภาค แลวนํามาเปรียบเทียบกับคาที่ทํานายไดจากทฤษฎี 
พบวาคาความหนืดและสัมประสิทธิ์การแพรที่ไดจะมีความคลาดเคลื่อนในกรณีที่ความหนาแนน
ใกลเคียงกับของแข็ง และมีคาเขาใกลคาคงที่เมื่อความหนาแนนอยูในชวงของไหล 
 L. Xin-hao และ L. Lin (1995) พบวาคาความคลาดเคลื่อนของอินทิเกรเตอรแบบซิม
เพล็กติกมีความสัมพันธเปนเชิงเสนกับเวลาที่ใชในการคํานวณและพบวากระบวนการที่เลือกใชจะ
มีผลตอการอินทิเกตเมื่อ time-step มีขนาดใหญ 
 G.J. Martyna และ M.E. Tuckerman (1995) เสนอแนวทางใหมของซิมเพล็กติกอินทิเกร
เตอรของวิธี predictor-corrector โดยพัฒนาจากหลักการ Trotter decomposition กับหลักการแบบ
เกียร แลวจึงทดสอบกับระบบ harmonic plus quartic oscillator และระบบแบบ Henon-Heiles 
พบวาอินทิเกรเตอรนี้คงการอนุรักษพลังงานได   และเสนทางการเคลื่อนที่มีความแมนยํามาก   
 M.A. Lopez-Marcos และคณะ (1995) ไดนําวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขแบบ two-stage 
Gauss-Legendre มาใชในการทํา MD โดยพบวาวิธีการดังกลาวมีประสิทธิภาพนอยกวาวิธีการแบบ 
Verlet และ Leapfrog ซ่ึงเปนวิธีการมาตรฐานในการทํา MD 

R.L. Rowley และ M.M. Painter (1997) ศึกษาสมการสถานะ (equations of state) ของการ
แพรและความหนืดของของไหลแบบเลนนารดโจนสจากการทํา MD โดยทําการศึกษาอยูในชวง 

10 * ≤≤ ρ และ 48.0 * ≤≤ T  ซ่ึงครอบคลุมทุกสถานะทั้งกาซ ของเหลว และของไหลแบบ 
supercritical พบวาคาสัมประสิทธิ์การแพรและความหนืดที่คํานวณไดขึ้นอยูกับความหนาแนนและ
อุณหภูมิของระบบ โดยคาที่คํานวณไดสอดคลองกับคาที่ไดจากการทดลองของกาซอารกอน และ
ไดเสนอสมการสถานะที่ใชในการคํานวณคาสัมประสิทธิ์การแพรและความหนืดของของไหลแบบ
เลนนารดโจนส  โดยสมการสถานะที่ถูกนําเสนอจะครอบคลุม อยูในชวง 10 * ≤≤ ρ

และ 48.0 * ≤≤ T  โดยพบวาคาสัมประสิทธิ์การแพรและความหนืดที่คํานวณไดจากสมการ
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สถานะมีคาใกลเคียงกับคาที่ไดจากการจําลอง สมการสถานะที่ใชคํานวณคาสัมประสิทธิ์การแพร
ของ R.L. Rowley แสดงดังสมการที่ (2-53)  
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สําหรับคา j, bji, jω สําหรับสมการที่ (2-54) และ (2-55) สามารถหาไดจากตารางที่ 2.2 
 
ตารางที่ 2.2 แสดงคาพารามิเตอรสําหรับสมการสถานะที่ใชคํานวณคาสัมประสิทธิ์การแพรของ 
R.L. Rowley (สมการที่ 2-54 และ 2-55) 

j  1jb  2jb  3jb  4jb  jω  
1 -2.19672 6.86168 -9.18961 3.8867 3.3667 
2 15.6693 -59.1879 78.9642 -33.6443 -3.7718 
3 -48.8200 200.229 -272.009 117.554 2.6692 
4 75.3823 -321.603 441.017 -192.079 -0.9953 
5 -55.5212 242.752 -335.146 146.837 0.1863 
6 15.1673 -67.8152 94.3826 -41.6192 -0.0138 

 
H. Ishida และคณะ (1997) ไดมีการนําอินทิเกรเตอรแบบซิมเพล็กติกมาใชในการทํา MD 

ของโมเลกุลโปรตีนในน้ํา โดยพบวาอินทิเกรเตอรแบบซิมเพล็กติกอันดับ 4 ที่ถูกพัฒนาโดย Calvo 
และ Sanz-Serna สามารถสรางเสนทางการเคลื่อนที่ไดแมนยํากวาอัลกอริทึมแบบเวอรเลทอันดับ2 
ภายใตระยะเวลาในการคํานวณที่เทากัน 

M. Zhang และ R.D. Skeel (1997) ไดทําการศึกษาอินทิเกรเตอรที่ใชในระบบ Hamiltonian 
ที่มีความถี่สูงโดยพบวา วิธี leapfrog นั้น ขนาดของ time-step จะถูกจํากัดเพราะขอจํากัดดานความ
เสถียรมากกวาความแมนยํา และประสิทธิภาพของวิธี implicit symplectic จะคลายกับ implicit 
midpoint คือ มีขอจํากัดดานความเสถียร แตคาใชจายในการคํานวณระบบที่ไมเปนเชิงเสนและมี
ขนาดใหญจะสูง    

H. Liu และคณะ (1998) ศึกษาการหาคาสัมประสิทธิ์การแพรของของไหลโดยทําการ
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เปรียบเทียบระหวางศักย 3 แบบคือแบบทรงกลมแข็ง, แบบบอจตุรัสและศักยแบบเลนนารดโจนส 
โดยทําการเปรียบเทียบกับของไหลจริงหลายชนิดพบวา ศักยแบบเลนนารดโจนส จะใหคาใกลเคียง
กับของไหลจริงมากกวาศักยแบบทรงกลมแข็งและแบบบอจตุรัส  
 J. Ratanapisit และคณะ (2001) ไดทําการศึกษาเกี่ยวกับการใชอัลกอริทึมแบบซิมเพล็กติก
ในการหาคาความหนืด สัมประสิทธิ์การนําความรอนและประสิทธการแพรของของไหล โดยทํา
การเปรียบเทียบระหวางอัลกอริทึมแบบเวอรเลท และอัลกอริทึมของแมกลาแคนและอะทีลา 
(McLachlan and Atela integrator) กับอัลกอริทึมแบบเกียร (fourth-order Gear predictor corrector) 
และแบบรังเงกัตตา พบวาอัลกอริทึมของแมกลาเคน และอะทีลาจะมีความเสถียรสูงกวาอัลกอริทึม
แบบเกียร โดยอัลกอริทึมแบบรังเงกัตตาใหความเสถียรต่ําที่สุด  
 S. Tsai และคณะ (2004) ไดศึกษาอัลกอริทึมที่ใชในการทํา MD โดยพิจารณาพลังงาน
รวมของระบบ พบวาอัลกอริทึมแบบซิมเพล็กติกสามารถประยุกตใชในการทํา MD เนื่องจากยังคง
การอนุรักษพลังงานในระบบและยังคงมีความแมนยําแมวา time step ในการจําลองมีขนาดใหญขึ้น 
ขณะที่อัลกอริทึมที่ใชทั่วไปในกลุม predictor-corrector มีความแมนยํานอยเมื่อ time step มีขนาด
ใหญขึ้น 
 R.A. Reis และคณะ (2004) ไดทําการศึกษาสัมประสิทธการแพรของไหลประเภท 
Lennard-Jones chain fluid โดยอางอิงกับโมเดลของ Chapman-Enskog และขอมูลที่ไดจากการทํา 
MD และไดนําเสนอสมการที่ใชในการคํานวณหาคาสัมประสิทธการแพรของของไหลประเภท 
polyatomic ซ่ึงสมการที่นําเสนอขึ้นมามีความคลาดเคลื่อนอยูที่ 15.3 %  
 P.F. Tupper (2005) ไดทําการศึกษาการกระจายตัวของความเร็วของอนุภาคของระบบที่ที่
ดําเนินการมานาน โดยพบวาอัลกอริทึมแบบ ซิมเพล็กติกใหผลใกลเคียงกับคาจริงมากกวา
อัลกอริทึมแบบอื่นๆ  

G.A. Ferna’ndez และคณะ (2006) ไดศึกษาคาความหนืดเฉือนและการนําความรอนของ
ของไหลประเภท dipole จากการทํา MD แบบสมดุล (equilibrium molecular dynamics) โดยใชศักย
แบบ two-center Lennard-Jones plus point dipole พบวาในกรณีของไหลประเภทมีขั้วแลวนั้น การ
หาแรงที่กระทําระหวางอนุภาคไมสามารถหาไดโดยใชศักยของ Lennard-Jones เพียงอยางเดียว
จําเปนตองเพิ่มศักยที่เกิดจากสภาพที่มีขั้ว 

 
 
 
 



 
  30 

บทที่ 3 
 

วิธีการทดลอง  ผลการทดลอง และการวิเคราะห 
 

3.1 บทนํา 
เนื่องจากวัตถุประสงคของงานวิจยัประกอบดวยการศึกษาดานเสถียรภาพและความแมนยํา

ในการทํานายสมบัติของระบบดวยเทคนคิพลศาสตรระดับโมเลกุล ดังนั้นเนื้อหาในบทนี้จึงประ -
กอบดวยสองสวน ในสวนแรกเปนการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของชนิดอินทิเกรเตอร เพื่อหา
อินทิเกรเตอรที่เหมาะสมในการทํา MD และในสวนที่สองจะเปนการนําอินทิเกรเตอรที่เหมาะสม
จากการทดลองในสวนแรกมาหาขนาดของ time-step ที่เหมาะสมการการทํา MD โดยในแตละ
สวนประกอบดวยวิธีการทดลอง   ผลการทดลอง และการวิเคราะหผล  ซ่ึงแตละสวนมีลําดบั
ขั้นตอนการแสดงผลการทดลองเริ่มจากการอนุรักษพลังงานและความเร็วการประมวลผล ความ
แมนยําตอการทํานายสมบัตริะบบ และผลของอุณหภูมแิละความดันตอความสามารถการแพร 
ตามลําดับ โดยการใชคาสมบัติทุกชนิดในการทดลองและการรายงานผลเปนสมบัติบนฐานรีดวิซ 
ซ่ึงเปนตัวแปรไรหนวยและไดแสดงสมบัติเหลานี้ในตารางที่ 2.1  สําหรับวิธีการทดลองและผลการ
ทดลองมีรายละเอียดดังนี ้
 
3.2 การเปรียบเทียบประสิทธิภาพของชนิดอินทิเกรเตอร 
3.2.1 วิธีการทดลอง 

การทดลองในสวนนี้เปนการทํา MD แบบสมดุล โดยการคํานวณจะใชตัวแปรแบบ double 
precision และเลือกใชศักยแบบเลนนารดโจนส โดยมีการจัดเรียงอนุภาคแบบ FCC และใชจํานวน
อนุภาค 256 อนุภาค โดยมีการกําหนดตัวแปรการทดลองดังนี้ 

1. อุณหภูมิและความหนาแนนเทากับ 0.722 และ 0.844 ตามลําดับ   
2. เวลารวมทั้งหมดของการจําลอง ( *t ) เทากับ 1,000  
3. ระยะทางตัดการคํานวณ rcut  เปน 3.0  
4. ชวงการศึกษาขนาด time-step ( *t∆ ) เปน 0.0025, 0.005, 0.01 และ 0.02 ตามลําดับ  
ในการจําลองจะใชอัลกอริทึมทั้งหมด 4 แบบไดแก RK4, G4, pV2 และ vV2   สําหรับการ

คํานวณสมบัติระบบแตละชุดการทดลองนั้น ประกอบดวยการทดลองยอย 10 คร้ัง เพื่อหาคาเฉลี่ย
และความคลาดเคลื่อนเพื่อเปรียบเทียบความสามารถในการอนุรักษพลังงานและสัมประสิทธิการ
แพร โดยทุกชุดการทดลองใชขอมูลเร่ิมตนระบบที่ประกอบดวยตําแหนงและโมเมนตัม (initial 
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configuration) เปนชุดเดียวกัน สาเหตุที่ใชอุณหถูมิและความหนาแนนขางตนในการทดลองในการ
เปรียบเทียบประสิทธิภาพของอินทิเกรเตอรเนื่องจากมีขอมูลที่สามารถนํามาใชยืนยันผลการ
คํานวณ 

 
3.2.2 ผลการทดลองและวิเคราะหผล 
3.2.2.1 ความสามารถในการอนุรักษพลังงาน 

ความสามารถในการอนุรักษพลังงานของระบบเปนสมบัติสําคัญอยางหนึ่งของอินทิเกร
เตอรโดยอินทิเกรเตอรแตละชนิดจะมีความสามารถในการอนุรักษพลังงานที่แตกตางกันไป จาก
การทดลองในงานวิจัยมีดังตอไปนี้  

จากตารางที่ 3.1 พบวาเมื่อขนาดของ time-step ใหญขึ้น ความคลาดเคลื่อนของพลังงานที่
คํานวณจากอัลกอริทึมแบบ G4 และ RK4 มีคาเพิ่มขึ้นอยางเห็นไดชัด ในขณะที่อัลกอริทึมแบบ
เวอรเลททั้งสองชนิดมีการเปลี่ยนแปลงไมมากนัก สําหรับอัลกอริทึมแบบ G4 พบวาระบบมีความ
เสถียรเมื่อขนาดของ time-step มีขนาดเล็กกวา 0.0025  แตหากระบบใชขนาดของ time-step ใหญ
กวา 0.0025 แลว  ระบบจะเกิดการลมสลาย (overflow)  ซ่ึงแสดงถึงความไรเสถียรภาพของอินทิ
เกรเตอรแบบ G4   อยางไรก็ตามหากตองการใชอัลกอริทึมแบบเกียรจําลองในระบบที่มีขนาด 
time-step ใหญกวา 0.005 แลวนั้น  มีความจําเปนตองมีการปรับความเร็ว (rescale velocity) เปน
ชวงๆ มิฉะนั้นระบบจะเกิดการ overflow ระหวางการจําลอง ทั้งนี้เปนเพราะการปรับความเร็วจะมี
ผลตอการควบคุมอุณหภูมิของระบบใหคงที่ตามคาที่กําหนดนั่นเอง 

สําหรับผลการทดลองของอินทิเกรเตอรเวอรเลททั้งสองแบบ  พบวาความไมเสถียร (ซ่ึงได
จากคาผลตางของพลังงานรวม) มีคาเพิ่มขึ้นอยางชัดเจน เมื่อ time-step มีขนาดใหญกวา 0.01 เหตุที่
อัลกอริทึมแบบ RK4 และ G4 มีความเสถียรนอยกวาอัลกอริทึมแบบ pV2 และ vV2 เมื่อ time-step 
มีขนาดใหญเนื่องมาจากอัลกอริทึมแบบ RK4 และ G4 เปนอัลกอริทึมที่ถูกคิดขึ้นเพื่อใชในการหา
คําตอบของสมการ ODE ในขณะที่การเคลื่อนที่ของอนุภาคจัดเปนการเคลื่อนที่แบบฮารมิลโตเนียล 
ซ่ึงเหมาะกับอัลกอริทึมแบบเวอรเลทที่เปนแบบ SI มากกวา  

เมื่อพิจารณาความสามารถในการอนุรักษพลังงานของอัลกอริทึมแบบ RK4 และ G4 ที่
ขนาดของ time-step ตางๆ พบวา ความสามารถในการอนุรักษพลังงานของอัลกอริทึมแบบ RK4 
ดีกวาอัลกอริทึมแบบ G4 ทั้งนี้เพราะ RK4 มีการคํานวณแรงกระทําระหวางอนุภาค 4 คร้ังเพื่อปรับ
ตําแหนงการเคลื่อนที่ของอนุภาค  ทําให RK4 มีความแมนยําในการคํานวณตําแหนงใหมของ
อนุภาคไดดีกวาเมื่อเปรียบเทียบกับ G4 ที่มีการคํานวณแรงกระทําระหวางโมเลกุลเพียง 1 คร้ัง 
อยางไรก็ตามเมื่อพิจารณาในสวนของความเร็วการคํานวณพบวาอัลกอริทึมแบบ G4 พบวาสามารถ
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คํานวณไดเร็วกวา RK4 ถึง 4 เทา ทั้งนี้เนื่องจาก RK4 ตองมีการคํานวณแรงถึง 4 คร้ังตอชวงขนาด
เวลา  ซ่ึงทําใหเวลาการจําลองสวนใหญใชในการคํานวณแรง  จึงเปนเหตุใหอัลกอริทึมแบบ G4 
ยังคงเปนที่นิยมในการทํา MD ทั้งนี้เปนเพราะเวลาการจําลองที่ส้ันกวาและขั้นตอนการคํานวณแรง
นอยกวา  โดยการใช G4 ตองควบคูกับการปรับความเร็วใหเหมาะสม 

เมื่อเปรียบเทียบความสามารถในการอนุรักษพลังงานระหวางอัลกอริทึมแบบ RK4 กับ
อัลกอริทึมเวอรเลททั้งสองแบบ พบวาอัลกอริทึมเวอรเลทสามารถอนุรักษพลังงานไดดีมาก อีกทั้ง
ยังมีความเร็วในการคํานวณใกลเคียงกับอัลกอริทึมแบบ G4 อยางไรก็ตามเมื่อ time-step มีขนาด
ใหญขึ้นความเสถียรของอัลกอริทึม G4 จะมีคาลดลงอยางเห็นไดชัด  ทั้งนี้เนื่องจากการคํานวณจาก
อัลกอริทึมแบบ G4 ทําใหอนุภาคมีการเบี่ยงเบนเสนทางอยางตอเนื่อง  ในขณะที่ vV2 และ pV2 
ยังคงสามารถรักษาความเสถียรเอาไวได เนื่องจากการคํานวณโดยใชอัลกอริทึมแบบ vV2 และ pV2 
ไมไดทําใหเสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคเบี่ยงเบนไปจากเสนทางการเคลื่อนที่จริงมากนัก ทําให
ระบบยังคงรักษาความเสถียรเอาไวได 

เมื่อพิจารณาพลังงานรวมของระบบแลว พบวาพลังงานจลนมีผลตอความเสถียรของระบบ
มากกวาพลังงานศักย   จึงเปนเหตุใหอัลกอริทึมเบบ vV2 มีความเสถียรมากกวาอัลกอริทึมแบบ 
pV2 ทั้งนี้เนื่องจากการคํานวณความเร็วของอนุภาคของอัลกอริทึมแบบ vV2 จะทําการคํานวณที่ละ 
คร่ึง time-step )2/( *t∆  ทําใหการคํานวณความเร็วของอนุภาคของอัลกอริทึมแบบ vV2 มีความ
แมนยํากวาการคํานวณความเร็วของอนุภาคของอัลกอริทึมแบบ pV2 ในขณะเดียวกันการคํานวณ
ตําแหนงของอนุภาคของอัลกอริทึมแบบ pV2 จะมีความแมนยํากวาอัลกอริทึมแบบ vV2 เนื่องจาก
การคํานวณตําแหนงของอนุภาคของอัลกอริทึมแบบ pV2 จะทําการคํานวณที่ละครึ่ง time-step 

)2/( *t∆  
โดยทั่วไปความไมเสถียรของอัลกอริทึมสวนใหญเกิดจากขนาดของ time-step ใหญเกินไป 

ทําใหการคํานวณเสนทางอนุภาคมีโอกาสเกิดการทับซอนไดมากขึ้น   การคํานวณแรงจึงกอใหเกิด
สภาวะการผลักกันแบบอนันต   ระบบจึงหยุดทํางาน หรือทําใหอนุภาคเขาใกลกันมากทําใหเกิดแรง
ผลักมหาศาลระหวางกัน ทําใหทั้งคูพุงออกจากกันดวยความเร็วสูง ซ่ึงสิ่งที่พบคือเมื่อขนาดของ 
time-step ใหญเกินไป พลังงานรวมของระบบเกิดการแกวงอยางรุนแรง เนื่องจาก ความเร็วของ
อนุภาคบางตัวสูงเกินไป หรือระบบเกิดการ melt down จากการที่ระบบมีอุณหภูมิสูงเกินไป ซ่ึงเห็น
ไดจากอัลกอริทึมแบบ G4 เมื่อขนาดของอินทิเกรเตอรใหญเกินไปทําใหระบบเกิดการโอเวอรโฟลว   

จากรูปที่ 3.1 แสดงใหเห็นวา อัลกอริทึมแบบ vV2 จะมีความเสถียรมากกวาอัลกอริทึมชนิด
อ่ืนที่อัตราสวนระหวางขนาดของ time-step กับจํานวนครั้งในการคํานวณแรง(Nf) ในแตละ step 
เทากัน และจากตารางที่ 3.2 พบวาระยะเวลาที่ใชในการคํานวณของอลักอริทึมแบบ vV2 นอยกวา
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อัลกอริทึมแบบ RK4 ที่ขนาด time-step เทากัน เนื่องจากจํานวนครั้งในการคํานวณแรงนอยกวา ทํา
ใหอัลกอริทึมแบบ vV2 มีความเหมาะสมในการทําMDมากกวาอัลกอริทึมชนิดอื่น 

 
ตารางที่ 3.1 แสดงผลตางของพลังงานรวมที่เวลาสุดทายเทียบกับพลังงานรวมของระบบที่เวลา
เร่ิมตนของอินทิเกรเตอรแตละชนิด  

ผลตางของพลังงานรวมที่เวลาสุดทายเทียบกับพลังงานรวมของระบบที่เวลาเริ่มตน 
 0025.0* =∆t  005.0* =∆t  01.0* =∆t  02.0* =∆t  

RK4 -0.00048 -0.01518 -0.31515 -1.63387 
G4 0.03032 Overflow Overflow Overflow 

pV2 0.00043 0.00199 0.00739 0.13648 
vV2 8.02E-05 0.00015 0.00034 0.07284 

 
ตารางที่ 3.2 แสดงระยะเวลาในการคํานวณ (hr) และความเร็วในการคํานวณ (step/hr) ของอินทิเกร
เตอรแตละชนดิ  

 ระยะเวลาในการคํานวณ (hr) 
 0025.0* =∆t  005.0* =∆t  01.0* =∆t  02.0* =∆t  

ความเร็ว 
(steps per hr) 

RK4 5.4 2.80 1.50 0.75 74,066 
G4 1.38 Overflow Overflow Overflow 288,623 
pV2 1.35 0.70 0.35 0.20 301,255 
vV2 1.35 0.70 0.35 0.20 294,117 
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รูปที่ 3.1 ความสัมพันธระหวางรากที่สองของคาเฉลี่ยความคลาด เคลื่อน <ge> กับ อัตราสวน
ระหวาง time-step กับจํานวนครั้งที่ใชในการคํานวณแรง  
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3.2.2.2 สัมประสิทธ์ิการแพร 
สัมประสิทธิ์การแพรในงานวิจัยนี้ถูกคํานวณโดยวิธีของไอนสไตน จากรูปที่ 3.2 และ

ตารางที่ 3.3 พบวาที่ขนาดของ time-step นอยกวา 0.005    สัมประสิทธิ์การแพรของอินทิเกรเตอร
ทั้งสามแบบมีคาใกลเคียงกัน เมื่อ time-step มีขนาดใหญกวา 0.01 พบวาคาสัมประสิทธิ์การแพร
ของอินทิเกรเตอร RK4 ที่ไมมีการปรับความเร็วจะมีคาแตกตางจากอินทิเกรเตอรเวอรเลททั้งสอง
ชนิด ซ่ึงแสดงใหเห็นวาสัมประสิทธิการแพรสามารถแสดงถึงความเสถียรของอัลกอริทึม โดย
พบวาเมื่ออัลกอริทึมสูญเสียความสามารถอนุรักษพลังงานไดจะทําใหคาสัมประสิทธิการแพรที่
คํานวณไดมีคาแตกตางจากอัลกอริทึมที่มีการอนุรักษพลังงาน เหตุที่สัมประสิทธิ์การแพรสามารถ
ใชแสดงความเสถียรของอัลกอริทึมไดเนื่องจากสัมประสิทธิ์การแพรเปนสมบัติที่เกี่ยวพันกับเวลา 
 
ตารางที่ 3.3 แสดงคาประสิทธิการแพรแบบไอนสไตน ของอินทิเกรเตอรแบบตาง ๆ 

*t∆  RK4 G4 pV2 vV2 
0.0025 0.029722 (0.0043838)** 0.031051 (0.0030161) 0.030346 (0.0042596) 0.029932 (0.0033493) 
0.005 0.030729 (0.0045195) - 0.030655 (0.0031238) 0.030752 (0.0035295) 
0.01 0.022276 (0.0020611) - 0.030533 (0.0040815) 0.029192 (0.0025478) 
0.02 0.002451 (0.0003916) - 0.032064 (0.0045457) 0.032438 (0.0027019) 

** คาในวงเลบ็แสดงถึงความคลาดเคลื่อน(standard deviation) เชน 0.029722± 0.0043838 
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รูปที่ 3.2 เปรียบเทียบสัมประสิทธิ์การแพรที่คํานวณโดยวิธีของไอนสไตนตามชนิดอนิทิเกรเตอร 



 
  35 

3.3 การหาขนาดของ time-step ท่ีเหมาะสม 
3.3.1 วิธีการทดลอง 

สวนที่สองของงานวิจัยนี้เปนการใชอัลกอริทึมที่มีความสามารถในการอนุรักษพลังงานดี
ที่สุดจากการทดลองในสวนแรก (vV2)  เพื่อหาขนาดของ time-step ( *t∆ ) ที่เหมาะสม โดยโดยการ
คํานวณจะใชตัวแปรแบบ double precision และเลือกใชศักยแบบเลนนารดโจนส โดยมีการจัดเรียง
อนุภาคแบบ FCC และใชจํานวนอนุภาค 256 อนุภาค โดยทุกการทดลองมีการกําหนดตัวแปรดังนี้ 

1. เวลารวมทั้งหมดของการจําลอง ( *t ) เทากับ 1,000  
2. ระยะทางตัดการคํานวณ rcut  เปน 3.0 
3. ขนาด time-step ( *t∆ ) เทากับ 0.005, 0.01 และ 0.02 ตามลําดับ  
สําหรับการทดลองการหาขนาด time-step ไดแบงการทดลองเปน 2 ชุดการทดลองยอยดังนี้ 
3.3.1.1 การทดลองเพื่อศึกษาผลของความหนาแนนของระบบที่มีผลตอคาสัมประสิทธิ์การ

แพรและความสามารถในการอนุรักษพลังงาน  โดยกําหนดตัวแปรดังนี้ 
 1. อุณหภูมิเทากับ 1.00  
 2. ความหนาแนนศึกษาเปน 0.20, 0.40, 0.60 และ 0.80 ตามลําดับ  
3.3.1.2 การทดลองเพื่อศึกษาผลของอุณหภูมิของระบบที่มีผลตอคาสัมประสิทธิ์การแพร

และความสามารถในการอนุรักษพลังงาน โดยกําหนดตัวแปรดังนี้ 
 1. ความหนาแนนเทากับ 0.6  
 2. อุณหภูมิที่ศึกษาเปน 0.8, 1.0, 1.2 และ 1.4 ตามลําดับ   
การจําลองทุกชุดการทดลองไดใชอัลกอริทึมแบบ vV2 เพื่อแกสมการการเคลื่อนที่ ทั้งนี้

เนื่องจากอัลกอริทึมแบบเวอรเลทความเร็วมีความสามารถในการอนุรักษพลังงานดีกวาอัลกอริทึม
ชนิดอื่น  โดยการคํานวณสมบัติระบบแตละชุดการทดลองนั้น  ประกอบดวยการทดลองยอย 10 
คร้ัง เพื่อหาคาเฉลี่ยและความคลาดเคลื่อนเพื่อเปรียบเทียบสัมประสิทธิการแพรทั้งแบบไอนสไตน 
และแบบกรีนคูโบโดยเปรียบเทียบกับคาสัมประสิทธิ์การแพรที่คํานวณจากสมการสถานะที่ถูก
นําเสนอโดย R.L. Rowley ดังแสดงในสมการ (2.54) โดยทุกชุดของการทดลองใชขอมูลเร่ิมตน
ระบบที่ประกอบดวยตําแหนงและโมเมนตัม (initial configuration) เปนชุดเดียวกัน  
 
3.3.2 ผลการทดลองและวิเคราะหผล 
3.3.2.1 ความสามารถในการอนุรักษพลังงาน 

จากการทดลองในสวนแรกพบวาอัลกอริทึมแบบเวอรเลทความเร็วสามารถอนุรักษ
พลังงานในระบบไดดีกวาอัลกอริทึมชนิดอื่นๆ  เมื่อทําการพิจารณาความสามารถในการอนุรักษ
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พลังงานของระบบที่สภาวะตางๆ ในตารางที่ 3.4 พบวา  คาความผิดพลาดในเทอมพลังงานและคา
ผลตางของพลังงานรวมมีแนวโนมเพิ่มขึ้นเมื่อ time-step มีขนาดใหญขึ้นในทุกสภาวะ  นอกจากนั้น
พบวาเมื่อขนาด time-step เทากับ 0.02   อัลกอริทึมแบบเวอรเลทความเร็วเกิดความไมเสถียร  ทําให
ระบบไมสามารถดําเนินการตอไปไดในบางสภาวะ เมื่อพิจารณาระบบที่สภาวะ 2.0,1 ** == ρT โดย
ใชขนาด time-step เทากับ 0.02   พบวาระบบยังสามารถดําเนินการตอไปไดแมวาจะคํานวณ
เสนทางการเคลื่อนที่โดยใชอัลกอริทึมที่ไมมีความเสถียร ทั้งนี้เนื่องมาจากความหนาแนนของระบบ
ต่ําโอกาสที่จะเกิดการซอนทับกันของอนุภาคมีนอย  เพราะอนุภาคอยูหางกันมาก  ทําใหลดโอกาส
การเกิด melt down   

สําหรับผลของอุณหภูมิและความหนาแนนของระบบที่สงผลตอความสามารถในการ
อนุรักษพลังงาน พบวาอุณหภูมิและความหนาแนนของระบบไมมีผลตอความสามารถในการ
อนุรักษพลังงานของอินทิเกรเตอรเมื่อเทียบกับขนาดของ time-step ที่เลือกใช แตอุณหภูมิและความ
หนาแนนของระบบจะสงผลตอโอกาสที่จะเกิดการซอนทับกันของอนุภาค เมื่อทําการคํานวณ
เสนทางการเคลื่อนที่โดยใช time-step ที่ขนาดใหญ 
 
ตารางที่ 3.4 แสดงคาความผิดพลาดในเทอมพลังงานและผลตางของพลังงานรวมที่เวลาสุดทาย
เทียบกับพลังงานรวมของระบบที่เวลาเริ่มตนของอินทิเกรเตอรแบบเวอรเลทความเร็ว 

 
คาความผิดพลาดในเทอมพลังงาน (<ge>) 

 
ผลตางของพลังงานรวมที่เวลาสุดทายเทียบกับพลังงาน 

รวมของระบบที่เวลาเริมตน (<E(t)>-E(0)) 
 005.0* =∆t  01.0* =∆t  02.0* =∆t  005.0* =∆t  01.0* =∆t  02.0* =∆t  

8.0,1 ** == ρT  0.000234 0.000714 Overflow 0.000053 0.000098 Overflow 
6.0,1 ** == ρT  0.000253 0.001008 Overflow -0.000171 -0.000808 Overflow 
4.0,1 ** == ρT  0.000262 0.000598 Overflow -0.000178 -0.000387 Overflow 
2.0,1 ** == ρT  0.000491 0.000513 0.101877 0.000457 0.000289 0.087803 
6.0,8.0 ** == ρT  0.000405 0.000541 0.104889 0.000331 0.000361 0.087907 
6.0,2.1 ** == ρT  0.000224 0.001179 Overflow 0.000119 0.000921 Overflow 
6.0,4.1 ** == ρT  0.000313 0.001036 Overflow 0.000041 0.000299 Overflow 

 
3.3.2.2 สัมประสิทธ์ิการแพรและความแมนยําในการคาํนวณ 

จากการหาคาสัมประสิทธิการแพรที่สภาวะตางๆ จากตารางที่ 3.5 พบวาที่ขนาดของ 
time-step นอยกวา 0.01 สัมประสิทธิ์การแพรทั้งแบบไอนสไตน และแบบกรีนคูโบที่สภาวะ •p มคีา
นอยกวา 1.0 มีคาใกลเคียงกับคาสัมประสิทธิ์การแพรที่คํานวณจากสมการสถานะของ R.L. Rowley  

คาสัมประสิทธิ์การแพรมีแนวโนมลดลงเมื่อความหนาแนนของระบบมีคาเพิ่มขึ้น ทั้งนี้
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เนื่องจากเมื่อความหนาแนนของระบบเพิ่มขึ้น  ทําใหอนุภาคในระบบอยูใกลกัน ทําใหระยะทางที่
อนุภาคเคลื่อนที่ไดนอยลง  จึงสงผลใหสัมประสิทธิ์การแพรมีคาลดลง  และจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ
อุณหภูมิของระบบสูงขึ้น ทั้งนี้เนื่องจากเมื่ออุณหภูมิของระบบสูงขึ้น  จะทําใหอนุภาคในระบบ
เคลื่อนที่เร็วขึ้น สงผลใหสัมประสิทธิ์การแพรมีคาเพิ่มขึ้น  โดยพบวาที่ขนาด time-step เทากับ 0.02  
และความหนาแนนของระบบมีคาสูงกวา 0.2 แลวนั้น ระบบเกิดการ melt down ซ่ึงเกิดจาก
อัลกอริทึมแบบเวอรเลทความเร็วสูญเสียความเสถียรซ่ึงสามารถสังเกตไดจากรูปที่ 3.1 ซ่ึงพบวาคา 
log<ge> ที่ขนาด time-step เทากับ 0.005 และ 0.01 มีความแตกตางไมมากนักเมื่อเทียบกับคาที่
ขนาด time-step เทากับ 0.02 สาเหตุที่ที่ขนาด time-step เทากับ 0.02 และความหนาแนนของระบบ
เทากับ 0.2 ระบบยังคงสามารถคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์การแพรได เนื่องมาจากอนุภาคในระบบ
อยูหางกันมาก ทําใหโอกาสที่อนุภาคจะเกิดการชนหรือซอนทับกันมีนอย ทําใหระบบยังคง
ดําเนินการตอไปไดถึงแมวาอัลกอริทึมจะเกิดความไมเสถียร 
 
ตารางที่ 3.5 แสดงสัมประสิทธิ์การแพรของอินทิเกรเตอรแบบเวอรเลทความเร็วที่สภาวะตาง ๆ 

 คาสัมประสิทธิ์การแพรแบบ Einstein relation คาสัมประสิทธิ์การแพรแบบ Green-Kubo  

 005.0* =∆t  01.0* =∆t  02.0* =∆t  005.0* =∆t  01.0* =∆t  02.0* =∆t  

D from eq. 
of state 
(2.54) 

8.0,1 ** == ρT  

0.064605 
(0.0039972) 

0.064434 
(0.0033810) Overflow 

0.064549 
(0.0038945) 

0.064142 
(0.0032319) Overflow 0.063302 

6.0,1 ** == ρT  

0.157548 
(0.0055467) 

0.156820 
(0.0065646) Overflow 

0.158000 
(0.0050943) 

0.157467 
(0.0061243) Overflow 0.155844 

4.0,1 ** == ρT  

0.300855 
(0.0227478) 

0.298813 
(0.0220295) Overflow 

0.305070 
(0.0254069) 

0.304059 
(0.0206605) Overflow 0.285322 

2.0,1 ** == ρT  

0.576914 
(0.0132271) 

0.580867 
(0.0192631) 

0.606113 
(0.0225624) 

0.588521 
(0.0190583) 

0.595088 
(0.0245369) 

0.621485 
(0.0256493) 0.590479 

6.0,8.0 ** == ρT  

0.118631 
(0.0055574) 

0.118760 
(0.0062424) 

0.122957 
(0.0078836) 

0.118590 
(0.0061156) 

0.118604 
(0.0070078) 

0.123897 
(0.0085666) 0.08951 

6.0,2.1 ** == ρT  

0.185783 
(0.0050563) 

0.184635 
(0.0057271) Overflow 

0.186557 
(0.0038217) 

0.186173 
(0.0078303) Overflow 0.184834 

6.0,4.1 ** == ρT  

0.210974 
(0.0039853) 

0.212338 
(0.0070665) Overflow 

0.212011 
(0.0006487) 

0.212370 
(0.0081972) Overflow 0.213206 

** คาในวงเลบ็แสดงถึงความคลาดเคลื่อน(standard deviation) เชน 0.000869± 0.00005 
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บทที่ 4 
 

สรุปผลการทดลองและขอเสนอแนะ 
 
4.1 สรุปผลการทดลอง 

1. อัลกอริทึมแตละชนิดจะมีความสามารถในการอนุรักษพลังงานที่ตางกัน  โดยอัลกอริทึม
แบบเวอรเลทความเร็วมีความสามารถในการอนุรักษพลังงานดีที่สุดจากอัลกอริทึมที่ใชใน
การทดลองจึงมีความเหมาะสมในการจําลองมากกวาอัลกอริทึมชนิดอืน่ 

2. ความสามารถในการอนุรักษพลังงานและคาสัมประสิทธิ์การแพรที่คํานวณไดจากการ
จําลองสามารถบงบอกถึงความเสถียรของอัลกอริทึมที่ใชในการจําลองได 

3. ความเสถียรของอัลกอริทึมจะลดลงเมื่อ time-step มีขนาดใหญขึ้น 
4. อัลกอริทึมแบบเกียรอันดับ 4 มีความสามารถในการอนุรักษพลังงานนอยที่สุด จาก

อัลกอริทึมทั้งหมดที่ใชในการทดลอง โดยพบวาอัลกอริทึมแบบเกียรเหมาะกับการจําลอง
ในชวงขนาด time-step มีขนาดเล็ก )0025.0( * ≤∆t  

5. อัลกอริทึมแบบรังเงกัตตา อันดับ 4 ถึงแมวาจะสามารถทําการจําลองในชวง time-step มี
ขนาดใหญกวา 0.0025 ไดโดยไมตองมกีารปรับแกความเร็วของอนุภาค แตคาสัมประสิทธิ์
การแพรมีแนวโนมลดลงอยางชัดเจนเมื่อ time-step มีขนาดใหญขึ้น ซ่ึงบงบอกถึงความไม
เสถียรของอัลกอริทึม 

6. อัลกอริทึมแบบเวอรเลททั้งเวอรเลทตําแหนงและเวอรเลทความเร็วมีความเสถียรมากกวา
อัลกอริทึมแบบรังเงกัตตาและแบบเกยีร เนื่องจากอลักอริทึมแบบเวอรเลทจัดปนอินทิเกร
เตอรแบบ SI ซ่ึงอินทิเกรเตอรแบบ SI ถูกพัฒนาขึน้เพื่อใชหาคําตอบของสมการการ
เคลื่อนที่แบบฮามิลโตเนียน ซ่ึงการเคลื่อนที่ของอนุภาคในระบบจดัเปนการเคลื่อนที่แบบ
ฮามิลโตเนียน ทําใหอินทิเกรเตอรแบบ SI มีความเหมาะสมในการจําลองมากกวาอนิทิเกร
เตอรแบบ non-SI  

7. สัมประสิทธิการแพรที่คํานวณไดจากการจาํลอง มีความใกลเคียงกบัคาที่คํานวณไดจาก
สมการสถานะของ R.L. Rowley 

8. อุณหภูมิและความหนาแนนของระบบที่ใชในการทํา MD ไมสงผลกับความเสถียรของ
อัลกอริทึมที่ใชในการจําลองเสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคในระบบเมื่อเทียบกับขนาด
ของ time-step ที่เลือกใช แตอุณหภูมิและความหนาแนนของระบบจะสงผลตอโอกาสที่จะ
เกิดการซอนทบักันของอนุภาค เมื่อทําการคํานวณเสนทางการเคลื่อนที่โดยใช time-step ที่
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ขนาดใหญ 
9. ขนาดของ time-step ที่เหมาะสมของอัลกอริทึมแบบเวอรเลทความเร็ว ที่ใชในการจําลอง

จะขึ้นกับสภาวะทีใ่ชในการจําลองแตอยางไรก็ตามขนาดของ time-step ที่ใชไมควรเกิน 
0.01 เนื่องจากอัลกอริทึมแบบเวอรเลทความเร็วเร่ิมเกิดความไมเสถียรเมื่อ time-step มี
ขนาดใหญกวา 0.01 

 
4.2 ขอเสนอแนะ 
 จากการศึกษาความเสถียรของอินทิเกรเตอรที่ใชในการทํา MD โดยใชความสามารถใน
การอนุรักษพลังงานและคาสัมประสิทธิ์การแพรเปนตวัเปรียบเทียบ พบวาเมื่อ time-step มีขนาด
ใหญขึ้นความเสถียรของอินทิเกรเตอรทั้งแบบ non-SI และแบบ SI มีแนวโนมลดลง โดยอินทิเกร
เตอรแบบ non-SI จะมีสูญเสียความเสถียรที่ขนาดของ time-step เล็กกวาอินทเิกรเตอรแบบ SI ซ่ึง
สามารถสังเกตไดจากความสามารถในการอนุรักษพลังงาน และคาสัมประสิทธิ์การแพรที่คํานวณ
โดยใชอินทเิกรเตอรที่ไมมีความเสถียร จะมีคาแตกตางกบัคาที่คํานวณโดยใชอินทเิกรเตอรที่มีความ
เสถียร โดยเฉพาะคาสัมประสิทธิ์ที่คํานวณโดยใชอินทิเกรเตอรที่ไมมีความเสถียร จะมีคาแตกตาง
จากคาสัมประสิทธิ์การแพรที่คํานวณไดทางทฤษฎี ดังนัน้อินทิเกรเตอรแบบ SI จึงมีความเหมาะสม
ในการจําลองมากกวาอนิทิเกรเตอรแบบ non-SI เนื่องจากสามารถทําการจําลองโดยใช time-step ที่
มีขนาดใหญไดโดยยังคงใหคาที่คํานวณไดใกลเคียงกับที่คํานวณไดทางทฤษฎี 

ในทางทฤษฎนีั้นการทํา MD ใหไดคาที่คาํนวณไดใกลเคียงกับคาจริงมากที่สุด จําเปนตอง
ใช  time-step ที่มีขนาดเล็ก แตในทางปฏบิัติการใช time-step ที่มีขนาดเล็กจะใชเวลาในการคํานวณ
มากเพื่อใหไดเสนทางการเคลื่อนที่ที่ยาวนานเพียงพอ จึงจําเปนตองเลือกขนาดของ time-step ที่
เหมาะสมซึ่งจะใหคาใกลเคียงกับคาจริงและใชเวลาในการคํานวณนอย ซ่ึงขนาดของ time-step ที่
เหมาะสมจะขึน้อยูกับสภาวะของระบบที่ใชในการจําลอง โดยอุณหภูมแิละความหนาแนนของ
ระบบสงผลตอโอกาสที่จะทําใหระบบหยุดทํางานเนื่องจากเกดิการซอนทับกันของอนุภาคในระบบ
เมื่อทําการคํานวณโดยใช time-step ที่มีขนาดใหญ ดังนั้นในกรณีที่อุณหภูมิและความหนาแนนของ
ระบบมีคาสูงจึงจําเปนตองใช time-step ที่มีขนาดเล็กกวา ระบบที่มีอุณหภูมิและความหนาแนนต่าํ
เพื่อลดโอกาสที่จะทําใหระบบหยุดทํางานเนื่องจากเกิดการซอนทับกันของอนุภาคในระบบ 

งานวิจยันี้สามารถนําไปใชเปนแนวทางในการเปรียบเทียบความเสถยีรของอัลกอริทึมชนิด
อ่ืนๆ ที่ใชในการคํานวณเสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคเพื่อหาอัลกอริทึมที่เหมาะสมในการทํา 
MD นอกจากนี้ยังสามารถใชเปนแนวทางในการในการเลือกอัลกอริทึมที่เหมาะสมสําหรับการทํา 
MD ของโมเลกุลที่มีโครงสรางซับซอนเชน โมเลกุลของยา หรือพอลิเมอร เปนตน เพื่อลดเวลาที่ใช
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ในการทํา MD โดยยังคงความแมนยําในการติดตามเสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคในระบบ 
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ภาคผนวก 
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ภาคผนวก ก. 
 

อัลกอริทึมท่ีใชในการกําหนดตําแหนงและความเร็วเร่ิมตนของอนภุาคในระบบ 
 

subroutine fcc 
 third = 1/3 
      vol   = np/dr    vol  คือ ปริมาตรของระบบ 
      cube  = vol**third    dr   คือ ความหนาแนน 
      nx = nint((np/4)**third)   nx, ny, nz จํานวนอนุภาคในแนวแกน x, y, z 
      ny = nint((np/4)**third)   np  คือ จํานวนอนุภาคในระบบ 
      nz = nint((np/4)**third) 
      if (4*(nx**3).ne.np) stop 'np should be 2*n^2' 
      dx = 1.d0/nx    ระยะหางของอนุภาคตอ 1 หนวยความยาว 
      dy = 1.d0/ny 
      dz = 1.d0/nz 
      x(1) = 0.25d0*dx 
      y(1) = 0.25d0*dy 
      z(1) = 0.25d0*dz 
      x(2) = 0.75d0*dx 
      y(2) = 0.75d0*dy 
      z(2) = 0.25d0*dz 
      x(3) = 0.75d0*dx 
      y(3) = 0.25d0*dy 
      z(3) = 0.75d0*dz 
      x(4) = 0.25d0*dx 
      y(4) = 0.75d0*dy 
      z(4) = 0.75d0*dz 
      m = 0 
      do 1 i = 1, nz 
      do 1 j = 1, ny 
      do 1 k = 1, nx 
      do 2 ij  = 1,4    กําหนดตําแหนงของอนุภาค 
      x(ij + m) = x(ij) + dx*(k-1) 
      y(ij + m) = y(ij) + dy*(j-1) 
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      z(ij + m) = z(ij) + dz*(i-1) 
    2 continue 

m = m + 4 
    1  continue 
c     REDUCE TO COORDINATES OF THE CUBE 
      do 3 i = 1, np    ปรับตําแหนงของอนุภาคใหพอดีกับ 
      x(i) = x(i)*cube    ปริมาตรของระบบ 
      y(i) = y(i)*cube 
          z(i) = z(i)*cube 
    3  continue 
c     GENERATE RANDOM VELOCITIES 
      sumx = 0.0d0 
      sumy = 0.0d0 
      sumz = 0.0d0 
      rtr  = sqrt(3.0d0*tr)    tr  คือ อุณหภูมิ 
      tcon = 3.0d0*np 
      do 4 i = 1, np    สุมคาความเร็วของอนุภาค 
       call vrandom(iseed,xx) 
       call vrandom(iseed,yy) 
       call vrandom(iseed,zz) 
       xyz   = 1.d0/sqrt(xx*xx+yy*yy+zz*zz) 
       px(i) = xx*xyz*rtr 
       py(i) = yy*xyz*rtr 
       pz(i) = zz*xyz*rtr 
       sumx  = sumx + px(i) 
       sumy  = sumy + py(i) 
       sumz  = sumz + pz(i) 
    4  continue 
c     CORRECT FOR DRIFT 
      ps     = 0.0d0 
      do 5 i = 1,np 
       px(i) = px(i) - sumx/np 
       py(i) = py(i) - sumy/np 
       pz(i) = pz(i) - sumz/np 
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       ps = ps + px(i)**2 + py(i)**2 + pz(i)**2 
    5  continue 
      heat = sqrt(tcon*tr/ps)    ปรับแกคาความเร็วของอนุภาคใหเหมาะสม 
      do 6 i = 1, np    กับอุณหภูมิของระบบ 
       px(i) = px(i)*heat 
       py(i) = py(i)*heat 
       pz(i) = pz(i)*heat 
    6  continue 
  do 7 i = 1, np    เก็บคา x1,y1,z1 สําหรับอัลกอริทึมแบบเกียร 
  x1(i) = px(i)*delta 
  y1(i) = py(i)*delta 
  z1(i) = pz(i)*delta 
    7  continue 
       return 
      end 
 **************************** 
     subroutine vrand(iseed,r)   อัลกอริทึมสุมตัวเลขสําหรับ 

implicit none    ความเร็วของอนุภาค 
      double precision d2p31m,d2p31,r,dseed 
      integer iseed 
      data d2p31m/2147483647.d0/ 
      data d2p31/2147483648.d0/ 
      dseed = iseed 
      dseed = dmod(16807.d0*dseed,d2p31m) 
      r     = dseed/d2p31 
      iseed = int(dseed) 
      return 
      end 
 
 
 
 
 



 
  47 

ภาคผนวก ข. 
 

อัลกอริทึมท่ีใชในการกําหนดขอบเขตคาบและการคํานวณแรงระหวางอนุภาค 
 

      subroutine force 
rmax  = rcut**2 
shift = 4.0d0/rcut**6*(1.0d0/rcut**6-1.0d0) 

      do 1 i = 1, np 
       fx(i) = 0.0d0 
       fy(i) = 0.0d0 
       fz(i) = 0.0d0 
    1 continue 
c 
      u       = 0.0d0 
c 
c     FJI = FORCE ON I DUE TO J. 
c 
      do 2 i = 1,np - 1 
      do 2 j = i + 1, np 
c 
      ry = y(i) - y(j) 
      ry  = ry - cube*nint(ry/cube) 
      rsq = ry**2 
      if (rsq.gt.rmax) go to 2 
c 
      rx = x(i) - x(j) 
      rx  = rx - cube*nint(rx/cube) 
      rsq = rsq + rx*rx 
      if (rsq.gt.rmax) go to 2 
c 
      rz = z(i) - z(j) 
      rz  = rz - cube*nint(rz/cube) 
      rsq = rsq + rz*rz 
      if (rsq.gt.rmax) go to 2 
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c 
      rsi    = 1.d0/rsq 
      r4     = rsi*rsi 
      r6     = r4*rsi 
      r12    = r6*r6 
      u      = u + 4.0d0*(r12-r6) – shift   คํานวณพลังงานศักยของระบบ 
      rscalar= rsi*(2.d0*r12-r6) 
      fjix   =24.0d0*rscalar*rx    คํานวณแรงที่กระทําระหวาง 
      fjiy   =24.0d0*rscalar*ry    อนุภาคตัวที่ i กับอนุภาค j 
      fjiz   =24.0d0*rscalar*rz 
c 
      fx(i)  = fx(i) + fjix     คํานวณแรงที่กระทํากับอนุภาค 
      fy(i)  = fy(i) + fjiy 
      fz(i)  = fz(i) + fjiz 
      fx(j)  = fx(j) - fjix 
      fy(j)  = fy(j) - fjiy 
      fz(j)  = fz(j) - fjiz 
    2 continue 
c 
      return 
                end 
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ภาคผนวก ค. 
 

อัลกอริทึมสําหรับคํานวณคาสัมประสิทธ์ิการแพรแบบไอนสไตน 
 

subroutine diffu(switch)  switch = 0 เริ่มตน, 1 เก็บขอมูล 
 if (switch.eq.0)then 
 sumd=0 
 r=0.0d0 
 do 1 i=1,np   เก็บตําแหนงของอนุภาคที่เวลาเริ่มตน 
 x0(i)=x(i) 
 y0(i)=y(i) 
 z0(i)=z(i) 
 1 continue 
 else if (switch.eq.1) then 
 sum=sum+1 
 do 3 i=1,np 
 xt(i)=x(i)    เก็บตําแหนงของอนุภาคที่เวลา t 
 yt(i)=y(i) 
 zt(i)=z(i) 
 r=r + (xt(i)-x0(i))**2 +(yt(i)-y0(i))**2 +(zt(i)-z0(i))**2   
 x0(i)=x(i)    ปรับปรุงตําแหนงของอนุภาค 
 y0(i)=y(i) 
 z0(i)=z(i) 
 3 continue 
 diffein = r/(6*np*nproc*delta*sum) คํานวณคาสัมประสิทธิ์การแพรแบบไอนสไตน (2-36) 
 endif 
      return 

end 
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ภาคผนวก ง. 
 

อัลกอริทึมสําหรับคํานวณคาสัมประสิทธ์ิการแพรแบบกรีนคูโบ 
 

 subroutine difugk(switch)  switch = 0 เริ่มตน, 1 เก็บขอมูล, 3 ผลการคํานวณ 
 if (switch.eq.0) then 
 ntel=0     time counter 
 t0=0 
 dtime=delta*nsamp    ระยะเวลาระหวางการเก็บชุดขอมูล 2 ชุด 
 do i=1,tmax    tmax จํานวนชุดขอมูลที่เก็บ 
 ntime(i)=0 
 vacf(i)=0 
 enddo 
 else if (switch.eq.1) then   
 ntel=ntel+1 
 if (mod(ntel,it0).eq.0)then   เลือกเก็บขุดขอมูล t = 0 
 t0=t0+1     อัพเดทจํานวนชุดขอมูล t = 0 
 tt0= (MOD(t0-1,t0max)) +1   
 time0(tt0)=ntel    เก็บเวลาที่ t = 0 
 do i=1,np     เก็บความเร็วของอนุภาค 
 vx0(i,tt0)=px(i) 
 vy0(i,tt0)=py(i) 
 vz0(i,tt0)=pz(i) 
 enddo 
 endif 
  

do t=1,MIN(t0,t0max)     
 delt=ntel-time0(t)+1 
 if(delt.lt.tmax)then 
 ntime(delt)=ntime(delt)+1 
 do i=1,np 
 vacf(delt)=vacf(delt)+(px(i)*vx0(i,t))+(py(i)*vy0(i,t)) อัพเดตคา velocity autocorrelation function 
     &+(pz(i)*vz0(i,t)) 
 enddo 
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 endif 
 enddo 
 else if (switch.eq.2) then 
 do i=1,999 
 time=delta*nsamp*(i+0.5) 
 vacf(i)=vacf(i)/(3*np*ntime(i))   คํานวณคา velocity autocorrelation function 
 enddo     โดยใชสมการที่ (2-37) 
 diffugk=0 
 do i=1,998     คํานวณคาสัมประสิทธิ์การแพร 
 diffugk=diffugk+(nsamp*delta*(vacf(i)+vacf(i+1))/2) แบบกรีนคูโบ โดยใชสมการที่ (2-44) 
 enddo 
 write(6,*)'diffugk = ',diffugk 
 endif 
 return 

end  
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ภาคผนวก จ. 
 

อัลกอริทึมสําหรับคํานวณตาํแหนงและความเร็วของอนภุาค โดยใชอัลกอริทึมแบบ รังเงกัตตา 
อันดับ 4 

 
      subroutine rk4 
      do 200 i = 1, np  เก็บขอมูลตําแหนงและความเร็วของอนุภาคที่เวลา t 
        xold(i)  = x(i) 
        yold(i)  = y(i) 
        zold(i)  = z(i) 
        pxold(i) = px(i) 
        pyold(i) = py(i) 
        pzold(i) = pz(i) 
  200 continue 
c        k1 
      do 205 i = 1, np  คํานวณคา k1 โดยใชสมการที่ (2-46) 
       k1x(i) = px(i)  
       k1y(i) = py(i) 
       k1z(i) = pz(i) 
       k1px(i) = fx(i)  
       k1py(i) = fy(i)  
       k1pz(i) = fz(i)  
  205 continue 
c        k2 
      do 210 i = 1, np  คํานวณคา k2 โดยใชสมการที่ (2-47) 
        x(i)  = xold(i)  + k1x(i) *delta/2.d0 
        y(i)  = yold(i)  + k1y(i) *delta/2.d0 
        z(i)  = zold(i)  + k1z(i) *delta/2.d0 
        px(i) = pxold(i) + k1px(i)*delta/2.d0 
        py(i) = pyold(i) + k1py(i)*delta/2.d0 
        pz(i) = pzold(i) + k1pz(i)*delta/2.d0 
  210 continue 
      call force 
      do 215 i = 1, np  เก็บคา k2 
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       k2x(i) = px(i)  
       k2y(i) = py(i) 
       k2z(i) = pz(i) 
       k2px(i) = fx(i) 
       k2py(i) = fy(i) 
       k2pz(i) = fz(i)  
  215 continue 
c        k3 
      do 220 i = 1, np  คํานวณคา k3 โดยใชสมการที่ (2-48) 
        x(i) = xold(i)  + k2x(i) *delta/2.d0 
        y(i) = yold(i)  + k2y(i) *delta/2.d0 
        z(i) = zold(i)  + k2z(i) *delta/2.d0 
       px(i) = pxold(i) + k2px(i)*delta/2.d0 
       py(i) = pyold(i) + k2py(i)*delta/2.d0 
       pz(i) = pzold(i) + k2pz(i)*delta/2.d0 
  220 continue 
         call force 
      do 225 i = 1, np  เก็บคา k3 
       k3x(i) = px(i)  
       k3y(i) = py(i) 
       k3z(i) = pz(i) 
       k3px(i) = fx(i) 
       k3py(i) = fy(i) 
       k3pz(i) = fz(i) 
  225 continue 
c        k4    
      do 230 i = 1, np  คํานวณคา k4 โดยใชสมการที่ (2-49) 
        x(i) = xold(i)  + k3x(i)*delta 
        y(i) = yold(i)  + k3y(i)*delta 
        z(i) = zold(i)  + k3z(i)*delta 
       px(i) = pxold(i) + k3px(i)*delta 
       py(i) = pyold(i) + k3py(i)*delta 
       pz(i) = pzold(i) + k3pz(i)*delta 
  230 continue 
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         call force 
      do 235 i = 1, np  เก็บคา k4 
       k4x(i) = px(i) 
       k4y(i) = py(i) 
       k4z(i) = pz(i) 
       k4px(i) = fx(i) 
       k4py(i) = fy(i) 
       k4pz(i) = fz(i) 
  235 continue 
      do 240 i = 1, np  คํานวณตําแหนงและความเร็วของอนุภาคโดยใชสมการที่ (2-45) 
       x(i) = xold(i) + delta/6.d0* 
     &   (k1x(i) + 2.d0*k2x(i) + 2.d0*k3x(i) + k4x(i)) 
       y(i) = yold(i) + delta/6.d0* 
     &   (k1y(i) + 2.d0*k2y(i) + 2.d0*k3y(i) + k4y(i)) 
       z(i) = zold(i) + delta/6.d0* 
     &   (k1z(i) + 2.d0*k2z(i) + 2.d0*k3z(i) + k4z(i)) 
       px(i) = pxold(i) + delta/6.d0* 
     &   (k1px(i) + 2.d0*k2px(i) + 2.d0*k3px(i) + k4px(i)) 
       py(i) = pyold(i) + delta/6.d0* 
     &   (k1py(i) + 2.d0*k2py(i) + 2.d0*k3py(i) + k4py(i)) 
       pz(i) = pzold(i) + delta/6.d0* 
     &   (k1pz(i) + 2.d0*k2pz(i) + 2.d0*k3pz(i) + k4pz(i)) 
  240 continue 
      call force 
      return 

end  
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ภาคผนวก ฉ. 
 

อัลกอริทึมสําหรับคํานวณตาํแหนงและความเร็วของอนภุาค โดยใชอัลกอริทึมแบบ เกียร อันดับ 4 
 

    subroutine gear4 
f01 = 251.0d0/720.0d0 

      f21 = 11.0d0/12.0d0 
      f31 = 1.0d0/3.0d0 
      f41 = 1.0d0/24.0d0 
c    ##### predictor loop #####    สมการที่ (2-50 a-f) 
      do 2000 i = 1,np 
         x(i) = x(i) + x1(i) + x2(i) + x3(i) + x4(i)   
         y(i) = y(i) + y1(i) + y2(i) + y3(i) + y4(i) 
         z(i) = z(i) + z1(i) + z2(i) + z3(i) + z4(i) 
         x1(i) = x1(i) + 2.0d0*x2(i) + 3.0d0*x3(i) + 4.0d0*x4(i) 
         y1(i) = y1(i) + 2.0d0*y2(i) + 3.0d0*y3(i) + 4.0d0*y4(i) 
         z1(i) = z1(i) + 2.0d0*z2(i) + 3.0d0*z3(i) + 4.0d0*z4(i) 
         x2(i) = x2(i) + 3.0d0*x3(i) + 6.0d0*x4(i) 
         y2(i) = y2(i) + 3.0d0*y3(i) + 6.0d0*y4(i) 
         z2(i) = z2(i) + 3.0d0*z3(i) + 6.0d0*z4(i) 
         x3(i) = x3(i) + 4.0d0*x4(i) 
         y3(i) = y3(i) + 4.0d0*y4(i) 
         z3(i) = z3(i) + 4.0d0*z4(i) 
c 
         px(i) = px(i) + px1(i) + px2(i) + px3(i) + px4(i) 
         py(i) = py(i) + py1(i) + py2(i) + py3(i) + py4(i) 
         pz(i) = pz(i) + pz1(i) + pz2(i) + pz3(i) + pz4(i) 
         px1(i) = px1(i) + 2.0d0*px2(i) + 3.0d0*px3(i) +4.0d0*px4(i) 
         py1(i) = py1(i) + 2.0d0*py2(i) + 3.0d0*py3(i) +4.0d0*py4(i) 
         pz1(i) = pz1(i) + 2.0d0*pz2(i) + 3.0d0*pz3(i) +4.0d0*pz4(i) 
         px2(i) = px2(i) + 3.0d0*px3(i) + 6.0d0*px4(i) 
         py2(i) = py2(i) + 3.0d0*py3(i) + 6.0d0*py4(i) 
         pz2(i) = pz2(i) + 3.0d0*pz3(i) + 6.0d0*pz4(i) 
         px3(i) = px3(i) + 4.0d0*px4(i) 
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         py3(i) = py3(i) + 4.0d0*py4(i) 
         pz3(i) = pz3(i) + 4.0d0*pz4(i) 
 2000  continue 
         call force 
c     ##### corrector loop #####   สมการที่ (2-51 a-g) 
      do 2400 i = 1,np 
         xcor  = x1(i) - (px(i))*delta 
         ycor  = y1(i) - (py(i))*delta 
         zcor  = z1(i) - (pz(i))*delta 
c 
         pxcor = px1(i) - fx(i)*delta 
         pycor = py1(i) - fy(i)*delta 
         pzcor = pz1(i) - fz(i)*delta 
c 
         x(i) = x(i) - xcor*f01 
         y(i) = y(i) - ycor*f01 
         z(i) = z(i) - zcor*f01 
         x1(i) = x1(i) - xcor 
         y1(i) = y1(i) - ycor 
         z1(i) = z1(i) - zcor 
         x2(i) = x2(i) - xcor*f21 
         y2(i) = y2(i) - ycor*f21 
         z2(i) = z2(i) - zcor*f21 
         x3(i) = x3(i) - xcor*f31 
         y3(i) = y3(i) - ycor*f31 
         z3(i) = z3(i) - zcor*f31 
         x4(i) = x4(i) - xcor*f41 
         y4(i) = y4(i) - ycor*f41 
         z4(i) = z4(i) - zcor*f41 
c 
         px(i) = px(i) - pxcor*f01 
         py(i) = py(i) - pycor*f01 
         pz(i) = pz(i) - pzcor*f01 
         px1(i) = px1(i) - pxcor 
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         py1(i) = py1(i) - pycor 
         pz1(i) = pz1(i) - pzcor 
         px2(i) = px2(i) - pxcor*f21 
         py2(i) = py2(i) - pycor*f21 
         pz2(i) = pz2(i) - pzcor*f21 
         px3(i) = px3(i) - pxcor*f31 
         py3(i) = py3(i) - pycor*f31 
         pz3(i) = pz3(i) - pzcor*f31 
         px4(i) = px4(i) - pxcor*f41 
         py4(i) = py4(i) - pycor*f41 
         pz4(i) = pz4(i) - pzcor*f41 
 2400 continue 
c     end of corrector loop 
      return 
     end  
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ภาคผนวก ช. 
 

อัลกอริทึมสําหรับคํานวณตาํแหนงและความเร็วของอนภุาค โดยใชอัลกอริทึมแบบเวอรเลท
ความเร็ว 

 
Subroutine vv2 

      step= delta/2.0d0 
do i = 1, np   คํานวณความเร็วของอนุภาคที่เวลา 2/tt ∆+  

          px(i) = px(i) + fx(i)*step 
          py(i) = py(i) + fy(i)*step 
          pz(i) = pz(i) + fz(i)*step 
      enddo 
      do i=1,np    คํานวณตําแหนงของอนุภาคที่เวลา tt ∆+  
       x(i) = x(i) + px(i)*delta 
       y(i) = y(i) + py(i)*delta 
       z(i) = z(i) + pz(i)*delta 
      enddo 
       call force    คํานวณแรงระหวางอนุภาคที่เวลา tt ∆+  
      do i = 1, np   คํานวณความเร็วของอนุภาคที่เวลา tt ∆+  
          px(i) = px(i) + fx(i)*step 
          py(i) = py(i) + fy(i)*step 
          pz(i) = pz(i) + fz(i)*step 
      enddo 
      return 
      end 
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ภาคผนวก ซ. 
 

อัลกอริทึมสําหรับคํานวณตาํแหนงและความเร็วของอนภุาค โดยใชอัลกอริทึมแบบเวอรเลท
ตําแหนง 

 
Subroutine pv2 

 step= delta/2.0d0 
      do i=1,np    คํานวณตําแหนงของอนุภาคที่เวลา 2/tt ∆+  
      x(i) = x(i) + px(i)*step 
      y(i) = y(i) + py(i)*step 
      z(i) = z(i) + pz(i)*step 
      enddo 
       call force    คํานวณแรงระหวางอนุภาคที่เวลา 2/tt ∆+  
      do i = 1, np   คํานวณความเร็วของอนุภาคที่เวลา tt ∆+  
          px(i) = px(i) + fx(i)*delta 
          py(i) = py(i) + fy(i)*delta 
          pz(i) = pz(i) + fz(i)*delta 
      enddo 
      do i=1,np    คํานวณตําแหนงของอนุภาคที่เวลา tt ∆+  
      x(i) = x(i) + px(i)*step 
      y(i) = y(i) + py(i)*step 
      z(i) = z(i) + pz(i)*step 
      enddo 
      return 
      end 
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